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The aim of the paper 1s to reconstruct the epistemological shifts 1n the development of
algebraic thought during the penod reaching from Lagrange to Noether. We believe
that, first, 1t illustrates the usefulness of Wittgenstein’s concept of pictorial form (we
prefer to call 1t form of language), because the evolution of algebra can most clearly be
described as the development of form of language. Secondly, our analysis offers an
example of the development of a concept (“to solve an algebraic equation”), thus
bringing new material for the discussion of the nature of conceptual change. Finally.
the development of algebra shows a resemblance with the evolution of subjectiviry 1n
western culture. The development of algebra can 1n this manner be seen in a broader
evolutionary context.

Moderna algebra sa dostala do povedomia 3irSej verejnosti vdaka
franctiizskemu Strukturalizmu. J. Piaget v knihe Strukturalizmus pise: ,Akékolvek
usilie podat kriticky vyklad Strukturalizmu bez toho, Ze by sme zacali rozborom
matematickych Struktur, je vopred odsudené na neuspech... Dnesna hlava socidlnej
a kulturnej antropologie Lévi-Strauss vyvodil svoje strukturdlne modely priamo zo
vseobecnej algebry.” ([7], 23). Nie je v3ak bez zaujimavosti, ze hned za tymto
citatom nasleduju slova: ,.Zda sa nesporné, Ze najstarsou zndamou Strukturou, ktord
bola ako taka aj skumand, bola , grupa”, ktoru objavil Galois a ktord krok Zza
krokom ovladla matematiku 19. storocia.** Piaget sa tu dopusta nepresnosti. Prvou
skimanou algebraickou Struktirou nebola grupa., ale pole.’ Tdto nepresnost by
nestala za re¢, keby bola iba nahodnym Piagetovym omylom. Bohuzial, Piaget 1ba
opakuje nazor, ktory dnes prevlada v matematickej komunite a v pozadi ktorého stoji
nepochopenie dejin algebry. Cielom predkladane) state je podat rekon3trukciu
vyvinu modernej algebry a ozrejmit’ epistemologicky vyznam pojmu grupy, Ktory je
bezosporu jednym z najvyznamnejSich pojmov modernej matematiky. Stat volne
nadvdzuje na Clanok Epistemologické aspekty dejin klasickej algebry, v Ktorom sme
sledovalt vyvin algebry od al-Chwarizmiho po Lagranga. Mozno ju v3ak itat aj sa-
mostatne, lebo je od predoslého ¢lanku nezavisla. V predoslom ¢lanku sme ukazali,
ako do$lo k spredmetneniu jazyka algebry, ked” z odmocnovania vznikla odmocnina.
zo sCitania sucet, az sa nakoniec zrodil symbolicky jazyk, ktory umoznil najst
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' Definicie a priklady pojmov pole a grupa ndjde Citatel v dalSom texte.
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rieenie rovnic tretiecho a 3tvrtého stupfia. Matematici sa vSak marne pokusali ndjst
rieSenie aj pre rovnice piateho stupfia. Napriek intenzivnemu usiliu sa nikomu
nepodarilo tieto rovnice vyrieSit. Porozumenie pri¢inam tohto neuspechu bolo
hlavnym triumfom moderne) algebry.

1. Interpretativna forma® jazyka: algebra ako teéria oborov veli¢in (od
Lagranga po Gaussa). Hlavnym prinosom interpretativnej formy jazyka v algebre
bolo prijatie odmocnin zo zapornych ¢isel pod ndazvom komplexne ¢isla medz
Standardné matematické veli¢iny. Prijatie komplexnych ¢isel je spojene so zvecnenim
d’alsej vrstvy jazyka algebry, zvecnenim, ktoré sa v3ak odohralo uplne mak nez
zvecnenie sprevadzajuce zrod algebraicke) symboliky. Kym pri zrode symboliky
doslo k zvecneniu jednotlivych ¢&innosti, teda k nahradeniu odmocnovania
odmocninou ¢i s€itania su¢tom, pri prechode K interpretativne) forme jazyka sa
nezveciuju ¢innosti. Odmocnit’ zaporné ¢islo nie je mozné, preto vlastne niet ¢o
zvecnovat. Nemame k dispozicii ziadny performativny akt, Ktory by sme mohl
prehlasit’ za objekt. Odmocnina zo zaporného c¢isla oznacuje skor nemoznost aktu,
zlyhanie jazyka. Proces, ktorého zavrSenim je konStrukcia modelu komplexne
roviny, sa preto zasadne 1iS1 od zvecnovania ¢innosti.

Spociatku 18lo len o prekonanie nedovery voci vyrazom obsahujucim
odmocniny zo zapornych ¢isel a o ich pripojenie k jazyku. Odmocniny zo zapornych
¢isel sa povazovali za zvlastny druh vyrazov, o ktorych sa sice nedalo povedat, ¢o
oznacuju, ale bolo v celku jasné, ako s nimi treba narabat’. U2 perspektivisticka forma
priniesla do jazyka algebry zaporné cCisla, teda vyrazy, Ktor¢ maju len nepriamu
referenciu ([6]. 799). Preto sa matematict pokusili aj Komplexn¢ Cisla vvlozit ako
vyrazy, ktorych referencia je nepriama. Takyto vyklad komplexnych ¢isel je viak
odsudeny na neuspech. Zaporné ¢islo sa totiz substituctou moze zmenit na kladne, o
mozno ho teda povazovat za ,obraz obrazu veci”; u komplexnyvch Cisel viak takato
zamena mozna nie je. Komplexné Cislo nemdze udavat ziadny podet vecr, a to an:
nepriamo, lebo komplexné c¢isla nemozno linearne usporiadat, alebo, povedance
Eulerovymi slovami, ,nie su ani mensie, ani vacsie ako nic™

Druhy pokus o vyklad odmocnin zo zapornych Ciscl sa zaklada na miy Shicnke
nepripisovat 1m nepriamy, ale subjektivny vyznam. Descartes zaviedol termin
imagindrne &islo na oznacenie odmocnin zo zapornych &isel.” V Geometrii ([2], 379)
piSe, Zze v pripade rovnice, ktora ma malo pravych (vraies, t.). kladnych) alebo
faloSnych (fausse, t.J. zapornych) korefov, si mdzeme predstavit' (imaginer) cste
d’aldie, imaginarne (imaginaires) korene. Imaginarnym Kkorenom nczodpovedaju
zladne skuto¢né veliCiny. Descartes ich zavadza len preto, aby polynom n-tého stupna

e

2 ’ ’ . . . ’ -r ’ . . A v . . ¢ - . '
= Stru¢ny prehl'ad jednotlivych $tadii vyvinu jazyka algebry moze Citatel najst’ v zavere state.
kde sme ich zhrnuli do prehl'adnej tabul'ky.

3 : . g : [ . [ i
Z tohto nazvu vzniklo oznacenie i pre vyraz v —1 , a tak miesto 2 + 3+ —1 dnes piSeme
2 + 3i.
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mal prave n korenov. Euler vo svojej Algebre z roku 1770 pie o odmocninach zo
zapornych Cisel, ze ,nie su ani vdacsie, ani mensie ako ni¢; a nie su ani nic, kvoli
comu ich musime povazovat za nemoziné. Napriek tomu sa vsak predstavuju nasmu
rozumu (Verstand), a nachdadzaju miesto v nasej obrazotvornosti (Einbildung); preto
sa nazyvaju aj imaginarne (eingebildete) cisla. Ale aj ked su tieto cisla, ako

napriklad \[—_4 ., podla svojej povahy uplne nemoziné, mame o nich dostatocny
pojem, lebo vieme, Ze tym je naznacené Cislo, ktoré nasobené samé sebou da ako
vysledok -4, a tento pojem je dostacujuci na to, aby sa tieto cisla podrobili
pravidlam pocitania ([3], 61). Pre Eulera su teda komplexné ¢isla veli¢iny, ktoré
existuju len v naSej imaginacii. Tato subjektivna interpretacia komplexnych Cisel viak
nevie objasnit, ako je mozné, ze vypolty pomocou tychto neexistujacich veli¢in vedu
kK plathym vysledkom o redalnom svete. Je to podobné, ako keby biolog dvahami o
kentauroch systematicky prinasal stale nové poznatky o konoch a biologia by neustile
potvrdzovala predpovede, ku ktorym ho jeho dvahy o kentauroch priviedli. Ak
komplexné CcCisla umoziiuju odhalit poznatky o skuto¢nosti, musia s touto
skuto¢nost'ou nejako savisiet. Preto ich subjektivna interpretacia je neuspokojiva.
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) vytvoril roku 1799 geometricky model
komplexnych ¢isel v tvare roviny. Problém s komplexnymi ¢islami bol vyrieseny nie

tak, Zze by sa naSla cesta, ako postupnostou substiticii priradit vyrazu \/_—_l_
referenciu v realnom svete. Miesto toho doslo k zvecneniu vsetkvch moznych
vyrazov, Ktorym nevieme priradit referenciu, a az pre tento subor vietkych
imaginarnych c¢isel sa vytvoril model. Zakladna i1dea modelu komplexnyvch cisel
spocCiva teda v tom, ze sa nesnazime interpretovat jednotlivé komplexné Cisla. ale
zvecnime celok sveta komplexnych Cisel. Nehladame interpretaciu pre jedno
komplexn¢ cislo, ale model pre cely i1ch obor. Gaussova rovina je tak prvym
modelom v dejinach matematiky, po prvykrat sa tu konsStruuje urcité umele
univerzum objektov, v Ktorom sa potom interpretuje jazyk ako celok. Gauss v tvorbe
modelu predbicha Beltramiho o takmer 70 rokov. Z epistemického hladiska su si
viak Gaussov model komplexnych ¢isel a Beltramiho model neeuklidovske)
geometrie ((4], 119-123) vel'mi blizke. Predovsetkym, v oboch pripadoch sluzi model
na to, aby z urcitej problematickej tedrie urobil akceptovatel’na teoriu. Pred
Gaussom mali komplexné Cisla pochybny status, podobne ako pred Beltramim bol
ncjasny status neecuklidovske) geometrie. Zakladna podobnost medzi Gaussovou
rovinou a Beltramiho modelom spociva v tom, Ze obaja aktualizuju celok sveta.
Beltrami pomocou svojho modelu aktualizoval celok sveta neeuklidovske) geometrie.
V dejinach geometrie az po Beltramiho svet vzdy ubichal von z obrazku.
reprezentacie zachytavali vzdy len fragment sveta. Naproti tomu Beltrami
reprezentuje celok neeuklidovského sveta, ked horizont zobrazuje pomocou kruznice
a priamKky pomocou jej tetiv. Podobne Gaussova rovina reprezentuje celok sveta
komplexnych Cisel. Aj ked’ na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat'. ze ked komplexné ¢isla
modeluje pomocou roviny, tak mu celok unika, lebo rovina sa vymyka celkovému
pohladu. Ale nesmieme zabudat’, ze Gaussov model nie je modelom geometrickyvch
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Ciar, ale je modelom algebraickych vyrazov. Preto i ked z geometrického hladiska
Gaussova rovina ubieha von zo zorného pola, z algebraického hladiska zachytava
celok sveta. Svet algebry je svetom cinnosti, svetom operacii. Preto celok sveta
znamena v algebre nie byt cely pred otami*, ale ,byt uzavrety na operacie™. A
Gauss ukazal, ze ,sucet”, ,sucin®, ,rozdiel, a ,podiel” dvoch bodov komplexne)
roviny vytvara opdt bod tejto roviny. Teda Gaussova rovina predstavuje uzavrete
univerzum, v ktorom mozZno interpretovat’ vietky algebraické operacie. Dalsia
podobnost medzi Gaussovym a Beltramiho modelom spoc¢iva v tom, Zze v oboch ide o
zabudovanie prekladu do syntaxe jazyka. Gauss prirad'uje komplexnému ¢islu bod
roviny, pri¢om ukazuje, ako mozno algebraické operacie s€itania a nasobenia
komplexnych ¢isel prelozit do jazyka geometrickych operacii s bodmi roviny
Beltrami zas priraduje neeuklidovske) rovine body kruhu cukhidovske) roviny,
pricom ukazuje, ako sa poymy neeuklidovske) geometrie daju prelozit do jazyka
cuklidovske) geometrie tohto kruhu.

Gauss pouzil svo) model na dokaz zakladnej vetry algebry, Ktora hovori, 2¢
kazdy polynoém n-tého stupfia ma prave n Korenov. Len ¢o Gauss tuto vetu dokazal,
s definitivnou platnostou sa vyjasnilo, ze problém s rovnicami piatcho stupna.
napriklad s rovnicou X — 6x + 3 = 0 nespotiva v tom, z¢ by nemali korenc
V komplexne) rovine existuje presne pdt takych bodov, z¢ ked ich suradnice
dosadime do rovnice za neznamu, rovnica bude splnena. Problem s rovnicami prateho
stupria je teda subtilne)Si. Spociva v tom, ze a) ked Korene existuju, nie je mozn¢
vyjadrit’ ich prostriedkam jazyka algebry. To znamena, Ze neexistuje vzorec
neexistuje formula vytvorena z celych Cisel, aritmetickvch operacn (¢, - . )

odmocnin (3 , Y . 5"@/‘. ...), ktora by vyjadrovala tieto ¢isla. Aby sme tuto

situaciu mohli lepsie pochopit, predstavme si1 obrovsky harok papiera, najlepsic
nekone¢ny, na Ktorom su uz napisané v3etky algebraickeé vzorce Su na nom tormuly
pozostavajuce z 500, 1 000, 1 000 000 alebo l'ubovolného in¢ho konedneho podtu
znakov. Chceme dokazat. ze na tomto papiert nie j¢ napisany ani jeden 7z pratich
korefiov rovnice x’ — 6x + 3 = 0. Ako to dokazeme? Nie je tazke nahhadnut’. 2e hed
sCitame, odcitame, vynasobime alebo vydelime dve algebraické formuly, opit
dostaneme algebraicku formulu. To znamena, Zze vyrazy napisané na nasom harku
papiera tvoria urity uzavrety systém, ktory sa odborne nazyva pole. Musime teda
ukazat, ze toto pole neobsahuje Ziadny koren uvedeného polynomu. Takto vidime
zakladnu epistemologicka vyhodu, ktora prinasa interpretativna forma jazyka svojim
zvecnenim celku sveta. Z modalneho tvrdenia, ze sa nieCo neda urobit, Ze Korene
rovnice nemozno vyjadrit’ prostriedkami algebry, sa stava extenzionalne tvrdenie, Z¢
rieSenie danej rovnice nepatri do urc¢itého pola. Takto vdaka zvecneniu sveta

Napriklad Cislu 7 + 2i priradil bod roviny, ktorého x-ova sdradnica je 7 a y-ovd saradnica
je 2. Scitaniu komplexnych ¢&isel zodpoveda posunutic roviny a nasobeniu  otoéenie
s rovnolahlostou.
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algebraickyth vyrazov za¢iname tusit, v ¢om je problém s rovnicami piateho stupna.
Problém nie je v tom, Ze by tieto rovnice nemali riedenia, ale v tom, Ze jazyk algebry
nedokaze tieto rieSenia vyjadrit. Zvecnenie sveta algebraickych vyrazov tak
umoznuje pochopit jav neriediteI'nosti. NeriediteI'nost’ ur€ite) rovnice znamena, ze je|
korene lezia za hranicami sveta algebraickych vyrazov. Aby v3ak bolo mozné
dokazat nerieSiteI'nost’ rovnic piateho stupna, muselo dojst’ k zvecneniu d’'alej vrstvy

jazyka. Matematici museli prejst od tedrie poli a k tedriur grup.

2. Integrativna forma jazyka: algebra ako teoria symetrii (od Gaussa po
Galoisa). V ramci interpretativne] formy jazyka doslo k spredmetneniu sveta algebry.
Svet algebry je tvoreny uréitym pol'om, t.j). suiborom veli¢in uzavretym na operacie +,
—, X, .. Ukazuje sa, ze existuje cely rad réznych poli, cely rad svetov, od naymensieho

pol'a Q vsetkych racionalnych ¢isel (Cisel ako 5, —, 0, — ) cez o nieCo bohatsie

|2, 3
polia ako Q( \/5) (pole, ktoré vznikne, ked' k racionalnym cislam pridame \/5 a

vietky Cisla typu a + b2 , kde a a b si raciondlne, aby tento stibor bol uzavrety na
aritmetick€ operacie) az po najvacsie pole C vsetkych komplexnych cisel. Svet
algebry sa nachadza niekde medzi polami Q a C. Je bohatsi nez pole racionainvch

cisel Q. lebo napriklad iracionalne cislo \5 je plnopravnym obyvatelom sveta
algebry. Na druhej strane je v3ak chudobnej3i nez pole vietkvch komplexnych ¢isel
C, lebo napriklad Ludolfovo ¢islo m don nepatri (ako ukazal roku 1882 F.
L.indemann). Aby sme mohli ukazat, Ze ani korene rovnice x” - 6x + 3 = () nepatria do
sveta algebry, teda ze ich nie je mozné vyjadrit ziadnym algebraickvm vzorcom.
musime predovsetkym presnejsie uchopit samotny svet algebry. pochopit. ako vvzera
subor vSetkych algebraickych vyrazov. Na zvladnutie tejto ulohy uz interpretativna
forma jazyka algebry nestaci. Ta sice dokaze uchopit uréity svet ako celok, pripadne
a] pomocou prekladu prechadzat z jedného sveta do druhého, ale nedokaze
porovnavat rozne svety. Je to preto, lebo preklad pri prechode z vonkajSieho jazvka
do vnutorného (z geometrického jazyka Gaussove) roviny do algebraického jazyka
komplexnych Cisel) sa stdle pohybuje v te) istej abstraktnej Strukture. Preklad je
umozneny prave tym, ze z abstraktného hladiska si komplexné ¢isla a Gaussova
rovina vlastne rovnaké (1zomorfné). Rozdiel je len v ,,nosi€och™ tejto Struktury - raz
su to Cisla, inokedy body roviny. Ale samotna 3Struktura. teda formalne vztahy. su v
oboch pripadoch tie 1sté. Preto interpretativna forma sa vlastne stdle pohybuje v
jedinej Struktadre, ktoru len prendSa z jedného ., média™ do druhého.

AZ prechodom k integrativne] forme jazyka, prechodom od prekladoy
(1izomorfizmov) k vnoreniam (homomorfizmom), sa otvara moznost porovnat’ rézne
Struktury. Pritom opdt existuje cely rad analogii medzi spdsobom, akym preshi Cayley
a Klein k integrativnej forme jazyka geometrie, ([4], 123-128), a tym, ako Evariste
Galois (1811-1832) presiel k tejto forme v algebre. Prvym spolo¢nyvm bodom je

(o)
L)
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existencia ur¢itej neutralnej bazy, urcitej fundamentalne) urovne opisu, do Ktore) sa
vnoria porovnavané Struktiry. V geometrii bola touto neutralnou bazou projektivna
rovina a jednotlivé geometrie sa porovnavali ako Struktiry vnoren¢ do projektivne)
roviny. V algebre je touto neutralnou bazou pole komplexnych Cisel a vietky polia, s
ktorymi pracuje Galois, su vnorené do tohto pola. Druhym spolo¢nym bodom e
uloha, ktorti v oboch pripadoch hra teoria grap. Rovnako ako v gecometrn prebicha
porovnavanie geometrickych Struktir prostriedkami teorie grup, aj v algebre je teora
erup zakladnym ndstrojom umoznujicim porovnat rézne polia. Preto mozno
povedat, Ze integrativna forma jazyka vnori rézne svety do spoloc¢ne) neutralne) bazy
a potom metodami teorie grup porovnava Struktury symetrii tychto svetov. Dokav
neriesSitel’'nosti rovnic piateho stupna je technicky naro¢ny. Aby sme sprehladnil
nasledujucit vyklad, rozdelili sme ho na niekol’ko krokov.

2. 1. Epistemologicky vyklad pojmu grupy ako systemu symetrn

urcitého sveta. Uvazuyme najprv vieobecnt rovnicu treticho stupna

X +ax- +bx+c = 0. (1)
Od Gaussa vieme, ze tato rovnica ma tri korene, ktoré st oznacime «,, -, « Licto
korene existuju ako body na komplexne) rovine. Pomocou ¢isel «, ¢, «p mozeme
vytvorit svet, ktory prislucha uvazovane) rovnici, t.). najmensie pole, Ktor¢ obsahuje
je) korene. Toto pole sa oznacuje symbolom Q(«,, o5, ay). Je to pole, Ktoré vznikne
ked' Kk raciondlnym cislam pridame korene «,. o>, a; a vietko, ¢o treba pridat’, aby
vzniklo pole (napriklad Sa, + 7a, a Fubovol'né iné kombinacie. aby sme dostali subon
uzavrety na operacie +, —, X a :). Zatial' nas nezaujima, €1 tento svet mozno vyvivorit
prostriedkami algebry. Vlastne to uz vieme, lebo pozname Cardanove vzorce, ale
predbezne budeme tento fakt i1gnorovat a budeme skumat pole Qa1 o
nezavisle od toho, ¢1 prislucha rovnici, ktoru vieme riedit, alebo nie. Nasim cielom (e
pozriet sa, ako vyzeraju svmetrie tohto pola.

Svet algebry nie je svetom odkrytym zraku. Je to svet, ktory svzmihol
zvecnenim algebraickych operaci. Za epistemicky subjekt jazvka algebry moZno
preto povazovat subjekt vykonavajuci tieto operacic. YV geometrii mal subjeks
podobu hl'adiska, v algebre preto mozno hovorit o akomsi ,hl'adisku slepca.

> Ako sme uviedli v predoSlom cClanku, jazyk algebry vznika zvecnenim motorickveh aktos
Epistemickym subjektom jazyka algebry je nositel’ tvchto aktov. Ked' ho nazvvame slepcom,
nemame na mysh skuto¢na slepotu. Ide nam len o odmyslenie si zraku ako sposobu orientacice
vo svete. Svet algebry nie je odkryty zraku. Je to svet odkryvany pomocou motorickych schém
Ked sa nevidiaci uci orientovat’ v uritej budove, napriklad v Skole. musi si pohyb v budove
zafixovat. Orientuje sa nie pomocou zraku, ako to robime my, ale pomocou schem
premiestnovania sa po budove. Budova nie je dobrym prikladom, lebo edte stale je to objekt.
Ktory existuje aj v naSom zrakovo Kondtituovanom svete. Budova ma urCity tvar. uréité
priestorové vztahy. Nevidiaci pouzivaji motorické schémy iba na kompenzaciu svojho
handicapu, ale svet, v ktorom sa pohybujui, je geometricky konStutuovany svet. Predstavu
o svete algebry s1 mézeme utvorit vtedy, ked™ si uplne odmyslime akukol'vek geometricku
reprezentaciu skutoénosti a predstavime si, Ze mame svet konstituovany vvluéne pomocou
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Hl'adisko slepca v3ak nie je vo svete jednoznaéne fixované. Je to podobné ako
v geometrii, kde hladisko tieZ nie je urené jednoznacne, ale mozZzno menit jeho
polohu postvanim horizontu. Rovnako v algebre potom, ako dosSlo k zvecneniu sveta
algebry v podobe pola, nie je poloha epistemického subjektu v tomto svete
jednoznacne urcena a treba ju formalne fixovat. Kym v geometrii je v3ak poloha
hl'adiska vo svete urCena pomocou horizontu, teda cCiary, ku ktorej ubieha svet
v odkrytosti zraku, v algebre je hladisko slepca uréené skoér pomocou vyznaénych
objektov ako 0 a 1. Nula urcuje pociatok, kde subjekt ,,stoji*, a jednotka udava smer
a vel'kost , kroku*. Tieto objekty su jasne odlidené, lebo 0 + 0 =0, kym | + 1 # 1,
a teda slepec 1ch vie rozlidit na zaklade toho, ako sa spravaja pri algebraickych
operaciach. Akonahle sa slepec nauci identifikovat’ ticto objekty, vie s1 pomocou
aritmetickych operacii vytvorit’ 'ubovol'né racionalne ¢islo.

Ked v3ak obohatime svet slepca o Cisla o,, o, ¢, teda ked od pola Q
prejdeme K polu Q(a,, o, o3), vynori sa zasadna komplikacia. Slepec nevie Cisla
o, O, o3 0d seba odlisit. Vie, Zze s rozne, ale nevie rozlisit, ¢1 drzi v ruke «,, alebo
o, Tieto ¢isla spliaju rovnicu (1), ale ta spliaja vietky tri. K ich ¢iselnej hodnote.
ktora urcuje ich polohu na komplexnej rovine, jazyk algebry nema pristup. Algebra
pripusta tba kone¢ny pocet krokov vypoctu, kym ur¢enie hodnoty korenov rovnic
vyzaduje vo vSeobecnosti nekonecny proces aproximacie, ¢o je algebre cudzie.
/. hladiska algebry su Cisla o, o), ay predbezne nerozlidSiteI'né alebo aspon nie je¢
jasné, ako 1ch mozno rozlisit algebraickvmi prostriedkami. Na uchopenie tejto
nerozlisitelnosti slazi pojem grupy. To, ze veliCiny o, «,. «; su nerozliditelné.
znamena, ze mozno zmenit ich poradie bez toho, aby sa to akokol'vek prejavilo na
poli Q(«,. o, o). Hovorime, ze pole Q(a,. a,. t3) je voli tejto zmene svmetricke. Je
to urcita analogia pravo-lave) symetrie, zname) z geometrie. V oboch pripadoch ide o
o, z¢ s urcitym objektom mozeme nieco spravit a objekt pritom ostava nezmeneny
Symetrie pola si mozeme predstavit’ a) ako premiestnenia slepca v jeho svete. ktore s
nemoze vsimnut.,

Uvazuyme teda svet rovnice treticho stupna, t.). pole Q(a,. as. a:). Sleped
nevie individualne identifikovat’ jednotlive korene rovnice, preto sa moze stat, zc si
mysli, ze si ich pred sebou zoradil ako o, o,, ¢;, a v skuto¢nosti pred nim spocivaju
v poradi o, a;, o;. Nie je tazké nahliadnut, ze popliest sa moze prave 3.2.1 = 6
sposobmi, lebo na prvom mieste moéze byt hociktory z troch Korenov. na druhom
moze byt hociktory zo zvySnych dvoch, no a na poslednom mieste uz musi byt ten
posledny. Aby sme nemuseli stale vypisovat alfy, budeme pisat len indexy. takze
napriklad o, o, o, zapiSeme ako (2, 3, 1). Potom vietky mozné poradia su:

(a2 3)e €1:.3,2) (2:3..1) 2.3 & 1.2 3.2.1) (2)

Teda pole Q(a,;, o, a3) prisluchajuce rovnici treticho stupna ma Sest
roznych symetrii. Tieto symetrie mozno navzajom skladat. Napriklad Ked po

schém transtformaciy.
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prehodeni prvého a druhého prvku, ¢im vytvorime poradie (2, 1, 3), prehodime prvy s
tretim, dostaneme vysledné poradie (3, 1, 2). Je zaujimavé si viimnut, z¢ tento
vysledok sa liSi od vysledku, ktory by sme dostali, keby sme tieto prehodenia urobily
v opa¢nom poradi. Keby sme najprv prehodili prvy prvok s tretim, vytvorili by sme
poradie (3, 2, 1), a ked’ teraz prehodime prvy prvok s druhym, dostaneme vysledok
(2, 3, 1), ¢o sa odliSuje od predosieho vysledku.

Symetrie ur¢itého pola spolu s operaciou skladania tvoria uréity uzavrety
systém, ktory matematici nazyvaju grupou. Grupa je teda nieco podobn¢ ako pole, je
to urcity subor objektov uzavrety na urcité operacie. Jediny rozdiel je v tom, ze kKym
pole tvorili ¢isla a vyzadovali sme uzavretost’ voc¢i Styrom aritmetickym operaciam,
prvky grupy su (zvecnené) operdcie a uzavretost sa vyzaduje voci dalSe) operaci.
operacii ich skladania. V pripade grupy mame tak do ¢inenia s operaciami na dvoch
urovniach. Jednak su operaciami prvky grupy a okrem toho je tu ¢Ste operacia ich
skladanma. Teda grupa je urcity uzavrety svet operacii, podobne, ako pole je uzavrety
svet velicin. V poyme grupy tak dochadza k zvecneniu d'alde) vrstvy jazyka algebry
Potom, ako zvecnenim sveta algebraickych operacii vzniklo pole, teraz sa zvecnu)u
symetrie tohto pola.

2. 2. Grupy symetrii poli, ktoré prislachaja rieSitel'nym rovniciam.
Potom, ako sme z epistemologického hl'adiska objasnili pojem grupy. vratme sa k
prikladu s rovnicou treticho stupna. Uz vieme, ze pole Q(a,, ¢, o), prisluchajuce
tejto rovnici, ma najviac 3Sest roznych symetrii. Teraz si chceme utvorit o tvchto
symetriach jasne)Siu predstavu. Za tymto ucelom zaviedol Augustin Cauchy (1789
1857) rozliSenie medz1 permutaciou a substituciou. Permutacie. kitore budeme
zapisovat ako (1, 3, 2), predstavuju symetrie pola Q(«,, «,, «.) vo zvecnene) podobe
a udavaju rozne poradia, v akvch su ulozené korene «,, «., «. Naprou tomu

(12 3

substitucie. Ktoré budeme zapisovat’ ako oy ) predstavuju tie 1st¢ symetri
v nezvecnene) podobe ako operacie. Dvojriadkova tabul'ka hovori, 2¢ jednotha ostav
na mieste, dvojka prejde na miesto trojky a trojka na miesto dvojky. Vo vSeobecnost
v tabul'ke horné Cislo udava, kto sa hybe, a dolné ¢islo udava, kam sa pohne. Pritom v
oboch prikladoch je uvedena ta istd symetria, ale raz ako zvecnena v podobe
permutacie (1, 3, 2), teda urc¢itého usporiadania koreniov, kym v druhom pripade ako

1 2 3

substitticia , teda ako ¢innost. Samozrejme, kazde) permutacii prislicha

J 3 2/

prave jedna substitucia a naopak kazdej substiticii prislucha prave jedna permutacia,
staCi len pripisat respektive zmazat horny riadok. Preto rozdiel medzi tymito
pojmami je len epistemologicky.

Pre zrod teorie grup bol v3ak tento rozdiel dolezity. Z toho, ze kazde]
permutacii zodpoveda substiticia, vieme, Ze aj substitucii je Sest. Takto mame dve
podoby toho 1stého — zvecnenu a nezvecnenu podobu symetrii pol'a Q(«,, o, ). To
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umoznilo Galoisovi zaujimavy trik — pozriet’ sa, ¢o sa stane, ked” aplikujeme urcita
1 2 8

substituciu na vSetky permutacie. Ked aplikujeme substitticiu na
2 3 1
permutdciu (2, 1, 3), vieme, Ze 2 sa zmeni na 3, 1 sa zmeni na 2 a 3 sa zmeni na 1,
teda vysledkom bude permutdcia (3, 2, 1). Galois zvecnil subor vSetkych permutdcii a
zaCal skuamat, €o sa stane s tymto suborom, ked’ na vietky permutacie aplikuje ta istu

substituciu. Ked’ na permutacie
(,2,3), (1,3,2), (2,3 1), (2,1,3), (3 L2), (3,21)

- o [F 2 3
aplikujeme substituciu , dostaneme
\Z 3 LU
(2;:3;:d) Z:1:3); Bdi2), B3:2Z:1), {d,2,3) i3 2)
Na prvy pohlad sa ni¢ nestalo, jednotlivé permutacie si iba vymenili svoje miesta.
Pozoruhodné je v3ak to, ze tri permutdcie, ktoré sme zvyraznili, sa premiesali medzi
sebou, a zvys$né tr1 opdt’ medzi sebou.
Ukazuje sa teda, ze permutdacie mozno rozdelit’ do dvoch skupin ¢1 blokov
(1,2, 3% (Z.5.01) & 152)a(l,3.2); (2 1.3 &2 1)
Cubovolna substitucia bud’ mieSa permutacie len vnatri tychto blokov (ako to robila

1 2 3

substitucia R ), alebo prehodi bloky ako celky. Ale neexistuje Ziadna
ve: 3 |

substitucia, ktora by premenila permutaciu (1, 2, 3) na niektord z permutacii druhého
bloku, kym zvySn¢ dve permutacie prvého bloku, teda (2. 3. 1) a (3. 1. 2), by
ponechala v prvom bloku. Teda Ziadna substitucia nerusdi hranice blokov. Bloky bud
stoja na mieste, alebo sa hybu ako celok. Nikdy nenastane situacia. ze by sa ast
jedné¢ho bloku presunula do druhého bloku a zvySok by ostal na mueste. Galois
pochopil, ze prave reSpektovanie blokov pri substituciach suvisi s tym, ze rovnica
treticho stupna je rieSitel'na. Da sa ukazat, ze kazdé pole, ktoré vieme vvtvorit
pomocou odmocnin, ma vel'mi Specialnu Strukturu svmetrii. Symetrie takvchto poli sa
vzdy rozpadaju na niekolko blokov, pricom dany blok sa dale) rozpada na
jednoduchsie bloky, az nakoniec dostaneme blok, ktorého pocet prvkov je rovny
prvocislu (v naSom pripade to je 3), ¢im rozkladanie konci.

2. 3. NerieSite'nost’ rovnic piateho stupna. Zavedenim pojmu grupy
symetrii dosiahol ani nie dvadsatro¢ny francuzsky matematik Evariste Galois uroven
abstrakcie, ktora umoznila porozumiet, preo su rovnice piateho stupna vo
vSeobecnosti nerieSitel'né. Uz na predosle) urovni, v ramci interpretativne] formy
jazyka, Gauss dokazal, ze kazda rovnica n-t¢ho stupna ma na komplexne) rovine
prave n korenov. Preto kazda rovnica piateho stupfna ma pat Korenov. a teda Ku
kazde) rovnici piateho stupna existuje pole Q(ay, s, o3 oy, ¢s) obsahujuce jej
korene. Problém rieditel'nosti rovnic piateho stupna sa tak transtormoval na problém.
¢1 prislusné pole Q(a, as, o, 0y, Os) mozno vytvorit algebraickymi prostriedkami. A
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tu poskytuje integrativna forma jazyka zdasadne novy pohlad na problematiku
rieSitel'nosti. Namiesto Gaussovej otazky, €1 je mozné€ pole Q(a,, o, O, Gy, O5)
vytvorit pomocou algebraickych formul, Galois kladie otazku, ¢1 ma grupa symetrii
pola Q(o, 0, O, Oy, O5) taka Struktaru, ako grupy symetrii vSetkych poli, kKtorych
prvky st vytvorené pomocou algebraickych formul, teda ¢i sa da rozlozit' na Coraz
mensie a mensie bloky. To znamena, Ze treba vziat subor vietkych permutacii pratich
prvkov (ktorych je 5.4.3.2.1 = 120) a vyskusat’, ¢o sa s tymto suborom bude diat’, ked
nait budeme aplikovat’ zodpovedajice substitucie. Presne to urobil Galois a zistil, ze¢
jediné delenie, ktoré moézeme urobit’, je delenie na dva bloky po 60 prvkoch. Ked' sa
obmedzime na jeden z tychto blokov, dostaneme 60 prvkovu grupu, Ktora je asi
jednou z najzaujimave)Sich grip vobec. Dostala zvlaStne meno, vola sa alternujuca
grupa piatich prvkov. Ked' si1 Galois vypisal vSetkych je) 60 permutacii a pozrel sa, ¢o
s nimi robia prisludné substitucie, zistil, ze tu zrazu konc¢i akékol'vek reSpektovanie
hranic a substitucie bezhlavo miesaju vSetkych 60 permutacir alternujpuce) grupy vV
tejto grupe neexistuju ziadne bloky, do ktorych by sme mohh rozdeht je) prvky
Objav tejto skuto¢nosti bol jednym z najprekvapujuce)Sich momentov v dejinach
algebry.

V kazdom poli, Ktoré je vytvorené pomocou algebraickvch prostriedkov, sa
jeho grupa symetri rozklada na subor do seba zapadajucich blokov. Galoisov objay
ze v pripade alternujuce) grupy piatich prvkov takéto rozdelenie neexistuje, ukazal,
Zze pole prisluchajuce k tak nevinne vyzerajucej rovnici ako v 61 + 3 = 0
natol’ko ,,zamotanu™ Strukturu symetrii, ze ho nemozeme vytvorit pomocou vzZorcoy .
nech by sme sa o to akokol'vek snazili. Preto rovnice piateho, a teda aj F'ubovolncho
vysSieho stupna, su vo vieobecnosti nerieditelné. Rieditel'nost rovnic je vynimodny
jav, tykajuct sa malého poctu rovnic s jednoduchymi grupami svmetrii Rovnice
treticho a Stvrtého stupna su rieditel'né len preto, ze poha, Ktoré tymto rovniciam
prisluchaju, maju tak jednoduché grupy svmetrii, z¢ ich mozno rozlozit do blokoy
Ale pocnuc rovnicou piateho stupna su uz im prisluchajuce grupy  svmetrn
nerozloziteI'né, a preto su tieto rovnice vo vieobecnosti nerieditel'ne Preto algebr.
musi opustit svet vzorcov a zacat’ skumat’ algebraické Struktury Su 1o pra
Struktury, ako napriklad alternujuca grupa piatich prvkov, ktoré rozhoduju o tom, ¢o
je a ¢o nie je mozn€ formalne vyjadrit. Objav alternujicej grupy tak predstavuje
zaCiatok moderne) Strukturalnej algebry.

3. Konstitutivna forma jazyka: algebra ako teoria abstraktnych
algebraickych Struktur (od Dedekinda po Webera). Pri vyklade integrativne,
formy jazyka sme ukazali, Zze tato forma sa zaklada na urcitej neutralnej baze, do
ktorej vnori rozne Struktiry, Ktoré potom porovnava prostriedkami teorie grup.
U Kleina bola touto neutrdlnou bazou projektivna rovina a v jej ramci porovnaval
prostriedkami tedrie grip rozne geometrie, euklidovski a necukhidovské. Podobne
u Galoisa tvorilo neutralnu bazu pole komplexnych ¢isel a v jeho ramci porovnaval
polia Q(a,,... a,), prislichajice réznym rovniciam, a pomocou teérie grup dokazal od
seba odlisit’ polia, ktoré prisluchaju rieSite'nym rovniciam, od poli, ktoré prislichaju
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rovniciam neriesiteI'nym. Pritom v oboch pripadoch d’alsi vyvin spoc¢iva v odstraneni
tejto neutralne)] bazy jazyka, teda v osamostatneni Struktiry od jej nositela. V
geometril k tomu doslo vtedy, ked’ Bernhard Riemann odstranil priestor ako nositela
geometricke) existencie a vytvoril jazyk kombinatorickej topologie ([4], 132-142),
ktory umoznuje uvazovat objekty nezavisle od priestoru. Riemann tak oslobodil
objekty z ich zajatia v priestore a ilohu konStiticie objektov preniesol z priestoru na
jazyk. Podobne v algebre ked’ Galois skiimal grupy symetrii, vzdy predpokladal, Ze
korene a,..., o, ktorych permutacie tvorili prisluSna grupu, existuji ako komplexné
¢isla. Takto komplexna rovina hrala v algebre lohu analogicka ulohe projektivne;
roviny v geometril. ZaruCovala existenciu objektov, v tomto pripade grip symetrii.
Dalsi krok vo vyvine algebry bol neseny snahou skonitruovat grupy symetrii bez
toho, ze by sme museli siahnut po komplexne) rovine. Tato idea pochadza od
nemeckého matematika Heinricha Webera (1842-1913). Weber sa rozhodol pri
konstrukcii rozsirenia pola Q o prvok o nepostupovat tak ako Galois, ktory si1 prvok
o ,vypozical® z komplexnej roviny. Weber chce prvok a pridat k polu Q cisto
algebraickou cestou. Na prvy pohl'ad sa to moze javit’ ¢udné, ved ked je o nahodou
korenom polynomu x> — 6x + 3, tak vieme, Ze ho nemozno vyjadrit pomocou ziadne]
algebraicke) formuly. Ako chcel pridat prvok o, ked sa tento neda vyjadnit
prostriedkami algebry? Tu s1 Weber pomaha poymom 1dealu. Pojem 1dedlu
predstavuje nastro) umoznujuci rozpravat o objektoch, ktorych formalne vyjadrenia v
jazyku neexistuju. Weberova konstrukcia je pomerne zdlhava, a preto si ju rozlozime
na niekol'ko krokov.

3. 1. Konstrukcia okruhu Q/x/. Uvazuyme pole Q, ktoré chceme rozsirit.
a formdlne k nemu pridajme jeden neinterpretovany symbol, napriklad x. Dostaneme
tak obor Q[x], ktory sa nazyva okruh polynomov nad polom Q. Nie je to ni¢ zvlastne.
v podstate ho uz pozname. Je to iny druh uzavretého sveta, svet v ktorom sa odohrava
s¢itanie, odcitanie a nasobenie polynomov. Okruh sa od pola odliSuje len v tom. ze v
okruhu nemozno delit, lebo delenim polynomov nemusi vzniknut polyvnom. OKruh
Q[x] je tvoreny polynomami vsetkych moznych stupnov, Ktorych koeficienty patria
do pola Q:

Olx] = {ax"+a, X" +..+ax+ay a0, neN}

Zostrojenie okruhu Q[x] je prvym krokom Weberovej konStrukcie. Okruh Q[x] sa lisi
od pol'a Q(a) jednak tym, Ze v nom nemozno delit, a dalej tym, ze prvok x je zatial
neurity, kym prvok o ma presne vymedzené vlastnosti dané rovnicou, ktorej je
korennom. Preto v d’alSom kroku konstrukcie treba okruh Q[x] moditikovat, ..usit™ na

mieru prvku o. To robi Weber pomocou pojmu 1dealu.

3. 2. Konstrukcia idealu (g(x)). Uvazujme prvok o, ktory chceme K polu Q
pridat. Vieme, Ze je korefiom urc¢itého polynomu. Preto mézeme namiesto prvku o

vziat' polynom, ktorého je koretiom, teda napriklad namiesto vyrazu \/5 zobrat

polyném g(x) = x° — 2, ktorého je VE korennom. V pripade korenov polynomu
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piateho stupiia, kde uz algebraické vyjadrenie nie je mozné, zoberieme priamo
prisludny neriesitelny polynom (napriklad g(x) = x’ — 6x + 3). Pomocou polynému
2(x) vytvorime to, ¢o Dedekind nazval idealom. Pojem i1dedlu sa da najlepsie priblizit
na priklade celych ¢isel, ktoré tiez tvoria okruh, lebo celé Cisla sice mozno scitat,
odc¢itatt a nasobit, ale nemozno ich delitt (napriklad 7:3 nie je celé cislo)
Dedekindova idea spociva v tom, Ze namiesto uriteho Cisla, napriklad cisla 6.
budeme hovorit’ o vietkych nasobkoch Sestky, teda o idedli
(6) = {6a; acZ) {0, 6, -6, 12,-12, 18, —18, ...}.

Pritom skutoCnost, ze Cislo 6 je deliteI'né Cislom 3, sa do jazyka idealov premietne
tak, ze nasobky 3estky su aj nasobkami trojky, teda i1deal (6) je podmnozinou idealu
(3). Samozrejme, to je trivialne. Netrividlne na teérn idealov je to, ze za urCitych
podmienok mozu existovat’ idealy, ktorych prvky nie su nasobkom ziadneho jedncho
Cisla. Inak povedané, jazyk idealov je vo vSeobecnosti bohatdi ako jazvk Cisel Ku
kazdému cislu vieme vytvorit' ideal tvoreny v3etkymi jeho nasobkami, ale za 1stych
podmienok mozu existovat aj idealy, Ktoré takto vytvorené nie su, idealy. Ktorym
v obore Cisel nezodpoveda ziadny prvok. A prave preto Weber siahol po teorn
idealov. Namiesto celvch Cisel pracoval s polynomami, ale zakladna idea je rovnaka
Podobne ako Dedekind priradil ¢islu 6 idedl (6), Weber vzal vietky mozne nasobky
polynomu g(x) a vytvoril z nich 1deal

(g(x)) = {g(x).flx): flx)e Olx]} = {g(x).2x, g(r )X, e(x)(x + Tx+3), )
Pomocou takychto idealov mozno skonstruovat® abstraktné objekty, Ktore su rieSenim
rovnic, pre ktore vo svete vzorcov neexistuje Klasickeé nieSenie. Tato konsStrukcra sa
zaklada na faktorizaci.

3. 3. Faktorizacia okruhu Q[x] podl'a ideilu (g(x)). Weberovvm ciclom bolo
vytvorit rozsirente pola Q o prvok «, ktory je korenom polynomu ¢(v) Oznalme toto
rozSiren¢ pole pismenom L (nechceme pouzit oznalenie Q). lebo Cislo o
pouzivane Galoisom nepatri do jazyka algebry). Na to, aby Weber vyvtvonil pole £
pouzil konstrukciu, ktoru beZzne pozname z teorie Cisel. V elementarne) aritmetihe sa
as1 kazdy stretol s tym, ze a) ked v celych ¢islach nemozno dehit’ (to je dovod, preco
tvoria celé Cisla okruh, a nie pole), mozno v nich delit’ so zvy3kom. Tak pri deleni
Cislom 6 mO6zeme dostat’ niektory zo Siestich zvy3kov 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5. Napriklad
¢islo 15 dava pri1 deleni 6 zvy$ok 3, lebo 15 = 2.6 + 3. Tuto skuto¢nost’ mozno
prelozit do jazyka idedlov a vytvorit namiesto jednoduchych zvyikov takzvané
zvySkove triedy. Teoria idealov namiesto urcitého ¢isla n berie vietky cCisla, ktoré su
jeho nasobkom, a vytvori z nich idedl (n). Podobne namiesto zvySku & zoberie
mnozinu vsetkych Cisel, ktoré davaju rovnaky zvy3ok ako k. Tak pri delent Siestimi
namiesto zvysku 3 budeme hovorit’ o zvy$kovej triede

3 =(3+6a,acZ) = {3,-3,9, -9, 15, -15, ...}.

Cela konstrukcia sa da urobit’ aj pre pripad polynomov. Jediny rozdiel ¢
vtom, ze zvySkovych tried bude omnoho viac. Weberovi sa podarilo ukazat’, z¢
zvySkoveé triedy, ktoré dostane pomocou idedlu (g(x)), tvoria pole (teda ich mozno
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niclen scitavat, odCitavat a nasobit, ale mozno ich aj delit’), pricom toto pole je tplne
rovnake ako pole Q(a). Weberovi sa tak podarilo vytvorit' pole L bez toho, aby
opustil algebru. Ziskal ho faktorizaciou okruhu Q[ x| podl'a idedalu (g(x)), teda

X
IJ oo Q[ .

(g(x))
ako sa tato konStrukcia zvykne oznacovat. Symbol naznacuje. ze pole L vznika
2 okruhu Q[x] ako subor vSctkych zvySkovych tried pri deleni idealom (g(x)).
Prvkom, ktory v poli L zodpoveda prvku o pol'a Q(«) (ktory je rieSenim rovnice g(x)
={)), je trieda

X ={x+gx)fix); fix)e Olx]} = {x+ g(x).2x, x + g(x).x", x + glx).(x + 3). ...}

Je to zvySkova trieda prvku x. Tvoria ju vSetky polynomy, ktoré pri deleni
polynomom g(x) davaju zvySok x. Je] prvky dostaneme. ked ku vietkvm moznym

nasobkom polynomu g(x) pripoc¢itame x. O tom, ze trieda x je skuto¢ne riesenim
prislusne] rovnice, sa mozno presved¢it priamym dosadenim l'ubovolného prvku
tejto triedy do prisludne) rovnice.

Na tejto konStrukent vidno silu teorie idealov. Tato teoria umoznuje
skonstruovat objekty, Ktor¢ su v povodnom jazvku neuchopitelné. Weberovi sa
podarilo skonStruovat abstraktny objekt, ktory ma po formalne) stranke vSetky
viastnosti pola Q(w). a teda obsahuje aj rieSenie prisluSného polvnomu. Tvmio
ricsenim e tricda x . Nie je to algebraicky vzorec, ale urcity subor polynomov. Preto
Galoisov vysledok o neriesitelnosti rovnice x” — 6x + 3 = 0 pomocou vzorcov ostiva
cachovany. Weberova KonStrukcia vSak vrha na tento vysledok nove svetlo. Ukazuje.
z¢ problém vlastne nie je v rovnici, ale v prostriedkoch, ktoré pri je) riedeni
pouzivame. Ked sa nebudeme obmedzovat na svet vzorcov. Kazdy algebraicky
polynom sa stane v tomto novom, abstraktnom zmysle. riesitel nvm.

Weber touto konstrukciou prinasa do algebry Konsututivnu formu jazyvha
Vo vyvine geometrie konsStitutivna forma jazyka prenasa ulohu konstituovat objeki
¢ pricstoru na jazyk. Tym sa obohacuje subor objektov. Ktore tvorna predmet
geometrie, geometria ziskava pristup K objektom, Ktore boli prv nepredstavitelne,
lebo ich existencia odporovala priestoru. Cosi vel'mi podobné robi v algebre Weber.
Pred Weberom algebra zakladala existenciu svojich objektov na moznosti ich
symbolicke) reprezentacie, a preto nebola schopna vyjadrit ani také jednoduché
objekty, ako su korene polynomu X — 6x + 3. Weber Wito situdciu zdsadne meni.
Oslobodzuje algebru od zavislosti na vzorcoch a existenciu objektov zarucuje
pomocou abstraktne) konsStrukcie. Vo Weberove) faktorizacit mozno vidiet analogiu
s Riemannovymi aktami rezania a lepenia ([4]. 132-158). Kyvm Riemann stotoznuje
okraje urcite) plochy, Weber stotoznuje vSetky objekty, Ktoré davaju rovnaky zvysok
pri deleni i1dealom. Oba su to konstitutivne akty, Ktoré umoznuju vvtvorit nove
objekty, Ktorych existencia bola predtym znemoznena uzkym pojatim jazvka. Pritom
Weberov posun je imponujucit. Ked za rieSenie rovnic prijmeme abstrakine objeki
vytvorene v procese faktorizacie (teda ked prejdeme ku Konstitutivne) forme jazyvka).

S
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stava sa kazdy polyném riesitelnym. Pomocou faktorizacie vieme vytvorit abstraktny
objekt, ktory je korelom prisludného polynému, nezavisle od toho, ktor¢ho stupna jc
polynom. Preto vo Weberovom pojati si v3etky polynémy rieditelne. Jeho
kon3trukcia je pritom uplne univerzalna. Nie je to 3pecidlny trik fungujici za urcitych
zvlaStnych podmienok, pre niektoré Specidlne pripady. Je to univerzalna metoda,
ktora funguje vzdy, pre vietky rovnice l'ubovol'ného stupiia a jednotnym sposobom.

4. Konceptualna forma jazyka: axiomatické vymedzenie algebraickych
Struktur (od Webera po Noetherovi). Vo svojej ucebnici algebry [8] prinasa
Weber novi definiciu pojmu grupy. Je to prvd definicia, ktora zahrna grupy
s kone¢nym aj s nekone¢nym poctom prvkov. Pred Weberom skumali matematici len
kone¢né grupy. Tie mozno charakterizovat zakonom o Kkrateni (t.). poziadavkou, aby
zo vztahu a.x = b.x vyplyvalo a = b). V nekone¢nom pripade je tato definicia
nepouzitelna a Weber ju preto nahradil poziadavkou existencie inverzného prvku ().
poziadavkou, aby ku kazdému x existoval prvok x' taky, ze xax' = 1) Tato
poZiadavka sa pouZiva v definicui grupy podnes. Weberovym motivom na rozSirenie
pojmu grupy aj na nekonecny pripad bolo to, ze pojem grupy pouzil ako vychodisko
pri definicn pola: ,Z grupy vznikne pole, ked su v nej moiné dva sposob)
kompozicie, z ktorych prvy sa nazyva scitanim, druhy nasobenim™. Weber bol tak
jednym z prvych matematikov, ktor1 za¢ali vidiet pole tak, ako ho vidime dnes, ako
grupu, do ktorej je zavedena dodato¢na operacia nasobenia, teda vlastne ako spojenie
dvoch grip. Tym v8ak zasadne meni vztah, ktory existoval medzi pojmom pola
a pojmom grupy v ramci integrativne) a konsututivne) formy jazyka V predoslych
Stadiach bolo pole svetom a grupa bola Strukturou symetrii tohto sveta, pojem pola
bol teda prvotny a pojem grupy bol odvodeny. Povedan¢ s Kantom, pojem pola bol
predpokladom moznosti poymu grupy. Weber stiera tento rozdiel Z hladiska nove).
konceptualne) formy jazyka su vSetky pojymy epistemologicky rovnocenne Poymy su
abstraktné entity, definované suborom axiom. Jediné, ¢o je pri konceptualne) torme
jazyka dolezité, je logicka zavislost medzi definiciami. A Ked'Ze definicia pola
predpoklada pojem grupy, lebo kazd¢ pole obsahuje aditivnu grupu, je 7z hladiska
konceptudlnej formy pojem grupy logicky prvotny.

Zisk, ktory prinasa Weberov prechod ku konceptudlne) forme jazyka, ¢
nespochybnitelny. Explicitnym formulovanim v3etkych podmienok v definiciach
zakladnych pojymov algebry sa otvara mozZnost' jednotlivé podmienky postupne
zoslabovat' a dospiet’ tak k réznym zov3eobecneniam. Napriklad z pojmu grupy
moZno vytvorit pojem grupoidu a pologrupy, pojmy, ktoré boli v predo3lych stadiach
vyvinu algebry bud’ uplne nemysliteI'né, alebo asport omnoho t'az$ie pristupné. Ked’
ich v3ak nebudeme zavadzat' zdola, zovieobecnenim prikladov, ale zavedieme ich
zhora, obmiefianim podmienok v definicii poyjmu grupy, ziskame k nim l'ah3i pristup.
Teda podobne ako konstitutivna forma jazyka prindSa prelom do uplne nového sveta
objektov, prinasa jeho konceptudlna forma prelom do dplne nového sveta pojmov.
Jazyk tak prebera na seba d’'al3iu Glohu, alohu vytvarat’ pojmy. V predoslych stadiach
vyvinu matematiky sa pouzZivali len ,prirodzené* pojmy, podobne, ako pred
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konStuitutivnou formou jazyka sa skiamali len ,,prirodzene® konS3tituované objekty.
Boli to poymy, ktoré prirodzene vyvstali v priebehu matematickych badani. Naprot
tomu konceptudlna forma jazyka zaCina skimat pojmy nezavisle od akéhokol'vek
prirodzeného kontextu, skima pojmy systematicky, obmienanim definicii uz
existujucich poymov. Tento vyvin opdt nie je Specificky len pre algebru a jeho
paralela sa objavuje aj v topolégii, kde sa potom, ako bol pojem topologického
priestoru axiomaticky definovany, rodi celd plejada réznych typov priestorov — T,
T,, Ts, T3, Ty, z ktorych viaceré dovtedy nikoho nenapadlo skiimat’. Teda obmienanie
podmienok v definiciach zakladnych pojmov sa neviaze len na algebru. Je to
vieobecny rys konceptudlne) formy jazyka. Konceptudlna forma jazyka poskytuje
slobodu v tvorbe pojmov, aka bola prv nepredstavitel'na.

5. Zhrnutie vyvinu algebry. Vo vyvine algebry sa nam podarilo rozlidit
Stadia, ktoré sa liSia v tom, ¢o na nich znamena riesit’ algebraicka rovnicu. Riesit
rovnicu v jednothivych vyvinovych Stadiach algebry znamena:

a) Najst regulu, teda pravidlo zapisané vetami prirodzeného jazyka, ktoré umoznuje
vypoditat’ koren rovnice.

b) Najst formulu, teda vyraz symbolického jazyka, ktory umoznuje vyjadrit’ koren
rovnice pomocou je] koeficientov, Styroch ciselnvch operacii a odmocnovania.
Pritom jednotlivé znaky vo formule koreSponduju s krokmi vvpocltu, takze
formula je zapisom reguly.

¢) Najst rozklad formy, teda polynom vyjadrujici rovnicu v kanonickom tvare
rozlozit’ na suc¢in linearnych ¢lenov. Pritom kazdy ¢len tohto rozkladu obsahuje
formulu vyjadrujacu jeden koren, takze rozklad vlastne dava tolko formul.
kol'kého stupna je rovnica. Preto riedit rovnicu znamena najst vietkyv korene. teda
pre rovnicu n-tého stupna najst vietkych n rieSeni.

d) Najst rezolventu, teda dany problém previest’ pomocou vhodne) substutacie na
pomocnu ulohu nizsieho stupna. Pritom Ked' vvrieSime pomocnu rovnicu. spdtnou
substituciou dostavame rieSenie povodného problému. Okrem rnieSeni danej
rovnice viak dostavame aj ¢isla s nimi asociované. Teda v pripade rovnice n-teho
stupria dostaneme vo v3eobecnosti n! velicin.

e) Najst' rozkladové pole, teda postupne zostrojit’ pole Q(a,,... «,) obsahujlce
vietky korene rovnice. Pritom jednotlivé kroky konstrukcie priamo koreSponduju
s prisluSnymi rezolventami.

f) Najst' faktorizaciu grupy symetrii pola Q(a,,... o), teda grupu symetrii
rozlozit’ na systém blokov. Pritom faktorizacia grupy koreSponduje s rozkladom
pola na jednotlivé rozdirenia, a tak zo znalosti faktorizacie grupy mozno
usudzovat na kon3trukciu prisludného pola.

g) Vytvorit' faktorizaciu okruhu Qx| podla idealu (g(x)), teda najst triedy
rozkladu okruhu polynémov podla 1dedlu prisluchajuceho danému polynomu.
Jedna z tried je hl'adanym rieSenim rovnice, a tak mame univerzalny postup na
rieSenie 'ubovol'ne) algebraicke) rovnice.
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6. Porovnanie vyvinu algebry s vyvinom geometrie. Doteraz sme sa
pohybovali na pomerne bezpecnej pdde historickych rekonstrukcii. Na zaver state by
sme v3ak radi predlozili na diskusiu niekol’ko myslienok vseobecne)Sieho
epistemologického charakteru. Ich cielom je podat jednotny vyklad epistemo
logickych zmien, ktor¢ sa odohrali v dejinach geometrie a algebry. Preto sa ustlujeme
vo vyvine algebry a geometrie ndjst’ ur¢iti spolo¢ni schému. Citatelovi, ktorého
zaujimaju predovietkym dejiny tychto disciplin, sa moéze zdat hladanie takejto
schémy neprirodzené a nad vyklad mu moéze pripadat’ ako nasilna snaha vsetko
vtesnat do jediného vzorca. Ale to je neporozumenie zameru, ktory sledujeme
Nemame ziadnu vopred dani schému a ni¢ do nicoho nevtesnavame. Prave naopak.
dejiny geometrie a algebry su pre nas matertalom, analyzou Ktor¢ho sa cheeme
dopracovat’ k hlb3e) epistemologicke) rovine, ktora presahuje vyvin jednothivych
disciplin. Schémy, ktoré pouzivame, sluzia i1ba na prehladnejsiec usporiadanic
historick€ého materialu a na zvyraznenie zakladnych epistemologickych Specitik toho
ktorého obdobia. Su to teda 1ba nalepky, Kktoré¢ maju pomoct orientovat sa
nesmierne zlozitom materiali. Hlavnym cielom naSho uasilia je opisat zakladne
epistemologické zmeny, ku ktorym doslo v dejinach matematiky.

6. 1. Niekol'’ko doplneni schémy vyvinu formy jazvka. Viyklad dejpm
algebry ukazal, ze metody formalne) epistemologie nie su viazanc na jazvk
geometrie, kde boli povodne objavene, ale ze ich mozno pouzit' a) na analvzu vvvinu
symbolickych jazykov. Napriek tomu, ze celkovy vyvin jazyvka algebry sa v hrubyvch
rysoch zhodoval s vyvinom jazyka geometrie, Ktory sme zhrnuli do tabul'ky v ([4]
145), vyskytli sa a) odhidnosti, Ktoré si1 zasluhuju pozornost. Analyza vyvvinu algebn
tak prinaSa moznost upresnenia nasej koncepcie.

Asi najdolezite)Sim prinosom epistemologicke) rekonstrukcie vyvinu algebn
je objav koordinativnej a kompozitivne) formy jazyka \ depmach peometnie
tieto formy viazu na dielo Giovanniho Saccheritho (1667-1733), respektive Johann.
Lamberta (1728-1777). Kedze sa vo vyvine neecuklidovske) geometrie zasadny
prelom podaril az o generaciu neskor Gaussovi, Bolyaimu a Lobalevskemu, pr
vyklade dejin geometrie sme sa obmedzili na analyzu Lobacevského diela, kym
Saccheritho a Lamberta sme vynechali. Dejiny algebry nas tak upozornili na to, zc¢
rekonstrukciu vyvinu geometrie budeme musiet’ doplnit’ o vyklad diela Sacchertho o
Lamberta.

Dal&ia zmena spociva v tom, Zze medzi konstitutivnu a lingvisticku formu sa
ukazuje ako vhodné vlozit konceptualnu formu jazyka. V dejiniach geometrie sme
konceptualnu formu vynechali, lebo sme Hilbertove Zdklady geometrie, Ktoré su
prikladom konceptudlnej formy, zaradili do lingvisticke) formy. Lingvisticku formu
charakterizuje nastup teorie mnozin a Hilbert pouziva termin mnozina. Pri spitnom
pohlade sa v3ak ukazuje, ze Hilbert nepouziva pojem mnoziny v jeho plne
epistemologicke) sile (transfinitnd indukcia, axiéoma vyberu ...), ale pouziva iba
termin mnoZiny na oznacenie suborov bodov, priamok a rovin v priestore. Preto
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Zdklady geometrie je vhodnej$ie zahrnut do konceptualnej formy. V algebre je
rozdiel medz1 konceptudlnou a lingvistickou formou jasnejsi, lebo Weber
(predstavitel’ konceptualne) formy) patri edte do predmnozinove] matematiky.

Navrhujeme tiez zmenit’ nazov lingvistickej formy jazyka. Ako sme uviedli,
je to forma jazyka, ktora sa viaze k teorii mnozin ([4], 142-145). Oznacili sme ju
terminom lingvisticka forma, lebo pre formu jazyka teorie mnozin je charakteristické
vytvorit urCity objekt (t.). mnozinu {x; ¢(x)}) pre kazdu spravne utvorenu formulu
p(x). Teda akoby v tedérit mnozin dochadzalo k aktualizacii celého jazyka, akoby sa
objcktom stalo vSetko, ¢o mozno prostriedkami jazyka opisat. Uvedomujeme s1 vsak,
ze slovné spojenie lingvisticka forma jazyka nie je najStastnejsie. Preto navrhujeme v
spojeni ,aktualizacia celého jazyka®™ preniest doraz z jazyka na aktualizaciu, teda
formu jazyka prislichajicu klasicke) teérii mnozin nazvat aktualizujicou formou
jazyka. Oproti konceptualne) forme je tu zasadny rozdiel v tom, ze ked' konceptualna
forma uchopuje urcity celok, tento je konstituovany vzdy urCitym pojmom. Naproti
tomu ked’ teoria mnozin aktualizuje urcity celok. t.). ked' urcity subor uchopuje ako
jeden objekt, tento celok je konstituovany iba samotnym aktom. Prvky urcite;
mnoziny nemusi spajat ziadny spolo¢ny pojem.

Poslednym doplnenim vyvinu formy jazyka je zavedenie novej formy, Ktord
2z epistemologického  hladiska  zjednocuje neStandardné  modely  aritmetiky.
neStandardni  analyzu a alternativnu teoriu mnozin. Navrhujeme nazvat ju
alternujucou formou jazyka. Je) zaklad spociva v tom. ze namiesto intendovane)
interpretacie jazyka, ktorej aktualizaciu prinasa predosla forma, dochdadza kK zmene
lejto interpretacie a jazyk sa chape na pozadi alternativne) interpretacie. Tato forma
JjazyKa vsak uz presahuje obsah naSej state a uvadzame ju 1iba kvoli uplnosti. Je)
vyznam sa prejavuje pri dokaze roznych tvrdeni z metamatky.

6. 2. Zjednotenie vyvinu formy jazvka v geometrii a algebre. Dolezitvm
aspektom vo vyvine geometrie, Ktory v algebre nema obdobu, je pravidelné striedanie
implicitne) a exphicitne) formy jazyka. Kyvm v geometrn kazda forma existuje len
tychto dvoch podobach ([4], 108-149), v algebre je situacia nepomerne zlozitejdia.
Ked sa pozrieme na vyvin algebraickej symboliky, vidime, Zze je to pomalyv proces.
tiahnuct sa od Regiomontana po Descarta. Skor ako o zabudovani implicitne) formy
jazyka do jazyka, ako je to v geometrii, tu mozno hovorit' o procese postupného
zvecnovania jazyka. Ked si1 uvedomime, Ze svet geometrie je dany v odkrvtosti
zraku, kym svet algebry sa rodi zvecnovanim motorickych schém, je tento rozdiel
prirodzeny. Zraku je totiz svet odkryty v jeho celistvosti, a preto zmena odkrytost
musi mat povahu zmeny gedtaltu. Naproti tomu svet algebrv je nam danv vzdy len
fragmentarne, pozname len tie jeho ,miesta”, Ktor¢ sme si ,,ohmatali”, pozname len
tie ..chodby™, ktorymi sme ,,preShi*. Objavovanie nove) formy jazyka tu prebicha
postupne, a tak nema a an1 nemoze mat povahu zmeny gestaltu.

Kontrast sveta odkryt¢cho zraku a sveta konStutuovaného zvecnenim
motorickych schém umoznuje objasnit’ aj dalSiu zvlastnost algebraickvch textov.
Ked' sa pozrieme na Cardanovu knihu Ars Magna [1]. vidime. Zze vedla seba stoja
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fragmenty patriace do réznych foriem jazyka. Cardano uvadza regulu na rieSenic
rovnice treticho stupna, ¢o spadd do perspektivisticke) formy jazyka. Pri je
odvodzovani v3ak pouziva substiticie a upravy, ktoré su typické pre projektivnu
formu. A navy$e pri svojich vyskumoch narazil na odmocninu zo zaporného cisla, ¢o
je zarodok nasledujicej formy jazyka. Teda akoby v algebraickom texte vedla seba
spocivall fragmenty patriace k r6znym formam. Z hladiska motoriky je to prirodzené,
lebo ked' pozname urcitu cestu, po ktorej bezpetne ddjdeme z jedného miesta na
druhé, méZzeme ju pouzivat aj potom, ako vedla nej vyrastla siet’ novych,
modernejSich dial'nic. Naproti tomu v geometrii je koexistencia vyrazov patriacich k
roznym formam jazyka nemyslitel'na. Nie je mozné najst’ obrazok, ktoré¢ho jedna cast
by bola euklidovska a ina by bola neeuklidovska. Ked’ forma jazyka fixuje odkrytost
sveta, odkryty je svet ako celok a v3etky jeho ¢asti musia zapadat do novej formy.

Tento rozdiel je doélezity pre koncepciu formalne) epistemologie. Ukazuje,
ze implicitna a explicitna podoba urcitej formy jazyka su len je) dve tormulicie
Zhodou okolnosti v geometrni existuju len tieto dve a striedaju sa so striktnou
pravidelnostou. To nas zviedlo k predpokladu, ze dynamika striedanma explicitne)
a implicitne) formy jazyka tvori jadro objektacii. V algebre v3ak existuje kazda torma
jazyka vo viacerych podobach, tvoriacich viac-mene) spojity  prechod od
fragmentarne) cez implicitni az k explicitne) podobe. Navy3Se, a) po prechode
k explicitne) podobe urcite) formy jazyka v nej moézu pretrvavat rozne fragmenty
predoslych foriem. Preto sa zda, ze striedanie implicitne) a explicitne) formy uréit¢ho
jazyka sa netyka objektacii, ale je to iba striedanie réznych tormulacu. Polanita
implicitne) a explicitne) podoby tformy jazyka tak zaklada dynamiku re-tormulaci vo
Vyvine geometrie.

Preto sa zda byt ucelné pojat pojem formy jazyka SirSie a zahrnut' donho
ako implicitnu, tak aj explicitnu podobu urcite) formy. Teda explicitnu a implicitnu
podobu nebudeme uz d’alej povaZzovat’ za rozne formy jazvka. ale jednoducho 70
dve formulacie jedne) formy. Ked sa pri vyklade dejin algebry jasne ukazalo, Z¢
striedanie 1mplicitne) a explicitne) podoby formy jazyka sa nctyhka objektac
vyvstava otazka, ¢o zaklada dynamiku objektacti. Skor, ako sa pokusime zodpovedat
tuto otazku, zhriime si doterajsie poznatky do prehl'adného diagramu. V diagrame sa
otvara dynamika nového druhu, dynamika, ktora bola v dejinach geometrie prekryta
striedanim 1mplicitnej a explicitnej podoby urcite) formy jazyka. Ked abstrahujeme
od tychto re-formulécii, vidime, Ze v hre je tu napitie medzi singularnou a pluralnou
formou subjektivity. Tak perspektiva objavila hl'adisko, z ktorého reprezentuje svet,
kym projektivna forma prinaa pluralitu hl'adisk a pomocou premietania opisuje
prechody medzi nimi. Podobne interpretativna forma priniesla pevny interpretativny
ramec, kym integrativha forma prina$a pluralitu interpretacii a snazi sa rozne
interpretacie zjednotit’ do celku.
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PERSPEKTIVISTICKA
FORMA
KOORDINATIVNA
FORMA

KOMPOZITIVNA
FORMA

PROJEKTIVNA
FORMA
INTERPRETATIVNA
FORM A

INTEGRATIVNA
FORM A

KONSTITUTIVNA
FORMA

KONCEPTUALNA
FORMA

AKTUALIZUJUCA
FORMA

ALTERNUJUCA
FORMA

6. 3. Zmeny formy jazyka a vyvin subjektivity. Na zaver naSich analyz sa
pokusime z jednotného hl'adiska vylozit rekonstrukciu dejin algebry, dejin geometrie
([4], 108-149) a urCitych aspektov dejin maliarstva [5]. Geometria predstavuje
oblast, kde sme objavili pojem formy jazyka. Pri1 prenose nasho aparatu do oblasti
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algebry [6] sme sa opierali o ur¢ité epistemologické paralely medzi tymito dvoma
oblastami matematiky. Napriklad Weberova faktorizacia okruhu polynomov podla
ur¢iteho idealu je z epistemologického hladiska pribuznda s Riemannovou ideou
rezania a lepenia ploch v geometrii. Formu jazyka spolo¢nu tymto dvom teoriam
mozno oznacit terminom konstitutivna forma, lebo v oboch pripadoch jazyk preberd
ulohu konstituovat objekty teorie. Pri prechode od geometrie k maharstvu sa paralela
zakladala na podobnostiach v tvorbe reprezenticie skutoCnosti. Napriklad
reprezentacia objektov pomocou simplicialnych komplexov v kombimatoricke)
topolégii v mnohom pripomina kubisticky rozklad objektu na elementirne formy
Samozrejme, paralela tu uz nie je tak pevna ako medzi algebrou a gecometriou, ktor¢
st obe matematické tedrie a kde ¢asto ten isty matematik tvorivo pracoval v oboch
(Euler, Gauss, Hilbert ...). Ale na druhej strane nemozno popierat’, z¢ existuje urcita
pribuznost’ v spdsobe, ako kubizmus a algebraicka topologia vvtvaraju svoje objeki
Tak sa vd'aka geometrickému medzi¢lanku kubizmus dostal do vztahu a) s algebrou
Ale kym v jednotlivvch oblastiach, uvazovanych samostatne, j¢ vyvin formy jazvka
pomerne jasny, Ked takto postavime do paralely dejiny algebry, gecometrie
a maharstva, vyndra sa otazka, ¢o zjednocuje tieto vyvinové procesy. Domnievame
sa, ze tym spolo¢nym zakladom. Ktory viac-mene) prirodzene zjednocuje vyvinosve
linte spomenutych troch oblasti, je vyvin epistemick¢ho subjektu

Akoby lavy stlpec nadej schémy predstavoval okamihy zrodu noveho druhu
subjektivity, zrodu nove) skusenosti seba. Naproti tomu formyv jazvka stojace
v pravom StipCi vnasaju do tejto skuscnost seba plurahitu, prinasaju skasenost’
ineho. Perspektiva vyjadruje to, ako ja vidim svet. pomocou projektivne) forms
mozem pochopit, ako vidi svet iny. Koordinativna forma vyjadruje to, ako ja vnasan
poriadok do svoje) skusenosti, kym kompozitivna forma umoznuje zladit alternativne
poriadky invch. Interpretativna forma vyjadruje to, ako ja rozumiem svojey
skusenosti, ntegrativna forma mi  poskyvtuje moznost porozumiet’  skusenost:
druhého. Konstitutivna forma vyjadruje to, ako ja kondtituujem seba, konceptualna
forma mi odkryva moznost porozumiet sebakonsutucn meho  Teda dyvnamik
v ravine objektacii je dynamikou stretania sa so scbou a stretania sa s inym

Pritom uvedeny diagram ukazuje, Ze cesta k sebe vedie cez in¢ho. Na to. aby
som sa mohol so sebou stretnut’ v koordinativnej rovine ako s nositel'om poriadku
sveta a odkryt svoju neodnatel'nu slobodu subjektu (¢o je asi jadrom kartezianskeho
zmocnenia sa seba), musim sa napred stretnat’ s inym v ramci projektivne] formy.
naucit’ sa vidiet svet o¢ami druhého, a tym sa oslobodit od egocentricke) perspektivy.
Podobne na to, aby som sa mohol so sebou stretnat’ v interpretativnej rovine ako s
nositelom hodnét a hodnotove] interpretacie skuto¢nosti (¢o je asi jadrom
romantického precitenia seba), musim sa napred stretnut s inym v ramci
kompozitivnej formy a naucit sa tolerancii alternativnych poriadkov. Podobne na to.
aby som sa mohol stretnut’ so sebou v konstitutivnej rovine, ako s nositel'om svoje)
existencie (Co je asi jadro existencidlnej odcudzenosti seba), musim sa napred
stretnut’ s Inym v integrativne] rovine, musim pochopit’ zakladnu ekvivalentnost
vietkych interpretacii sveta. Az ked” sa oslobodim od pocitu samozrejmost
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(prirodzenosti, spravnosti ...) svojej interpretacie sveta a nau¢im sa integrovat
zivotnu skusenost druhého do spolo¢ného l'udského udelu, az potom sa mozem
stretnut’ so sebou ako s existenciou.

Bez stretnutia s inym ¢loveku hrozi uviaznutie na povrchu seba, uviaznutie
vo vrchnych vrstvach vlastnej subjektivity. Ale plati to aj naopak. Kazdému stretnutiu
s inym musi predchadzat’ stretnutie so sebou. Na to, aby som sa mohol stretnat’ s
inym v projektivne) rovine ako s nositel'om alternativneho pohl'adu na svet a odkryt
tak pluralitu vizii sveta (o je asi jadrom manieristickej fascindcie inym), musim sa
napred stretnat’ so sebou v ramci perspektivisticke] formy a naucit’ sa vidiet’ svet z
pevného hladiska. Podobne na to, aby som sa mohol stretntt’ s inym v kompozitivne]
rovine ako so zastancom alternativneho poriadku sveta (Co je asi jadrom osvietenskej
tolerancie iného), musim sa napred stretnut’ so sebou v ramci koordinativne) formy a
naucit sa podriadit’ svet pevnému poriadku. Podobne na to, aby som sa mohol
stretnat’ s iInym v integrativne) rovine ako s nositel'om alternativnych hodnot (Co je asi
jadro pozitivistickeho skumania iného), musim sa napred stretnut so sebou v
interpretativne) rovine ako s nositel'om hodnotove) interpretacie skuto¢nosti.

Tato dynamika prenikania do stale hlbsich vrstiev subjektuvity je zdkladom
ako dejin geometrie ¢1 algebry, tak aj velke) Casti zapadne) civilizacie. V tomto
zmysle su dejiny algebry sucCastou vseobecne] ludske) skusenosti, podobne ako
dejiny hiteratury ¢1 maliarstva, a ich stidiom moézeme odhalit mnoho nového o nas
samotnych. Teoria vyvinu epistemického subjektu tak vrha nové svetlo na diskusie
ohladom smrti subjektu. Tabulka ukazuje, ze len v dejinach algebry od al-
Chwarizmiho po Noetherovu sa vyskytlo osem roznych druhov subjektivity. Hrob
subjektu je teda masovym hrobom. Preto hlasatelia tézy. ze subjekt je mrivy. by
svoju tézu mali prinaymensom prelozit do pluralu.

7. Zaverecné poznamky. Na zaver state eSte pripojime niekol’ko poznamok
o vztahu nadich analyz k logike, normativne) epistemologii a dialektike.

7. 1. Vyvin algebry a otazka vyvinu pojmov. Sedem Stadir (Stadia a az 1.
uvedené v piate) Casti state) predstavuje podl'a naSho nazoru sedem 3tadii vo vyvine
pojmu rieSit’ algebraicki rovnicu®. Na jednej strane su tieto $tadia dostatoéne
odliSené€, takze ich sotva mozno povazovat za rozne explikacie toho i1stého pojmu.
Kazdému S3tadiu totiz zodpovedaju Specifické ¢innosti, na zaklade ktorych mozno
prislusné Stadium odlidit’ od ostatnych. Rozkladat” grupu symetrii je ¢osi zasadne iné
nez konStruovat pole ¢1 hl'adat’ rezolventu. Ale na druhej strane je tiez zrejmé, Ze ide
stale o ten isty pojem, lebo ak je rieSenie urcitej rovnice zname v zmysle niektore)
z urovni, mozno ho prelozit do tvaru zodpovedajuceho neskordiemu S$tadiu.
Neskorsie Stadium preto zahria predoslé Stadia ako 3pecialny pripad. Aj ked’ je teda
hl'adanie rezolventy c¢osi zasadne 1né ako rozkladanie grup symetrii, akonahle
pozname rezolventu, vieme s1 zostrojit’ prislusné pole, najst jeho grupu symetrii
a sledujuc substituciu veducu k rezolvente, vieme najst bloky, na ktoré sa rozpada
prisluSna grupa. Preto prislusné Stadia predstavuju §gadia vyvinu jedného pojymu.
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Kazdé vyssie Stadium je bez predoSlych Stadii nemysliteI'né. Bez pojmu rezolventy je
nemyslite'na kon3trukcia rozkladového pola, bez rozkladového pola je nemyslitel'na
grupa jeho symetrii. Kazdé vysSie Stadium predpoklada predoslé Stadia, lebo sa z nich
vyvinulo v procese abstrakcie.

7. 2. Vyvin algebry a otiazka normativnosti epistemologie. Osem foriem jazyka
algebry, ktoré sme opisali, ukazuje bohatstvo epistemologickych zmien, ku Ktorym
doslo v algebre. Standardne sa v epistemoldgii analyzuje iba korespondencna
a koheren¢na tedria pravdy. KoreSpondenc¢na teoria  pravdy  zodpoveda
perspektivisticke] forme jazyka, koherencna tedria zas jeho konstitutivne) forme. Ale
okrem tychto, vo filozofii ¢asto diskutovanych pozicii sa podarilo opisat’ eSte aspon
Sest’ d'alSich, ktoré si epistemologia zatial nevSimla. Je mozné, Zze mnohé¢ problémy
Lnormativne)” epistemologie su dosledkom i1gnorovania foriem jazyka, kKtor¢ sme
opisali vy3sie. Vzt'ah dvoch po sebe 1dacich foriem je z epistemologickeho hladiska
Fahko rekonStruovatel'ny. Ked sa v3ak vynecha Sest toriem, v epistemicke) Strukture
poznania vznikaju medzery, na premostenie Ktorych sa musia vymyslat rozne
duchaplné konS$trukcie. Preto opis vyvinu formy jazyka povazujeme za vychodisko
akejkol'vek vazne)3ie myslene) epistemologie.

7. 3. Formalna epistemologia versus dialektika. Diagram znazornujuc
zmeny foriem jazyka, ktory sme uviedli v 3Sieste) ¢asti state, nazyvame bipolarnym
diagramom. Zaklada sa na tom, Ze stavia proti sebe dva aspekty jazyka, Ktore su
v ur¢itom epistemickom napdti. Konkrétne i1de o napatic medzr singularnou
a pluralnou formou subjektivity. Toto napatie vytvara nerovnovahu a opisany vyvin
mozno chapat ako proces postupne) redukcie tejto nerovnovahy  Metoda
rekon3trukcie vyvinu jazyka, Ktoru prindda formalna epistemologia, sit kladie za ciel
nahradit’ vagny a neproduktivny sposob, akym sa vyvin poznania opisuje v roznveh
dialektickych koncepciach. Popmom epistemického napitia chceme nahradit’ pojem
protire¢enia. Sme presvedCeni, ze pluralna a singularna forma subjektivin
neprotire¢ia a opisovat’ vyvin poznania pomocou logickych kKategori ako protiredenic
¢1 negécia je scestné. Epistemicke napdtie vytvdra v poznant urCiu neroviovdliu d
vyvin poznania ma za ciel tato nerovnovahu redukovat. Pritom v kazdom
konkrétnom Stadiu existuje prevaha jedného pélu (singularne) alebo plurialne) formy
subjektu) nad druhym, a tak sa dynamika sustred’'uje na rozvoj menej rozvinutého
p6lu. Ako vysledok vznika nova forma subjektivity, ktora ma v3ak opat epistemicky
presah nad predo3lou formou, a tak vyvin nikdy nekonc¢i. Sme presvedceni, ze nade
rekonstrukcie vyvinu geometrie, algebry a mahiarstva ukazuju, ze vyvin poznania je¢
nesmierne zloZity a re¢i o protire¢eniach nijako nepomahaju pri jeho pochopeni
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