
F ILOZOF IA  

Roč .  56 ,  2 0 0 1 ,  č.  5 

EPISTEMOLOGICKE ASPEKTY DEJÍN MODERNEJ 
ALGEBRY 

LAD ISLAV  KVASZ ,  Ka ted ra  h uman i s t i k y  FMF I UK ,  Bra t i s l ava  

KVASZ ,  L.:   Ep i s t emo log i ca l  Aspec t s  o f  t h e  H i s to ry  o f  Mo d e r n  A lgeb r a  
F ILOZOFIA  56 ,  2 0 0 1 ,  N o  5 ,  p .  3 0 9  

T h e  a im  o f  t h e  p a p e r  is  to  r econs t ruc t  t h e  ep i s t emo log i ca l  s h i f t s  in  t he  d ev e l opmen t  o f  
a lgeb ra i c   t hough t  du r i ng   t he  pe r i od   r e a ch i ng  f r om  Lag r a ng e  t o  Noe the r .  W e  be l i eve  
that ,   f irst ,   it  i l lus t ra tes  t h e  u s e f u l n e s s  o f  W i t t g en s t e i n ' s  c onc ep t  o f  pictorial  form  (we  
p r e f e r  to  call  it form  of  language),  b e c a u s e  t he  evo lu t i on  o f  a l g eb r a  can  mo s t  c lear ly  b e  
de s c r i b ed  a s  t h e  d ev e l opmen t  o f   f o rm  of   l anguage .   Second ly ,  o u r  ana ly s i s  o f f e r s  a n  
e x amp l e   o f   the  development  of  a  concept  ("to  solve  an  algebraic  equation"),  t hu s  
b r i ng ing  n e w  mate r i a l   f o r  t he  d i s cu s s i on  o f  t h e  n a t u r e  o f  concep tua l  c h ang e .  Final ly ,  
t he  d eve l opmen t  o f  a l geb ra  s h ow s   a  r e s emb l a n c e  w i t h  t h e  evolution  of  subjectivity  in 
wes t e rn  cu l tu re .  T h e  d e v e l o pmen t  o f  a l g eb r a  c a n   in  th i s  m a n n e r  b e  s een   in  a  b roade r  
evo lu t i ona ry  con t ex t .  

Mode r n á   a lgebra   s a   dos ta l a   d o   p ov edom i a   š i r še j   vere jnos t i   vďaka  
v 

f r ancúzskemu   š t ruktura l izmu.   J .   P iage t   v  kn ihe   Štrukturalizmus  p íše :   ,Akékoľvek  
úsilie  podať  kritický  výklad  štrukturalizmu  bez  toho,  že  by  sme  začali  rozborom 
matematických  štruktúr,  je  vopred  odsúdené  na  neúspech...  Dnešnú  hlava  sociálnej 
a  kultúrnej  antropológie  LéviStrauss  vyvodil  svoje  štrukturálne  modely  priamo  zo 
všeobecnej  algebry([7],  23 ) .   N i e  j e   však   b e z   zau j ímavos t i ,   ž e   hned*  z a   t ýmto  
c i t á tom nas l edu jú  s lová :   „Zdá  sa  nesporné,  že  najstaršou  známou  štruktúrou,  ktorá 
bola  ako  taká  aj  skúmaná,  bola  ,,grupa",  ktorú  objavil  Galois  a  ktorá  krok  zci 
krokom  ovládla  matematiku  19.  storočia."  P iage t   sa  tu  dopú š ť a  nepresnos t i .   Prvou  
skúmanou   a lgebra ickou   š t ruktúrou  nebo la   g rupa ,   a le   pole . 1   T á t o   nep re snosť   b> 
nestá la  z a   reč,   keby  bo l a   iba n áhodným   Piagetovýrn omy l om .  Bohuž i a ľ .  Piaget   iba 
o p aku j e  názor ,  k torý  d n e s  p r ev l áda  v ma t ema t i cke j  komun i t e  a  v p o z a d í  k t o r ého  s to j í  
nepochopen i e   de j ín   a lgebry .   C i e ľ om   p r edk l adane j   s ta te   j e   p o d a ť   rekonš t rukc iu  
vývinu  mode r n e j  a lgebry   a  o z r e jm i ť  ep i s t emolog ický  v ý z n am  p o jm u  g rupy ,  k to rý  j e  
b ezo spo ru  j e d n ým   z  na j významne j š í ch  p o jm o v  mode r n e j  ma t ema t iky .   S tať   vo ľne  
n adväzu j e  n a  č l ánok  Epistemologické  aspekty  dejín  klasickej  algebry,  v  k t o rom  sme  
s ledoval i  vývin a lgebry  o d  a l Chwár i zmĺho  p o  Lagranga .  M o ž n o  j u  v šak  č í tať  a j  s a 
mos ta tne ,   l ebo  j e  o d  p r edoš l ého  č l ánku  nezáv is lá .   V  p r edo š l om  č lánku  sme  ukázal i ,  
a k o  doš lo  k  sp redmetnen iu  j a z y k a  a lgebry ,  k e ď  z  o dmocňovan i a  vznik la  odmocn ina ,  
z o   sčí tania   súčet ,   a ž   s a   nakon iec   z rodi l   symbo l i cký   j a z y k ,   ktorý  umožn i l   n á j s ť  

1 De f i n í c i e  a p r í k l ady  p o jm o v  p o l e  a g r u p a  n á j d e  č i t a t e ľ  v ď a l š om  texte .  
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r iešenie  rovn íc  t re t i eho   a  š tv r t ého  s tupňa .  Ma tema t i c i  s a   však  má r n e  pokúša l i  n á j s ť  
r iešenie   a j   p r e   rovn ice   p i a t eho   s tupňa .   Nap r i e k   in t enz ívnemu  úsil iu  s a   n i komu  
nepodar i lo   t ie to   rovn ice   vyriešiť .   Po rozumen i e   p r í č i nám  t oh t o   neúspechu   bo l o  
h l avným t r i umfom mode r n e j  a lgebry .  

1. Interpretatívna forma2  jazyka:  algebra ako  teória oborov veličín (od 
Lag r anga  p o  Gaus sa ) .  H l a v ným  p r í no som  in te rpre ta t ívne j  f o rmy  j a z yk a   v  a lgebře  
bo l o   pr i ja t ie   o dmocn í n   z o   z ápo rných   čísel   p o d   n á z v om   komp l exné   č ís la   medz i  
š t andardné  ma t ema t i cké  vel ič iny.  Pr i ja t ie  komp l exných  čísel  j e  s p o j e n é  s o  zvečnen ím  
ďa l š e j   v rs tvy  j a z y k a   a lgebry ,   zvečnen ím ,   k to r é   s a   v šak   odoh r a l o   úp lne   inak  n e ž  
zvečnen ie   s p r evádza júce   z rod   a lgebra i cke j   symbo l iky .   K ým   pri  z rode   symbol iky  
doš lo   k  zvečnen iu   j edno t l i vých   č innost í ,   t e d a   k  nah raden iu   odmocňován i a  
odmocn inou   č i   sč í tania   súč tom,   pri   p r e chode   k  in te rpre ta t ívne j   f o rme  j a z yk a   sa 
n e zvecňu jú   činnost i .   Odmocn i t '   z ápo rné   č í s lo   n ie  j e  možn é ,   p r e to   v las tne   niet  č o  
zvečňovať .   N em ám e   k  dispozíc i i   ž i adny   pe r fo rma t í vny   akt ,   k to rý   by   sm e   mohl i  
prehlás iť  z a  ob jek t .  Odmocn i n a  z o  z ápo rného  čísla   o z n a č u j e  skô r  n emožno s ť  aktu ,  
z lyhan ie   j a zyka .   Proces ,   k to rého   zav ŕ šen ím  j e   konš t rukc ia   mode lu   komp l exne j  
roviny,  s a  p re to  zá sadne  líši o d  zvecňovan i a  č innost í .  

Spoč ia tku   išlo  len  o  p r ekonan i e   nedôve ry   voč i   vý r a zom  ob sahu júc im  
odmocn iny  z o  zápo rných  čísel   a  o  ich p r ipo j en i e  k j a z y k u .  Odmocn i n y  z o  záporných  
čísel  s a  považova l i  z a  zv láš tny  d ruh  výrazov ,   o  k torých   sa  s í ce  n eda l o  povedať ,  č o  
označu jú ,  a le  bo lo  v ce lku  j a s n é ,  a k o  s n imi  t r eba  na rábať .  U ž  perspekt iv is t icka  f o rma  
priniesla   d o  j a z yk a   a lgebry   z ápo rné   čís la ,   t eda   výrazy ,   k to ré   ma j ú   len  nepr iamu 
re fe renc iu   ([6] ,   799) .   Pre to   s a  ma temat i c i   pokúsi l i   a j  k omp l exné   čísla   \ v l o ž i ť  a k o  
výrazy,   ktorých  re fe renc ia  j e  nep r i ama .  T a k ý t o   výklad   komp lexných   čísel  je  v Sak 
odsúdený  n a  neúspech .  Z ápo r n é  č í s lo  s a  totiž, subs t i túc iou  mô ž e  zmen i ť  na  kladne,   a 
mo ž n o  h o  teda  považovať  z a  , ,obraz  ob r a zu  vec i " ;   u  komp l exných  čísel   vsak  t aka to  
z ámena  možn á  n ie  j e .  Komp l exn é  č í s lo  n emôž e  u d áv a ť  ž i adny  poče t   veci .   a  to  ani  
nepr i amo,   lebo  komp lexné   čísla   n emožno   l ineárne   uspor iadať ,   a l ebo ,   povedané  
Eu le rovými  s lovami ,  „nie  sú  ani  menšie,  ani  väčšie  ako  nie*'. J 

Druhý  poku s  o výklad  odmocn ín  z o  z ápo rných  čísel  s a  z ak l ada  na  ni}šl ienkc 
nepr ip i sovať   im  nep r i amy ,   a le   sub jek t ívny   význam .   Desca r t e s   zav iedo l   te rmín 
imaginárne  číslo  n a  označen i e  odmocn ín  z o  z ápo rných  č íse l . 3  V  Geometrii  ([2],  379 )  
píše ,   ž e   v  p r ípade   rovnice ,   k to rá   m á  m á l o   p r avých   (vraies ,   t.j.  k l adných)   a l ebo  
fa lošných   ( f au s s e ,  t.j.  z ápo rných )   ko r eňov ,   si  m ô ž em e   p reds tav iť   (imaginer)  eš te  
ďalš ie ,   imaginárne   ( imaginaires)   korene .   Imag iná rnym  ko r e ňom   nezodpoveda j ú  
ž i adne  sku točné  vel ičiny.  Descar tes  ich z avádza  len p re to ,  a b y  po l ynom  / M é h o  s tupňa  

~ S t r u čný  p r eh ľ ad  j e dno t l i v ý ch  š tád i í  výv i nu  j a z y k a  a l g eb ry  m ô ž e  č i t a t e ľ  n á j s ť  v  z áv e r e  s tate ,  
k d e  s m e  ich  zh rnu l i  d o  p r e h ľ adn e j  t abuľky .  

3  Z  t oh t o  n á zvu  vzn i k l o  o z n a č en i e   i  p r e  vý r a z   y f—T  ,  a  tak  m i e s t o   2  +  3 V  ľ  d n e s  p í š eme  
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mal   p r á v e  n  ko reňov .  Eu l e r  v o  svo j e j  Algebře  z  r o ku   1770  p í š e   o odmocn inách  z o  
z ápo rných   čísel ,  ž e   „nie  sú  ani  väčšie,  ani  menšie  ako  nič;  a  nie  sú  ani  nič,  kvôli 
čomu  ich  musíme  považovať  za  nemožné.  Napriek  tomu  sa  však  predstavujú  nášmu 
rozumu  (Verstand),  a  nachádzajú  miesto  v našej  obrazotvornosti  (Einbildung);  preto 
sa  nazývajú  aj  imaginárne  (eingebildete)  čísla.  Ale  aj  keď  sú  tieto  čísla,  ako 

napríklad  V—4  ,  podľa  svojej  povahy  úplne  nemožné,  máme  o  nich  dostatočný 
pojem,  lebo  vieme,  že  tým  je  naznačené  číslo,  ktoré  násobené  samé  sebou  dá  ako 
výsledok  4;  a  tento  pojem  je  dostačujúci  na  to,  aby  sa  tieto  čísla  podrobili 
pravidlám  počítania  ( [3] ,   6 1 ) . "  P r e  Eu le ra   sú  t e d a  k omp l e xn é  č ís la   vel ič iny,   k to ré  
ex i s tu jú  len  v naše j  imagináci i .  T á t o  sub jek t ívna  in terpre tác ia  komp l exných  čísel  však 
nev ie  ob jasn iť ,  a k o  j e  možné ,  ž e  výpoč ty  p omocou  tých to  neex i s tu júc ich  vel ičín vedú  
k  p l a tným  výs l edkom  o  r eá lnom  svete .  J e  t o  p odobné ,  a k o  k eby  b io lóg   úvahami   o 
ken tauroch  sys temat icky  pr inášal  s tá le  n ov é  pozna tky  o koňoch  a b io lóg ia  by  neustá le  
po tv rdzova la   p r edpovede ,   ku   k to rým  h o  j e h o   úvahy   o  ken tau roch   pr iviedl i .   A k  
komp l exné   č ís la   umožňu j ú   odha l i ť   pozna tky   o  sku točnos t i ,   mus ia   s tou to  
sku točnosťou  n e j a ko  súvis ieť .  P re to  ich sub jek t ívna  in terpre tác ia  j e  neuspoko j ivá .  

Carl   Fr iedr ich   Gau s s   ( 1777 1855 )   vytvori l   r oku   1799  geome t r i cký   mode l  
komp lexných  čísel  v  tva re  roviny.  P rob l ém  s komp l exnými  č ís lami  bol  vyr iešený  nie 

tak ,   ž e   b y   s a   naš la   cesta ,   a k o   pos tupnosťou   subst i túc i í   p r i rad iť   výrazu   V  T  
r e fe renc iu   v  reá lnom  svete .   Mies to   t o ho   do š l o   k  zvečnen iu   vše tkveh   možných  J  J 
výrazov ,   k torým  nev i eme   pr i rad iť   re fe renc iu ,   a  a ž   p r e   t en to   súbo r   všetkých 
imaginárnych   čísel  sa  vytvoril   mode l .   Zák l adná   idea  mode l u   komp lexných   čísel 
spoč íva   teda   v  t om,  ž e   sa  ne snaž íme   in te rpre tovať  j edno t l i v é  komp l exné   čísla,   a le  
zvecn íme   ce lok   sveta   komplexných   čísel .   N e h ľ a d áme   interpretáciu  p r e   j e d n o  
komp l exné   čís lo,   a l e   mode l   p r e   ce lý   ich  obor .   Gau s sova   rov ina  j e   tak   p r v ým  
mod e l om   v  de j inách   matemat iky ,   p o   p rvýkrá t   s a   tu  konš t r uu j e   urč i té   ume l e  
un ive rzum ob jek tov ,  v  k to rom sa  po t om  in te rpre tu je  j a z y k  a k o  ce lok .  G au s s  v  tvorbe  
mode lu   p redb ieha   Be l t r amiho   o  t akmer   7 0   rokov .   Z  ep i s t emického   hľad i ska   su  si 
však  Gau s sov   mode l   komp lexných   čísel  a  Be l t r amiho   mode l   neeuk l idovske j  
geome t r i e  ( [4 j ,   i i 9  1 2 3 )  veľmi  bl ízke.  P r edovše tkým,  v o b o ch  p r í padoch  slúži  mode l  
na  to,  aby  z  určitej  problematickej  teórie  urobil  akceptovateľnú  teóriu.   Pred 
Gau s s om  mal i   komp l exné   č ís la   pochybný   s tatus ,  p o d o bn e  a k o  p r ed   Be l t r amim  bol 
ne j a sný   s tatus   neeuk l idovske j   geomet r i e .   Zák l adná   p o dobno s ť   medz i   Gau s sovou  
rov inou   a  Be l t r amiho  mod e l om   spoč íva   v  t om ,  ž e  o b a j a  ak tua l i zu jú   ce lok   sveta .  
Bel t rami  p omocou  s vo j h o  mode lu  aktual izoval  c e lok  sve t a  neeuk l i dovske j  geomet r i e .  
V  de j inách   geome t r i e   a ž   p o   Be l t r amiho   sve t   v ž dy   ub ieha l   von   z  ob rázku ,  
reprezen tác ie   zachytáva l i   v ždy   len  f r agmen t   sveta .   Nap ro t i   t omu   Bel t rami  
r ep rezen tu je  ce lok  neeuk l idovského  sveta ,  k e ď  hor izont  z ob r a zu j e  p omocou  kružn ice  
a  p r i amky   p omocou  j e j   tetív.   P odobn e   Gau s s ov a   rov ina   r ep r ezen tu j e   ce lok   sve ta  
komp lexných  čísel .  A j  k e ď  n a  p rvý  poh ľ ad  b y  sa moh l o  zdať ,  ž e  k e ď  komp l exné  čísla 
mode l u j e  p omocou   roviny ,   tak m u  ce lok   uniká ,   l ebo   rov ina   s a   v ymyká  c e l kovému  
pohľadu .  A l e  ne smieme  zabúdať ,  ž e  Gau s sov  mode l  n ie  j e  mod e l om  geomet r i ckých  
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čiar ,  a l e j e  mode l om  a lgebra ických výrazov .   P re to   i k e ď   z geome t r i ckého  hľadiska  
Gaussova   rov ina   ub ieha  von  z o  z o r n ého  poľa ,   z a lgeb ra i ckého   hľad iska   zachytáva  
ce lok  sveta .   Sve t   a lgebry  j e  sve tom  činnost í ,   s ve tom  operác i í .   P re to   ce lok  sveta  
znamená   v  a lgebře   n ie   „ byť  ce lý   pred   očami " ,   a l e   „ b y ť   uzavre tý   na   operác ie" .   A 
Gaus s   ukázal ,   ž e   „súče t" ,   „súčin" ,   „rozdiel , ,   a  „ pod i e l "  dvoch   bodov   komp lexne j  
roviny  vytvára   o p ä ť  bod   te j to   roviny.  T e d a  Gau s sova   rov ina   p reds t avu je  uzavre té  

V 

un iverzum,   v  k to rom  mo ž n o   in terpre tovať   vše tky   a lgeb ra i cké   operác ie .   Ďalš ia  
podobnosť  medz i  Gau s sovým  a Be l t ramiho  mod e l om  spoč íva  v t om ,  ž e  v oboch  ide o 
zabudovanie  prekladu d o  syntaxe  jazyka .  Gaus s  p r i r aďu je  komplexnému číslu bod 
roviny,   p r i čom  ukazu j e ,   a k o   mo ž n o   a lgebra i cké   ope r ác i e   sč í tania   a  násobenia  
komplexných   čísel   pre lož iť   d o  j a z y k a   geomet r i ckých   operác i í   s  bodmi   roviny.  
Bel t rami   z a s   p r i r aďu je   neeukl idovske j   rov ine   b ody   k ruhu   euk l idovske j   roviny,  
p r i čom  ukazu j e ,  a ko   sa   p o jmy   neeuk l idovske j   geome t r i e   d a j ú   pre lož iť   d o  j a z yk a  
euk l idovske j  geomet r ic  tohto  kruhu .  

Gaus s  použi l  s vo j  mode l   na d ôk a z  základnej  vety  algebry,  k torá  hovorí ,  že  
každý  po lynom //tého s tupňa  m á  p r áve  n  koreňov .  Len  č o  G au s s  tú to  vetu dokáza l ,  
s def in i t ívnou  p la tnosťou  sa   vy jasn i lo ,   ž e   p rob l ém   s  rovn icami   p ia teho   stupňa,  
napríklad  s  rovnicou   a    6.x  +  3  =  0  ne spoč íva   v  t om ,   že   by   nemal i   korene.  
V komp lexne j   rovine   ex is tu je   p resne   pä ť   takých   bodov ,   ž e   k eď   ich  súradnice  
dosad íme  d o  rovnice  z a  neznámu,  rovn ica  bude  sp lnená .  P rob l ém s rovnicami  p ia teho  
s tupňa  j e  t eda   subti lnější .  Spoč íva   v  t om ,  ž e  a j  k eď  ko r ene  ex is tu jú ,  n ie   je možné  
vy jadr iť   ich  pros tr iedkami   j a z yka   a lgebry .  T o  znamená ,   ž e   neex i s tu j e   v / o r e c ,  
neex is tu je   fo rmula   vy tvorená   z  ce lých   čísel ,   a r i tmet ických   operác i i  ( v   :)  a 

odmocn ín  ( ,   l j J ~ ,   5 4 j f ~ ,   •••),  k torá   by  vy j ad rova l a   t ie to   čísla.   A b \   sme   tu to  

si tuáciu  mohl i   lepšie  pochopiť ,   p reds t avme   si  ob rovský   há rok   papiera ,   na j lepš ie  
nekonečný ,  na k to rom sú u ž  nap ísané  všetky a lgebra ické  vzo r ce   Sú na  ňom   tormul )  
pozos táva júce   z  500 ,   1 000 ,   1 0 0 0  0 0 0  a l ebo  ľubovoľného   iného  konečného  počtu  
znakov.  Ch c eme   dokázať ,   že   na  t omto   papier i   n ie  j e  napisany   ani   jeden   /  piatich 
ko r eňov  rovn ice  x"    6.x  +  3  =  0 .  A k o  t o  d ok á ž eme?  N i e  j e  ť a žké  nahl iadnuť,  že  keď  
sčí tame,   odč í tame,   vynásob íme   a l ebo   vyde l íme   d v e   a lgeb ra i cké   fo rmuly ,   o p ä ť  
dos t aneme   a lgebra ickú   fo rmulu .  T o  znamená ,   ž e  vý razy   nap í sané   na  našom  hárku 
papie ra   tvor ia   určitý  uzavretý'  sys tém,   k torý   sa  odbo r n e  nazýva   pole .  Mu s íme   teda  
ukázať ,  ž e  to to  po le   neobsahu j e  ž iadny   koreň   uvedeného  po lynomu .  T a k t o   v id íme 
zák ladnú  ep is temologickú  výhodu ,  ktorú pr ináša  in terpre ta t ívna  f o rma  jazyka  svo j im 
zvečnen ím  celku  sveta .   Z  modá l n eho  tvrdenia ,   ž e  s a   n iečo   n edá   urobiť ,   ž e  korene  
rovnice  n emožno  vy jadr iť  pros t r iedkami  a lgebry ,  sa  s táva  ex tenz ioná lne  tvrdenie ,  že  
r iešenie  d ane j   rovnice   nepat r í   d o   urč i tého   poľa .   T a k t o   vď ak a   zvečnen iu   sveta  

4 
Nap r í k l a d   čís lu  7  +  2 i   pr i rad i l   b o d   rov iny ,  k t o r é h o   XOVÁ  s ú r a dn i c a  j e  7  a  y  o v á  s ú r adn i c a  

j e  2 .   Sč í tan iu   k omp l e xný ch   čísel   z o d p o v e d á   p o s u nu t i e   r o v i ny   a  n á s ob en i u   o t o čen i e  
s  r ovnoľah l o s ťou .  
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a lgebra ických  vý razov  z ač í name  tušiť ,   v č om  j e  p r ob l ém  s  rovn i cami  p i a t eho  s tupňa .  
P rob l ém n ie  j e  v t om ,  ž e  b y  t ie to  rovn ice  nemal i  r iešenia ,  a l e  v t om ,  ž e  j a z yk  a lgebry  
n edokáže   t ie to   r iešenia   vy jadr iť .   Zvečnen i e   sve ta   a lgebra ických   vý razov   tak 
umožňu j e  pochop i ť  j a v  ner ieš i teľnost i .  Ner i e š i t e ľnosť  urč i te j  rovn ice  znamená ,  ž e  j e j  
ko r ene   ležia  z a   hran icami   sve ta   a lgebra ických   výrazov .   A b y   však   bo l o   mo ž n é  
dokáz a ť  ner ieš i teľnosť  rovn íc  p i a t eho  s tupňa ,  mu s e l o  d ô j s ť  k zvečnen iu  ďa l š e j  vrstvy 
j a zyka .  Matemat ic i  muse l i  p r e j s ť  od  t eó r i e  po l í  a  k teóri i  g r úp .  

2. Integratívna forma  jazyka:  a lgebra  ako  teória symetri í  (od Gaussa po  
Galo i sa) .  V  r ámc i  in terpre ta t ívnej  f o rmy  j a z y k a  do š l o  k sp redme tnen iu  sve ta  a lgebry.  
Sve t  a lgebry  j e  tvo rený  urči tým po ľom ,  t. j .  s ú bo r om  vel ič ín  uzavre tým n a  ope rác ie  +,  
 ,   x,  :. Uka zu j e  sa ,  ž e  ex i s tu je  ce lý  rad  rôznych  pol í ,  c e lý  r ad  sve tov ,  od  na jmenš i eho  

7   4  
po ľa   Q  vše tkých  rac ioná lnych   čísel  (čísel  a k o  5, — ,   0 ,  — )   c e z   o n i ečo  bohatš ie  

12  3 

po l i a  a k o   Q(J~2)  (po le ,   k to ré  vzn ikne ,  k e ď   k  r ac ioná lnym  č í s lam  p r i d áme   Jl  a 

vše tky čísla  typu   a  +  b  J2  , k d e  a  a  b  sú rac ioná lne ,  aby  t en to  súbo r  bol  uzavretý   na 
ar i tmet ické   operác ie )   a ž   p o   na jväčš i e   po l e   C  vše tkých  komp l exných   čísel .   Svet  
a lgebry  s a  nachádza  n i ekde  medz i  poľami   Q  a  C.  J e  boha t š í  n e ž  po l e   rac ionálnych 

čísel  Q ,   lebo  napr ík lad   i racionálne  č ís lo  ^ 2  j e   p l nop r ávnym  obyva t e ľom  sveta  
a lgebry .  N a  d r uhe j  s t rane  j e  však  chudobne j š í  n e ž  po l e  vše tkých  komplexných  čísel 
C,  lebo  napr íklad   Ludo l f ovo   č ís lo   n  d oň   nepa t r í   ( a ko   ukáza l   roku   1882  F. 
L indemann) .  A b y  sme  mohl i  ukázať ,  ž e  ani  ko rene  rovn ice  x5    6x  +  3  =  0  nepatr ia  d o  
sveta   a lgebry ,   t eda   že   ich  n ie  j e  mo ž n é   vy jad r i ť  ž i adnym  a lgebra ickým  vzo rcom,  
mus íme  p redovše tkým presne j š ie  uchop i ť  s amo tný  svet a lgebry ,  pochop iť ,  a k o  vyzerá  
súbo r   všetkých  a lgebra ických   výrazov .  N a  zv ládnut ie   t e j to  ú lohy  u ž   interpretat ívna 
f o rma  j a z yk a  a lgebry  nestačí .  T á  s í ce  d ok á ž e  uchop i ť  urči tý  svet  a k o  ce lok ,  p r ípadne  
a j   p omocou   prek ladu   p rechádzať   z  j e d n é h o   sve ta   d o   d ruhého ,   a le   n edokáže  
po rovnáva ť  rôzne  svety .  J e  t o  p re to ,   lebo p rek lad  pri   p r e chode   z vonka j š i eho  j a zyka  
d o  vnú to rného  ( z  geome t r i ckého  j a z y k a  Gau s s ove j  rov iny  d o  a lgeb ra i ckého  j a z yk a  
komplexných   č íse l )   s a   s tá le   p ohybu j e   v  t e j   is tej   abs t r ak tne j   š t ruktúre .   Prek lad  j e  
umožnený   p ráve   t ým,   ž e   z  abs t rak tného   hľad i ska   sú  k omp l e xn é   čísla   a  Gaus sova  
rov ina  vlas tne rovnaké  ( i zomor fné ) .  Rozdie l  j e  len  v  „nosičoch" '  t e j t o  š t ruktúry     raz  
sú  to  čísla,   inokedy  b ody  roviny.  A l e  s amo tná  š t ruktúra ,  t e d a  f o rmá lne  vzťahy,   sú  v 
oboch   p r ípadoch   tie  isté.  P re to   in terpre ta t ívna   f o rma   sa   vlas tne   stále  pohybu j e   v 
j e d i n e j  š t ruktúre,  k torú  len p renáša  z j e d n é h o   méd i a "  d o  d ruhého .  

A ž   p r e chodom   k  in tegra t ívnej   f o rme   j a zyka ,   p r e c hodom   od   p rek ladov  
( i zomor f i zmov)  k  vno ren i am ( homomor f i zmom) ,  s a  o tvá ra  mo ž n o s ť  po rovnať  r ôzne  
š t ruktúry.  Pr i tom opä ť  ex i s tu je  ce lý  rad  ana lóg i í  medz i  s p ô s obom ,  a k ým  prešli  Cay ley  
a  Kle in   k  in tegrat ívnej  f o rme  j a z yk a  geomet r i e ,   ( [4] .   123128) ,   a  tým,  a ko  Evar is te  
Ga lo i s   ( 1811 1832 )   prešiel   k  t e j to   f o rme   v  a lgebře .   P r v ým   spo ločným  bodom  j e  
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exis tencia  urč i te j  n eu trá lne j  bázy ,  u rč i te j  f undamen t á l n e j  ú r ovne  op i su ,  d o  k tore j  s a  
vno r i a  po rovnávané  š t ruktúry.   V  geomet r i i  b o l a  t ou to  neu t rá lnou  b á zou  p ro jek t ívna  
rov ina   a j edno t l i vé  geomet r i e  s a  po rovnáva l i  a k o  š t ruktúry  vno r ené  d o  p ro j ek t ívne j  
roviny .  V  a lgebře  j e  t ou to  neu t rá lnou  b á zou  po l e  komp l exných  č íse l   a  vše tky pol ia ,  s 
k to rými   p r acu j e  Galo is ,   sú  vno r ené  d o   t oh to   poľa .  D r u h ým  spo l o čným   b o d om   je 
ú loha ,  k torú   v  oboch  p r ípadoch  h rá  t eór ia  g rúp .  R o v n a k o  a k o  v  geomet r i i  p reb ieha  
po rovnávan ie  geomet r i ckých  š t ruktúr  p ros t r i edkami  teór ie  g rúp ,  a j  v a lgebře   je  teória  
g r ú p   zák l adným  nás t ro jom  umožňu j ú c im   po rovna ť   r ôzne   pol ia .   P re to   mo ž n o  
povedať ,  ž e  in tegrat ívna f o rma  j a z y k a  vno r í  r ô zn e  sve ty  d o  spo ločne j  neu t rá lne j  h á / v  
a  p o t om  me tódami   teór ie   g r ú p  po rovnáva   š t ruk túry   syme t r i í   tých to   sve tov .   Dôkaz  
ner ieši teľnost i   rovn íc   p i a t eho   s tupňa   je  t echn icky   ná ročný .   Aby   sm e   sprehľadni l i  
nas l edu júc i  výklad ,  rozdel i l i  s m e  h o  n a  n i ekoľko  k rokov .  

2.  1. Epistemologický  výklad  pojmu  grupy   ako   sys tému  symetrií  
urč i tého  sveta .  U v a ž u jme  na jp rv  v šeobecnú  rovn icu  t re t i eho  s t upňa  

.v  f  ax"  + b x  + c  =  0.  (1 ) 
O d  Gaussa  v i eme ,  ž e  tá to  rovn ica  m á  tri  ko rene ,  k to r é  si  o z n a č íme  u h  a : ,  u*. T i e t o  
ko r ene  ex is tu jú  a k o  b o dy  n a  komp l exne j  rov ine .   P omocou   čísel   a : ,  u ,  mô ž eme  
vytvor iť  svet ,  k t o rý  pr is lúcha  uvažovane j  rovnic i ,  t.j. n a jmen š i e  po le ,  k toré  ob s ahu j e  
j e j  korene .  T o t o  po l e  sa o z n a ču j e  s ymbo l om ��>(a,,  a : ,  a 3 ) .  J e  to  po le ,  ktoré  v / n i kne ,  
k e ď   k  rac ioná lnym č í s lam p r i d áme  ko r ene  a , .  a : ,  a ,   a  vše tko ,  č o  t r eba  pr idať ,   abv 
vznik lo  po l e  (napr ík lad  5ct |   + 7 a :   a  ľ ubovoľné  iné komb inác i e ,  a b y  sm e  dostal i  súbor 
uzavre tý  na  ope rác ie  + .   ,   x  a  :). Za t i a ľ  n á s  n e zau j íma ,  či  t en to  svet  m o ž n o  v v tvoriť  
pros t r iedkami   a lgebry.   Vlas tne   to   u ž   v i eme ,   l ebo   p o z n áme  Ca rd anove   v / o r c e ,   a le  
p r edbežne   b ud eme   tento   fakt  i gnorovať   a  b u d eme   s k úma ť   po le   ( / i u , . a > .  u  » 
nezávis le  od  toho ,  či pr is lúcha rovnici ,  k torú  v i eme  r iešiť ,  a l e bo  n ie   Naš im c i e ľom je 
poz r i eť  sa, a k o  vyze r a jú  symet r ie  toh to  poľa .  

Sve t   a l s eb rv   nie  je  s v e t om   odk ry t ým   z raku .   J e   t o   svet .   kiorv  w n t k o l  
C/  «/  J  J  y  , 

zvečnen ím   a lgebra ických   operáci í .   Z a   ep i s t emický   sub j ek t  j a z y k a   algebrv  mo ž n o  
p re to   p ova žova ť   sub j ek t   vykonáva júc i   t ieto  operác ie .   Y  geomet r i i   mal   subjekt  
p odobu   hľadiska ,   v  a lgebře   p re to   m o ž n o   hovo r i ť   o  akoms i   „hľad i sku   s lepca" . 5  

5 A k o  s m e  uv ied l i   v  p r e d o š l om  č l ánku ,  j a z y k  a lgebrv   v z n i k á  z v e č n e n ím  mo t o r i c kých   ak tov  
Ep i s t em i c kým  s ub j e k t om  j a z y k a  a l geb ry   je n o s i t e ľ  t ý ch t o  a k t ov .  K e ď  h o  n a z ý v ame  s l e p com ,  
n em ám e  n a  mys l i  s k u t o č nú  s l epo tu .  I d e  n á m  len   o o dmy s l e n i e  si z r a k u  a k o  s p ô s o b u  o r i en t ác i e  
v o  sve te .  Sve t  a l geb ry  n i e j e  o dk r y t ý  z r a ku .  J e  t o  svet  o d k r ý v a n ý  p om o c o u  mo t o r i c kých  s c h ém  
K e ď  s a  nev id iac i   uč í  o r i e n t ova ť   v  u rč i t e j  b u d o v e ,  n ap r í k l ad   v  š ko l e ,  m u s í   si  p o h y b  v b u d o v e  
z a f i xovať .   O r i e n t u j e   s a   n i e   p om o c o u   z r aku ,   a k o   t o   r o b ím e   m y ,   a l e   p om o c o u   s c h ém  
p r em i e s t ňovan i a  s a  p o  b udove .  B u d o v a  n i e j e  d o b r ým  p r í k l a d om ,  l e bo  e š t e  s t á l e  j e  t o  ob j ek t ,  
k t o rý   ex i s t u j e  a j   v  n a š om   z r a k o vo   k on š t i t u o v a nom   sve t e .   B u d o v a  m á   u rč i tý   tvar ,   u rč i té  
p r i e s t o rové   vzťahy .   Nev i d i a c i   p o u ž í v a j ú   mo t o r i c k é   s c h émy   i ba   n a   k ompen z á c i u   s v o j h o  
h and i c apu ,   a l e   sve t ,   v  k t o r om   s a   p o h y b u j ú ,  j e  g e ome t r i c k y   kon š t i t u ov aný   sve t .   P r eds t avu  
o  sve t e   a l geb ry   si  m ô ž em e   u tvo r i ť   v t edy ,   k e ď   si  ú p l n e  o dmy s l ím e  a k ú ko ľ v e k   g eome t r i c kú  
r ep rezen tác iu   sku točnos t i   a  p r ed s t a v íme   si ,   ž e  m á m e  sve t   k on š t i t u ov aný   vý l u čn e  p omo c o u  
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Hľad i sko   s l epca   v šak   n ie  j e  v o   sve te  j e d n o z n a č n e   f i xované .   J e   t o   p o d obn é   a k o  
v geometr i i ,   k d e   hľad i sko   t iež   n i e  j e  u r čené  j e dno zn a čn e ,   a le   m o ž n o  men i ť  j e h o  
po lohu  po súvan ím  hor izontu .  R ovn a ko  v  a lgebře  p o t om ,  a k o  d o š l o  k  zvečnen iu  sve ta  
a lgebry   v  p odob e   poľa ,   n i e   j e   po l oha   ep i s t emického   sub j ek tu   v  t om to   sve te  
j e dno zn a čn e   u rčená   a  t r eba  j u  f o rmá lne  f ixovať .  K ým   v  geomet r i i  j e  však   po loha  
hľad i ska   v o   sve te   u rčená   p omocou   hor izontu ,   t e d a   č iary ,   k u   k to re j   ub ieha   svet  
v odkrytos t i   z r aku ,   v  a lgebře  j e  h ľad i sko   s l epca  u r čené   skô r  p omocou   význačných  
ob j ek tov  a k o  0  a  1. Nu l a  u r ču j e  poč ia tok ,  k d e  sub jek t  „s to j í" ,  a j e d no t k a  udáva  sme r  
a  ve ľkosť  „k roku" .  T i e t o  ob j ek ty  sú j a s n e  od l í šené ,  l ebo  0  +  0  =  0 ,  k ým   1  + 1 * 1 ,  
a  t eda   s l epec   ich  v ie   rozl íš iť   n a   z ák l ade   toho ,   a k o   s a   sp r áva jú   pri   a lgebra ických  
operác iách .   Akonáh l e   s a   s lepec   nauč í   iden t i f ikovať   t ie to   ob jek ty ,   vie   si  p omocou  
ar i tmet ických operác i í  vytvor iť  ľ ubovoľné  rac ioná lne  č ís lo .  

K e ď  však   oboha t íme   svet   s lepca   o  čís la  a j ,  a 2 ,   ct3,  t eda   k eď   od   po ľ a   Q 
p r e j d eme   k  poľu   Q{aj,  cx2,  a 3 ) ,  vynor í   sa  z á s adná  kompl ikác i a .   S l epec   nev ie   čís la  
cti, a 2 ,  ct3 o d  s eba  odlíšiť.  V ie ,  ž e  sú rôzne ,  a le  nev ie  rozl íš iť ,  či d r ž í  v r uke  a I ?  a l ebo  

f  f 

a 2 .  T i e t o  čís la  sp ĺňa jú  rovnicu   (1) ,  a le   tú  sp ĺňa jú  vše tky   tri.  K  ich  č í se lne j  hodno te ,  
k torá  u r ču j e   ich  po lohu  n a  komp l exne j  rov ine ,  j a z y k  a lgeb ry  n em á  pr ís tup.  A lgeb ra  
pr ipúšťa   iba  konečný   poče t   k rokov   výpoč tu ,   kým  určen ie   hodno ty   ko r eňov   rovníc  
vyžadu j e   v o   všeobecnos t i   nekonečný   p roce s   ap rox imác i e ,   č o  j e   a lgebře   cudzie .  
Z  hľad i ska   a lgebry   sú  čísla  a j ,  u2,  ct3  p r edbežne   neroz l í š i teľné   a l ebo  a spoň  n i e j e  
j a s n é ,   a k o   ich  mo ž n o   rozl íš iť   a lgebra ickými   p ros t r i edkami .   N a   uchopen ie   t e j to  
nerozl íš i teľnost i   slúži  po j em   g rupy .   T o ,   ž e   vel ič iny  cti,  ct2, a 3  sú  nerozl íš i teľné.  
znamená ,  ž e  mo ž n o  zmen i ť   ich  po rad ie  b e z  toho .  a b y  s a  t o  akokoľvek   pre jav i lo  na  
poli  Q{a.], a 2 ,  ct3). Hovor íme ,  ž e  po l e  Q(aj,  ct2,  ct3) j e  voč i  t e j t o  zmen e  symetr ické .  Je  
to  určitá ana lóg ia  p ravoľave j  symetr ie ,  z n áme j  z geomet r i e .  V oboch  p r ípadoch   ide  o 
to, ž e   s  urč i tým ob j ek t om  mô ž eme  n i ečo  sprav iť   a  ob j ek t  p r i tom os táva  n e zm e n e n ý  
Symet r i e  po ľ a  si m ô ž eme  preds tav iť  a j  a k o  p remies tnen ia  s l epca  v j e h o  svete ,  ktoré  si 
n emôže  vš imnúť .  

Uv a ž u jme  t eda  svet   rovn ice  t re t ieho  s tupňa ,   t.j.  p o l e   Qict],  CX2.  a 3 ) .  S lepec  
nev ie   indiv iduálne  iden t i f ikovať  j edno t l i vé  ko r ene  rovn ice ,  p re to  s a  mô ž e  stať,  ž e   si 
mysl í ,  ž e  si  ich p red  s ebou  zoradi l  a k o  ccj, ct2, a 3 ,  a  v  skutočnos t i  p r ed  n ím  spoč íva jú  
v  po r ad í   cc2,  ot3,  ct | .  N i e j e  ť a žké  nah l iadnuť ,  ž e  pop l i e sť  s a  m ô ž e  p r áve   3.2.1  =  6 
spôsobmi ,   l ebo  n a   p r v om  mies te  m ô ž e  by ť  hoc ik to rý   z  t roch   ko reňov ,   na   d ruhom 
mô ž e  by ť  hoc ik torý  z o  zvyšných  dvoch ,  n o   a  n a  po s l ednom mies te  u ž  mu s í  b y ť  ten 
pos ledný .   A b y  sm e   nemuse l i   s tá le   vyp i sovať  a l fy ,  b u d eme  p í sať   len  indexy,   takže  
napr ík lad  a 2 ,  a 3 ,   ct| z ap í š eme  a k o  (2 ,  3 ,   1). Po t om  vše tky  mo ž n é  po rad ia  sú: 

( 1 , 2 , 3 ) ,   ( 1 , 3 , 2 ) ,   ( 2 , 3 ,   1),  ( 2 , 1 , 3 ) ,   ( 3 , 1 , 2 ) ;   ( 3 . 2 , 1 ) .   (2 )  
T e d a   po le   Q(ah  a 2 ,   ct3)  p r i s lúcha júce   rovnic i   t re t ieho   s tupňa   m á   šesť  

rôznych   symetr i í .   T i e t o   symet r ie   m o ž n o   n a v z á j om   sk ladať .   Nap r í k l ad   k e ď   p o  

s c h ém  t r an s fo rmác i í .  
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prehoden í  p r v ého  a d r uh ého  p rvku ,  č ím  vy tvo r íme  po r ad i e  (2 ,   1,  3) ,  p r ehod íme  prvý  s 
t re t ím,   do s t aneme   výs ledné   po rad i e   (3 ,   1,  2 ) .   J e   z a u j ímav é   si  v š imnúť ,   ž e   t en to  
výs l edok  sa  líši o d  výs ledku ,  k torý  by  sm e  dosta l i ,  keby  s m e  t ie to  p r ehoden i a  urobil i  
v  o p a č nom  porad í .  Keby  sm e  n a j p r v  prehodi l i  p r vý  p rvok   s  t re t ím,  vytvori l i  by  sm e  
po rad ie  (3,  2 ,   1),  a  k e ď  t e raz  p r ehod íme  p rvý  p rvok   s  d r uhým ,  do s t a n eme  výs ledok  
(2 ,  3 ,   1), č o  s a  od l i šu j e  o d  p r edoš l ého  výs ledku .  

Symet r ie   u rč i tého  p o ľ a  spo lu   s  ope rác iou   sk l adan ia   tvor ia   urči tý   uzavre tý  
sys tém,  ktorý matemat ic i  nazýva jú  g rupou .  G r u p a  j e   t eda  n i e čo  p odobn é  a k o  pole ,  j e  
t o  urči tý  súbo r  ob j ek tov  uzavre tý  n a  urč i té  ope rác i e .  J ed i ný  rozdie l  j e  v  t om ,  ž e  k ým  
po le  tvori l i   č ís la   a  vyžadova l i  sm e  uzavre tosť  voč i  š ty rom a r i tme t i ckým ope rác i ám,  
p rvky  g rupy  sú   ( zvecnené )   operácie  a  uzavre tosť  s a  v y ž a du j e  voči   ďa l š e j  operác i i ,  
operác i i   ich  skladania .   V  p r ípade  g rupy  m ám e  tak  d o  č inen ia   s  ope rác i ami  na  dvoch  
úrovniach .  J ednak  sú  ope rác i ami  p rvky  g r upy   a  o k r em  t oho  j e   tu  eš te  ope rác i a   ich 
sk ladania .  T e d a  g r upa  j e  urči tý  uzavre tý  svet  operác i í ,  p odobne ,  a k o  po le  j e  uzavre tý  
sve t  vel ičín.   V  p o jm e  g rupy  tak  do chádz a   k  zvečnen iu  ďa l š e j  vrs tvy j a z y k a  a lgebry.  
Po tom,  a k o  zvečnen ím  sve ta  a lgebra ických  ope rác i í  vzn ik lo  po le ,  t e raz  s a  zvečňu jú  
symet r ie  toh to  poľa .  

2.  2.  Grupy   symetrií   polí,  ktoré  prislúchajú  riešiteľným  rovniciam. 
Po tom,  a ko  sme   z  ep i s t emolog ického  hľad i ska   ob jasn i l i  p o j em  grupy ,  v r a ťme   sa  k 
pr ík ladu   s  rovn icou   t re t ieho  s tupňa.  U ž  v ieme ,  ž e  po l e  ( ? ( « , ,  a : ,  a  a  p r i s lúcha júce  
t e j to   rovnic i ,  m á  na jv i ac   šesť   rôznych   symetr i í .   T e r a z   si  c h c eme   u tvor iť   o  t \chn> 
symetr iách  j a sne j š i u  preds tavu .  Z a  t ýmto  ú če l om  zav iedo l   Augus t in  Cauch s   (1 78l> 
1857)  rozl íšenie   medz i   pe rmutác iou   a  subs t i túc iou .   Permutácie,  k toré   budeme  
zap i sovať  a k o  ( 1 , 3 ,  2) ,  p reds t avu jú  symet r i e  po ľ a  Q(a.\,  a:,  a ( )  v o  / \ e c n e n e j  p odobe  
a  udáva jú   rôzne   poradia ,   v  akých   sú  u ložené   ko r ene   « | ,  a : ,  u , .   Napro t i   tomu 

f \   2 
substitúcie.  k toré  b ud eme  zap i sovať  a k o  

\  1  3  2y 
,  predstavujú  tie  iste  symetrie 

v nezvečnene j  p o d o b e  a k o  operác ie .  Dvo j r i a dková  t abuľka  hovor í ,  ž e  j e d no t k a  ostav,i 
n a  mieste ,  d vo j k a  p r e j d e  n a  mies to  t ro jky  a  t ro jka  n a  m i e s t o  dvo jky .  V o  všeobecnos t i  
v  t abuľke  ho r n é  č ís lo  udáva ,  k t o  s a  hýbe ,  a do l n é  č í s lo  udáva ,  k am  sa pohne .  Pr i tom v 
oboch   pr ík ladoch   j e   uvedená   tá   istá  symet r ia ,   a l e   r a z   a k o   zvecnená   v podobe  
pe rmutác i e  ( 1 , 3 ,  2 ) ,  t e d a  u rč i t ého  uspor i adan ia  ko r eňov ,  k ým   v d r u hom  p r ípade  a k o  

subst i túcia  
' 1   2  3X 

v 1  3  2) 
,  t e d a  a k o  č innosť .  S amoz r e jme ,  k a žd e j  permutác i i   pr is lúcha 

p r á v e  j e d n a  subst i túcia  a  n aopak  k ažde j  subst i túci i  p r i s lúcha  p r áve  j e d n a  permutác ia ,  
s tačí   len  p r ip í sať   respekt íve   zma z a ť   ho rný   r iadok .   P re to   rozdie l   medz i   tými to  
po jmami  j e  len ep is temologický .  

P re   z rod   teór ie   g r ú p   bol   však   t en to   rozdie l   dô lež i tý .   Z  toho ,   ž e   každe j  
permutác i i  z odpovedá  subst i túcia ,  v i eme ,  ž e  a j  subst i túc i í   je  šesť .  T a k t o  m ám e  dv e  
p odoby  t oho  i s tého    zvecnenú  a nezvečnenú  p odobu  symet r i í  p o ľ a  Q(ah  a2,  a , ) .  T o  

316 



umožn i l o  Ga lo i sov i  z a u j ímavý  t r ik     poz r i e ť  sa ,  č o  s a  s tane ,  k e ď  ap l i ku j eme  určitú 

' \   2  3 '  
substitúciu  na   všetky  permutácie.   K eď   apl iku jeme  substitúciu 

\  2  3  U 
na 

pe rmutác iu  (2 ,   1,  3) ,  v i eme ,  ž e  2  s a  zmen í  n a  3 ,   1 s a  zmen í  n a  2  a  3  s a  zmen í  n a   1, 
t eda  výs l edkom bud e  pe rmutác i a  (3 ,  2 ,   1). Ga l o i s  zvecni l  s úbo r  vše tkých  pe rmu tác i í  a 
zača l  s kúmať ,  č o  s a  s tane  s t ýmto  s úbo rom ,  k e ď  n a  vše tky  pe rmu tác i e  ap l i ku j e  tú  istú 
subst i túciu.  K e ď  n a  pe rmu tác i e  

(1,2,3),  ( 1 , 3 , 2 ) ,   (2,3,  J),  ( 2 , 1 , 3 ) ,   (3,1,2),  ( 3 , 2 , 1 )  

a p l i ku j eme  subst i túciu  
\ 

1  2  3 
2  3  1 

, d o s t a n eme  

(2,3,1),  ( 2 , 1 , 3 ) ,   (3,1,2),  ( 3 , 2 , 1 ) ,   (1,2,3),  ( 1 , 3 , 2 ) .  
N a  p rvý  poh ľ ad   s a  n ič   nes ta lo ,  j edno t l i v é  pe rmu tác i e   si  iba  vymeni l i   s vo j e  miesta .  
Pozo ruhodné  j e  však  to,  ž e  tri pe rmutác ie ,  k to ré  sm e  zvýrazni l i ,  s a  p remieša l i  medz i  
s ebou ,  a zvyšné  tri o p ä ť  medz i  s ebou .  

Uka zu j e  sa teda ,  ž e  pe rmutác i e  m o ž n o  rozde l i ť  d o  d vo ch  skup ín  či b lokov  
(1,2,3),  (2,3,1),  (3,1,2)  a ( 1 ,3 ,  2),  (2,  1,3),   (3 ,2 ,   1). 

Ľubovoľná  subst i túcia  bud1 mieša  pe rmu tác i e   len  vnútr i  t ých to  b l okov  ( a ko  to  robi la  

í 1 2  3 
subst i túc ia  

v 2  3  1 y 
),  a l ebo   p rehod í   b loky   a k o   ce lky .   A l e   neex i s tu je   ž i adna  

subst i túcia ,  k torá  by  p remen i l a  pe rmutác iu  ( 1 , 2 ,  3 )  n a  n iek torú   z pe rmu tác i í  d r uhého  
b loku ,   kým   zvyšné   d v e   pe rmu tác i e   p r v é ho   b loku ,   t eda   (2 .   3 ,   1)  a  (3 ,   1,  2),  by  
ponecha l a   v  p rvom bloku.  T e d a  ž i adna  subs t i túc ia  ne ruš í  h r an i ce  b lokov .  B loky  b uď  
s to j a  n a  mies te ,   a l ebo   s a   hýbu   a k o   ce lok .  N i k d y  nenas t ane   s i tuácia ,   ž e  b y   sa  časť  
j e d n é h o   b loku   p resunu la   d o  d r uh ého   b loku   a  zvyšok   b y   ostal   n a   mies te .   Ga lo i s  
pochopi l ,   ž e   p r áve   rešpek tovan ie   b lokov   pri  subs t i túc iách   súvis í   s  t ým,   ž e   rovnica  
t re t ieho  s tupňa  j e   r ieš i teľná.   D á   s a   ukázať ,   ž e   k a ž d é   po le ,   k to ré   v i eme   vytvor iť  
p omocou  odmocn ín ,  m á  ve ľmi  špeciá lnu  š t ruktúru  symetr i í .  Symet r i e  t akých to  polí  sa 
vždy   r ozpada jú   n a   n i ekoľko   b lokov ,   p r i čom   daný   b lok   sa  ďa l e j   r ozpadá   na  
j e dnoduch š i e   b loky ,   a ž  nakon iec   do s t aneme   b lok ,   k t o r ého   poče t   p r vkov  j e  rovný  
prvočís lu  ( v  n a šom  p r í pade  t o  j e  3) ,  č ím  rozk l adan ie  konč í .  

2.  3.  Neriešiteľnosť  rovníc  piateho  stupňa.   Zavedením  po jmu   grupy 
symetr i í  dos iaho l  ani  nie  dvadsať ročný  f r ancúzsky  ma t ema t i k  Evar i s te  Ga lo i s  ú roveň  
abs t rakc ie ,   k to rá   umožn i l a   po rozumieť ,   p r e čo   sú  rovn ice   p i a t eho   s tupňa   v o  
všeobecnos t i   ner ieš i teľné .   U ž  n a   p redoš l e j   ú rovni ,   v  r ámc i   in terpre ta t ívnej   f o rmy  
j a z yk a ,  G au s s   dokáza l ,  ž e  k a ždá   rovn ica   n  t ého   s tupňa  m á  n a  k omp l e xn e j   rov ine  
p r áve   n  ko reňov .   Pre to   k a ž d á   rovn ica   p i a t eho   s tupňa  m á  p ä ť   ko r eňov ,   a  t eda   ku  
k a žde j   rovnic i   p ia t eho   s tupňa   ex i s tu j e   po l e   ( 2 ( a b  a 2 ,   ct3,  a 4 ,  c u )   ob s ahu j ú c e   jej  
ko rene .  P rob l ém rieši teľnost i  r ovn í c  p i a t eho  s tupňa  s a  tak  t r an s fo rmova l  n a  p rob lém,  
č i  pr í s lušné  po l e  Q(cth  a 2 ,  c ^ ,  ct4, ot5) mo ž n o  vy tvor iť  a lgeb ra i ckými  p ros t r i edkami .  A 
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tu   po sky tu j e   integrat ívna  f o rma   j a z y k a   z á s adne   nový   poh ľ ad   n a   p rob lemat iku  
r ieši teľnost i .   Nami e s t o  Gau s sove j   o tázky ,   či j e  m o ž n é   po l e   C?(oc,,  oc2,  a* ,  a 4 ,  a O  
vytvor iť  p omocou  a lgebra ických  f o rmú l ,  Ga lo i s  k l ad ie  o t á zku ,  či m á  g r upa  symetr i í  
po ľ a  <2(aj,  a 2 ,  a 3 ,  a 4 ,  a 5 )  takú š t ruktúru ,  a k o  g r upy  symet r i i   vše tkých  pol í ,  k torých 
p r vky  sú  vy tvorené  p omocou  a lgebra ických  f o rmú l ,  t e d a  č i   s a  d á  roz lož iť  n a  č o r a z  
menš i e  a menš i e  b loky .  T o  znamená ,  ž e  t r eba  vz i a ť  s úbo r  vše tkých  pe rmu tác i í  p ia t ich 
p rvkov  (k to rých  j e  5 .4 .3 .2 .1  =  120)  a vyskúšať ,  č o  s a  s t ým t o  s úbo r om  b u d e  d iať ,  k eď  
naň  b ud eme  ap l ikovať  z odpoveda j ú c e  subst i túcie .  P r e sne  t o  urobi l  Ga lo i s  a  zistil ,  ž e  
j e d i n é  delenie ,  k to ré  m ô ž eme  urob iť ,  j e  de len ie  n a  d v a  b loky  p o  6 0  p rvkoch .  K e ď  sa 
obmedz íme   n a  j e d e n   z  týchto   b lokov ,   do s t an eme  6 0  p rvkovú   g rupu ,   ktorá  j e   asi 
j e d n ou   z  na j zau j ímave j š í ch  g r ú p  vôbec .  Dos t a l a  zv láš tne  meno ,   volá   s a  a l t e rnu júca  
g r upa  piat ich p rvkov .  Ked '  si Ga lo i s  vypísa l  vše tkých  j e j  6 0  pe rmutác i í  a p o / r e l  sa ,  č o  
s  n imi   rob ia  pr ís lušné  subst i túcie ,  zistil ,   ž e   tu  z r a zu  konč í  akékoľvek   rešpek tovan ie  
hran íc   a  subst i túcie  bezh l avo  m i e š a j ú  vše tkých  6 0  pe rmu tác i í  a l t e rnu júce j  g rupy .   V 
te j to  g r up e   neex is tu jú   ž i adne   b loky ,  d o  k torých   by   s m e  moh l i   rozde l i ť  j e j  prvky.  
O b j a v   te j to   skutočnost i   bol  j e d n ým   z na j p r ekvapu júce j š í ch  momen t ov   v  de j inách  
a lgebry.  c?  ^ 

V  k a ždom  poli ,  k to ré  j e  vy tvo rené  p omocou  a lgeb ra i ckých  pros t r iedkov,   sa 
j e h o  g rupa  symet r i í  rozk ladá  n a  s úbo r  d o  s e b a  z apada júc i ch  b lokov .  Ga lo i sov  ob j av ,  
ž e   v p r ípade   a l t e rnu júce j  g rupy  piat ich p rvkov  t aké to  r o / d e l em e  neexis tu je ,  uká / a l .  
ž e  po le  p r i s lúcha júce   k  tak  nev inne  vyze r a j úce j  rovnici   a k o   (w  f  3  =  0  ma  
na toľko  „ z amo t anú"  š t ruktúru  symetr i í ,  ž e  h o  n emô ž eme  vytvor iť  p omocou  vzorcov ,  
nech  by  sme  sa   o  to  akokoľvek  snaži l i .  P r e t o  rovn ice  p ia teho ,   a  t eda  a j  ľubovoľného  
vyšš ieho   s tupňa,   sú v o  všeobecnos t i   ner ieš i teľné .   RieSi teľnosť  rovníc  j e  vynimočnv 
j a v ,   týkajúc i   s a   ma l é ho   poč tu   rovn íc   s  j e d n odu chým i   g r up am i   symetr i i .   Rovn ice  
t re t ieho  a  š tv r tého   s tupňa   sú  r ieš i teľné   len  pre to ,   ž e   pol ia ,   k to ré   t vmto   rovnic iam 
pr i s lúcha jú ,  m a j ú  tak  j e d n o du c h é  g r upy  symetr i í ,  ž e   ich  m o ž n o  roz lož iť  d o  blokov 
Ale   počnúc   rovn icou   p i a t eho   s t upňa   sú   u ž   im  p r i s lúcha júce   grupv  svmet ru  
nerozloži teľné,   a  p re to   sú  t ie to   rovn ice  v o  všeobecnos t i   ner ieš i teľné   Preto  a lgebra  
mus í   opust iť   svet  vzorcov  a  z a čať   s kúmať   a lgebra ické   struktur v  Su  to   pravo 
štruktúry,  a k o  napr ík lad  a l t e rnu júca  g r up a  pia t ich p rvkov ,  k to r é  r o zhodu j  u  o  t om,  č o  
j e   a  č o  n i e  j e  mo ž n é   fo rmá lne  vy jadr i ť .  O b j a v  a l t e rnu júce j  g r upy   tak  p reds t avu je  
zač ia tok  mode rn e j  š t rukturá lne j  a lgebry .  

3. Konštitutívna  forma   jazyka:   a lgebra  ako   teória  abstraktných 
algebraických  štruktúr  (od  Dedekinda  p o   Webera) .   Pri  výklade  integratívnej 
f o rmy  j a z y k a  sm e  ukázal i ,   ž e   tá to   f o rma  sa   z ak l adá   n a   urč i te j   neu t rá lne j   báze ,  d o  
k to re j   vno r í   rôzne   š t ruktúry,   k toré   p o t om   po r ovnáva   p ros t r i edkami   teórie   g rúp .  
U  Kle ina  bo l a   touto   neut rá lnou  b á zou   p ro j ek t í vna  rov ina   a  v j e j  r ámci   porovnáva l  
p ros t r i edkami   teór ie   g r úp   r ôzne  geomet r i e ,   euk l i dovskú   a  neeuk l idovské .   Podobne  
u Ga lo i sa  tvor i lo  neutrá lnu bázu  po le  komp l exných  čísel   a  v j e h o  rámci  porovnáva l  
po l i a  Q ( a u . . .  otn), p r i s lúcha júce  r ô z nym  rovn ic i am,  a p omo c o u  teór ie  g r ú p  dokáza l  od  
s e b a  odl íš iť  pol ia ,  k to ré  p r i s lúcha jú  r ieš i teľným rovn ic i am,  od  pol í ,  k to ré  p r i s lúcha jú  
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rovn ic iam ner ieš i teľným.  Pr i tom v o bo ch  p r í padoch  ďa l š í  výv in  spoč íva  v  ods t ránen í  
t e j t o   neu t rá lne j   b á zy   j a z yka ,   t e d a   v  o samos ta tnen í   š t ruk túry   o d   j e j   nos i teľa .   V 
geomet r i i   k  t omu  doš lo  v tedy,  k e ď  Be rnha rd  R i emann  ods t ráni l  p r ies tor  a k o  nos i teľa  
geome t r i cke j   ex is tenc ie   a  vytvoril  j a z y k  kombina to r i cke j  t opo log i e   ([4],   132142) ,  
k torý   umožňu j e   uvažovať   ob j ek ty   nezávis le   o d   pr ies toru .   R i emann   t ak   os lobodi l  
ob j ek ty  z  i ch  za j a t i a  v  p r ies tore  a  ú lohu  konš t i túc ie  ob j ek t ov  prenieso l   z pr ies toru  na  
j a z yk .  P odobn e   v  a lgebře  k e ď  Ga lo i s  skúma l  g r u py  symetr i í ,  v ždy  p redpok lada l ,  ž e  
ko r ene  otj,..., a n ,  k torých  pe rmutác i e  tvori l i  p r í s lušnú  g rupu ,  ex i s tu jú  a k o  komp lexne  
čísla .  T ak t o  komp l exná  rov ina  h ra la   v  a lgebře  ú lohu   ana log ickú   ú lohe  p ro jek t ívne j  
rov iny   v  geometr i i .  Za ručova l a  exis tenciu   ob j ek tov ,   v t om to  p r í p ade  g r ú p  symetr i í .  
\ /  

Dalš í   k rok  v o   výv ine   a lgebry   bol   ne sený   snahou   skonš t ruovať  g r u py   symetr i í   b e z  
toho ,   ž e   b y   sm e   muse l i   s i ahnuť   p o   komp l exne j   rov ine .   T á t o   idea   po chádz a   od  
n emeckého   ma tema t ika   He in r i cha   We b e r a   ( 1842 1913 ) .   W e b e r   s a   rozhodo l   pri 
konš t rukci i  rozš í ren ia  p o ľ a  Q  o  p r vok  a  n epos t upovať  t ak  a k o  Ga lo i s ,  k torý  si p rvok  
a  „vypož i ča l "   z  komp l exne j   roviny .   Web e r   c h c e   p rvok   a  p r idať   k  poľu   Q  č i s to  
a lgebra ickou  ces tou .  N a  p rvý  pohľad  sa  t o  m ô ž e  j a v i ť  čudné ,  v e ď  k e ď  j e  a  n áhodou  
ko r eňom po l ynomu  x    ó *   +  3 ,  tak  v ieme ,  ž e  h o  n emo ž n o  vy j ad r i ť  p omocou  ž i adne j  
a lgebra icke j   fo rmuly .   A k o   chce l   p r idať   p rvok   a ,   k e ď   sa   t en to   n e d á   vy jadr i ť  
p ros t r i edkami   a lgeb ry?   T u   si  We b e r   p omáh a   p o j m om   ideálu .   P o j em   ideálu 
p reds t avu je  nás t ro j  umožňu júc i  rozp rávať  o ob jek toch ,  k torých  f o rmá lne  vy jad ren ia  v 

/ 

j a z yku  neexis tu jú .  Webe rova  konš t rukc ia  j e  p ome r n e  zd ĺhavá ,  a  p re to  š i j u  roz lož íme  
n a  n i ekoľko  krokov .  

3.  1.  Konš t rukc ia  o k ruhu  Q / x / .  U v a ž u jme  po le   Q.  k toré  c h c eme  rozšír iť ,  
a  fo rmá lne  k  n emu  p r i d a jme  j e d e n  ne in te rpre tovaný  symbo l ,  napr ík lad   A*.  Dos t aneme  
tak o b o r  Q[x],  k torý  s a  nazýva  okruh  polynómov  n ad  p o ľ om  Q  N i e j e  t o  n ič  zvláštne,  
v pods ta te  h o  u ž  poznáme .  J e  t o  iný druh  uzav re t ého  sve ta ,  sve t  v k t o rom  sa  odoh ráva  
sčí tanie ,  odč í tan ie  a  násoben ie  po l ynómov .  Ok ruh  sa o d  p o ľ a  od l i šu j e  len  v t om .  ž e  v 
ok ruhu  n emožno  del iť ,   l ebo  de len ím  po lynómov  nemus í  vzn iknúť  po lynóm.  Okruh  
Q[x]  j e  tvo rený  po lynómami   vše tkých možných   s tupňov ,  k torých   koef ic i en t )   patr ia  
d o  p o ľ a  Q :  

Q[x]  =  {ciy  f  cin.\Xn~1  + ... + a\X  + a0]  ci^eQ,  ne/V} 
Zos t ro j en ie  ok ruhu  Q[x]  j e  p r v ým  k r okom  Web e r o v e j  konš t rukc ie .  Ok ruh  Q[x]  sa  líši 
o d  p o ľ a  Q ( a )  j e d n a k  t ým ,  ž e  v ň om  n emožno  del iť ,   a ďa l e j  t ým,  ž e  p rvok  x j e  za t iaľ  
neurči tý ,   k ým   p r vok   a  m á  p re sne   vymedzené   vlastnost i   d a n é   rovn icou ,   k to re j  j e  
ko r eňom.  P re to  v ďa l šom  k roku  konš t rukc ie  t r eba  ok ruh  Q[x]  mod i f i kovať ,  „u š i ť "  n a  
mie ru  p rvku  a .  T o  r ob í  W e b e r  p omocou  p o jmu  ideálu.  

3. 2 .  Konš t rukc ia  ideá lu   U v a ž u jm e  p r vok  a .   k to rý  c h c eme  k po ľu  Q 
pr idať .  V i eme ,  ž e  j e  k o r eňom  urč i t ého  po lynomu .  P r e to  m ô ž eme  namie s to  p rvku   a 

vz iať   po lynóm,   k to rého  j e  ko r eňom,   t e d a   napr ík lad   namie s to   vý razu   V 2   zob rať  

po l ynóm   g(x)  =  x3    2 ,   k to rého  j e   yjl  ko r eňom.   V  p r í p ade   ko r eňov   po l ynomu  
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p ia t eho   s tupňa ,   k d e   u ž   a lgebra i cké   vy j ad r en i e   n i e  j e  mo ž n é ,   z o b e r i eme   p r i amo  
pr í s lušný  ner ieš i t eľný  po l ynóm  (napr ík lad   g(x)  =  *5    6x  +  3 ) .  P omo c o u  p o l y nomu  
g(x)  vy tvo r íme  to ,  č o  Dedek i nd  nazva l  ideá lom.  P o j em  ideá lu  s a  d á  na j l ep š i e  pr ibl íž iť  
n a  p r ík lade  ce lých   čísel ,   k to ré   t i e ž  tvor ia  ok ruh ,   l e bo  c e l é  č í s la   s í ce  m o ž n o  sč í tať ,  
odč í t a ť   a  násob iť ,   a le   n emo ž n o   ich  de l i ť   (nap r ík l ad   7 : 3   n ie   j e   c e l é   č ís lo) .  
Dedek i ndova   idea   spoč íva   v  t om ,   ž e   namie s t o   u r č i t ého   č ís la ,   nap r ík l ad   č ís la   6 ,  
b u d eme  hovo r i ť  o vše tkých  n á sobkoch  šes tky ,  t eda  o  ideál  i 

(6)  =  {6a\aeZ}  =  ( 0 , 6 ,  6 , 1 2 ,  1 2 , 1 8 ,  1 8 , . . . ) .  
P r i t om sku točnosť ,  ž e  č í s lo   6 j e  de l i t eľné  č í s l om 3 ,  s a  d o  j a z y k a   ideá lov  p r emie tne  
t ak ,  ž e  n á sobky  šes tky  sú  a j  n á sobkami  t ro jky ,  t eda   ideál   ( 6 )  j e  p odmnož i n ou   ideálu 
(3) .   S amoz r e jme ,  t o  j e  t r iv iá lne .  Ne t r iv i á lne  n a   teóri i   ideá lov  j e  to ,  ž e  z a   urč i tých 
p odm i enok  m ô ž u  ex i s tovať  ideály ,  k torých  p r vky  n ie  s ú  n á s o b k om  ž i a dn eho  j e d n é h o  
čísla.   Inak  povedané ,  j a z y k   ideá lov  j e  v o  v šeobecnos t i   boha t š í  a k o  j a z y k   čísel .   Ku  
k a ž d ému  číslu v i eme  vy tvor i ť   ideál  t vo rený  v še tkými   j e ho  n á sobkami ,  a l e  z a   istých 

J  J  J  +'  + 

podm i enok  mô ž u  ex i s tovať  a j  ideály,   k to ré   t ak to   vy tvo r ené   n ie   sú .   ideály,   k to rým 
v o bo r e   čísel   n e zodpovedá   ž i adny   p rvok .   A  p r á v e   p r e t o   W e b e r   s iahol   p o   teóri i  
ideá lov .  Nam i e s t o  ce lých  čísel  p racova l   s p o l ynómami ,  a l e  z ák l adná  idea  je  rovnaká  
Podobne  a k o  Dedek ind  pr i radi l  č ís lu   6  ideál   ( 6 ) ,  W e b e r  vzal   všetky mo ž n é  ná sobks  
p o l ynomu  g (x)  a vytvori l   z n ich  ideál  

(g{x))  =  {g (x).f  (x): f (x) e� �>[.v]}  =  (�( .v) . lv ,  g{x).x\  g(x).(x}  +  7.v  f  3),   . . . ) .  
P omocou  t akých to  ideá lov  m o ž n o  skonš t r uovať  abs t r ak tné  ob j ek ty ,  k to ré  sú  n e s e n ím  
rovn íc ,  pre   k to ré  v o  svete  v zo r cov  neex i s tu j e  k las ické   r iešenie .  T a t o  konš t rukc ia   sa 
z ak l adá  na  faktor izáci i .  

3 .  3 .  Faktorizácia  ok ruhu   Q[x]  podľa   ideálu  (#(*)). Web e r o v ým  c i e ľom  bo l o  
vy tvor i ť  rozš í renie  poľa  Q  o p rvok  a ,  k t o rý ' j e  k o r e ňom  p o l y n omu  g( i )   ( ) / n a čm e  to to  
rozš í rené   po le   p í smenom   L  ( n e ch c eme   použ i ť   o zn a č en i e   Q(a),  l ebo   č í s lo   u 
použ ívané  Ga lo i som  nepat r í  d o  j a z y k a  a lgebry) .  N a  to, a b y  Web e r  \ \ t \ o r i l  pole   / 
použ i l  konš t rukc iu ,  k torú b e ž n e  p o z n áme  z  t eór ie  Čísel.  V  e l emen t á r n e j  a r i tmet ike  sa 
as i  k a ž d ý  s tretol   s  t ým,  ž e  a j  k e ď  v  ce lých  č í s lach  n emo ž n o  de l i ť  ( t o  je dôvod ,  p r e čo  
tvor ia  ce lé  č ís la  ók ruh ,   a  n i e  po le ) ,  m o ž n o   v  n i ch  de l i ť  s o  z v y š kom .  T a k  pri  d e l en í  
č í s lom 6 m ô ž em e  dos t a ť  n i ek to rý  z o  š ies t ich z vy š kov  0 ,   1, 2 ,  3 ,  4  a l e b o  5.  Nap r í k l ad  
č í s lo   15  d á v a   pr i   de l en í   6  z vy šok   3 ,   l ebo   15  =  2 . 6   +  3 .  T ú t o  s ku t o čno s ť  mo ž n o  
p re lož i ť   d o  j a z y k a   ideá lov   a  vy tvor i ť   n am ie s t o   j e d n o d u c h ý c h   zvy škov   t akzvané  
zvyškové  t r iedy.  Teó r i a  ideá lov  namie s t o  u rč i t ého  č ís la   n  b e r i e  v še tky  čís la ,  k to ré  sú 
j e h o   n á sobkom,   a  vy tvo r í   z  nich  ideál   ( n ) .   P o d o b n e   n am i e s t o   zvyšku   k  / o b e r i e  
množ i nu  vše tkých  čísel ,  k to ré  d áva j ú  r ovnaký  zvy šok  a k o  k.  T a k  pri  d e l e n í  š ies t imi  
namie s t o  zvyšku  3 b u d eme  hovo r i ť  o z vy škove j  t r i ede  

3 = { 3 +   6 aaeZ)  =  ( 3 ,  3 , 9 ,  9 , 1 5 ,  1 5 , . . . ) .  
Ce l á  konš t rukc ia   s a  d á  u rob i ť  a j  p r e   p r í p ad   p o l ynómov .   J ed iný   rozdie l   je 

v t o m ,  ž e   zvyškových   t r ied  b u d e   omn o h o   v iac .   Web e r o v i   s a   poda r i l o   ukázať ,   ž e  
zvy škové   tr iedy,   k to ré  dos t ane  p omoc o u   ideá lu   (# (* ) ) ,   t vo r i a   po l e  ( t eda   ich  mo ž n o  
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nielen sč í tavať ,  odč í t avať  a  násobiť ,  a le  m o ž n o  ich a j   del iť) ,  p r i čom  to to  p o l e j e  úp lne  
r ovnaké   a k o  po l e   Q{a).  Webe rov i   s a   tak  poda r i l o   vy tvor i ť   po l e   L  b e z   toho,   aby  
opusti l  a lgebru .  Z í ska l  h o  fak tor izác iou  ok ruhu  Q[x]  p o d ľ a  ideálu  (g(x)) ,  t eda  

a k o   sa   t á to   konš t rukc ia   z vykne   označovať .   Symbo l   n aznaču j e ,   ž e   po l e   L  vzn iká  
z ok ruhu   Q\x]  a k o   súbo r   všetkých  zvyškových   tried  pri   de l en í   ideá lom   ig(x)). 
Prvkom,  ktorý   v  poli  L  z o dpoved á  p rvku  a  po ľ a  Q{a)  (k torý  j e  r iešením rovn ice  g(x) 
=  0) ,  je t r ieda 

A'  =  {x  + g{x)fix)\  fix)e  Q[x\)  =  {x  + g(x).2x,  x  + g(x).x2,  x  + g(x).(x'  + 3),  ...}. 
J e   to  zvyšková   t r ieda  p rvku   x .   Tvo r i a   j u   všetky  po l ynomy ,   k to ré   pri  de l en í  
p o l y n ómom   g (x)  d áva j ú  zvyšok   A.  J e j  p rvky  dos t aneme ,   k eď   ku   vše tkým možným  

ná sobkom  po lynomu   g (x)  p r ipoč í t ame   A.  O  tom,  ž e  t r i eda   x  je  sku točne   r iešením 
pr í s lušne j   rovnice ,   s a   mo ž n o   p resvedč i ť   p r i amym  do saden ím   ľubovoľného   p rvku  
te j to  t r iedy d o  pr í s lušne j  rovnice .  

N a   t e j t o   konšt rukci i   v idno   silu  teór ie   ideá lov .   T á t o   teór ia   umožňu j e  
skonš t ruovať   ob jek ty ,   k toré   sú  v  p ôvodnom   jazyku  neuchop i t eľné .   Webe rov i   sa 
podar i lo   skonš t ruovať   abs t rak tný   ob jek t ,   ktorý  m á   p o   f o rmá lne j   s t ránke   všetky 
vlastnosti   po ľ a   Q(ot),  a  teda  ob s ahu j e   a j   r iešenie   p r í s lušného   po lynomu .   T ým t o  

r iešen ím j e  t r ieda  x  . N i e  j e  to  a lgebra ický  vzorec ,  a le  urči tý  súbo r  po l ynómov .  P re to  
Ga lo i sov  výs ledok  o  nerieši teľnost i  rovnice  . r     6.v  +  3  =  0 p omocou  vzo rcov  os táva  
zachovaný .  Webe r o v a  konš t rukc ia  však  v rhá  na  ten to  výs l edok  nové  svet lo .  Ukazu j e ,  
ž e   p rob lém  vlas tne   nie j e   v  rovnic i ,   a le   v  p ros t r i edkoch ,   k to ré   pri  j e j   r iešení  
použ ívame .   K e ď   sa  n ebudeme   o bmedzov a ť   n a   svet  vzorcov ,   každý  algebraicky 
po lynóm sa s tane  v t omto  novom,  abs t rak tnom zmysle ,  r ieš i teľným.  

Web e r   tou to   konš t rukc iou   pr ináša  d o  algebry  konštitutív nu   f o rmu  j a zyka .  
V o  vývine  geome t r i e  konšt i tu t ívna f o rma  j a z yk a  p renáša  ú lohu  konšti tuov ať  objekty 
/  pr ies toru  na   j a zyk .   T ým   sa   oboha cu j e   súbo r   ob j ek tov ,   k toré   tvoria   p redmet  
geomet r ie ,   geomet r i a   z í skava   pr ís tup   k  ob j ek t om ,  k to r é   boli   prv  nepreds tav i teľne ,  

v 

l ebo   ich ex is tenc ia  odpo rova l a  pr ies toru .  Cos i  veľmi  p o d obn é  rob í   v  a lgebře  Webe r .  
Pred   W c b e r om   a lgebra   zak lada la   exis tenciu   svo j ich   ob j ek t ov   n a   možnos t i   ich 
symbo l i cke j   reprezentác ie ,   a  p re to   nebo la   s chopná   vy j ad r i ť   ani   t aké   j e d nodu ch é  
ob jek ty ,  a k o   sú  ko r ene  po l ynomu   R    6A*  +  3 .  W e b e r   tú to   s i tuáciu  zá sadne  mení .  
O s l obodzu j e   a lgebru   od   závis lost i   na   vzorcoch   a  ex is tenc iu   objektov  z a ruču j e  
p omocou  abs t rak tne j  konš t rukc ie .  V o  Webe r ov e j  faktor izác i i  m o ž n o  v id ieť  ana lógiu  
s  R i emannovými   ak tami   r ezan ia   a  l epen ia   ([4],   132138) .  K ým  R iemann  s to tožňu je  
ok r a j e  urči te j  p lochy,  Web e r  s to tožňu je  vše tky ob jek ty ,  k to ré  d á v a j ú  rovnaký  zvyšok  
pri  de len í   ideá lom.   O b a   sú  t o   konš t i tu t ívne   akty ,   k to ré   umožňu j ú   vy tvor iť   nove  
ob jek ty ,  k torých exis tencia  bo la  p red tým zn emožnená  ú z kym  po j a t ím  j a z yk a .  Pr i tom 
Webe r ov  posun  j e  imponu júc i .  K e ď  za   r iešenie  rovn í c  p r i jmeme  abs t rak tné  ob jek t}  
vy tvorené  v p rocese  fak tor izác ie  ( teda  k e ď  p r e j d eme  ku  konšti tutív n e j  f o rme  j a zyka ) .  
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s táva  s a  každý  po l ynóm  r ieš i teľným.  P omocou  f ak to r i zác i e  v i eme  vy tvor iť  abs t rak tný  
ob jek t ,  k torý  j e  k o r eňom  pr í s lušného  po lynomu ,  nezáv i s le  o d  toho ,  k t o r ého  s tupňa  j e  
po lynóm.   P re to   v o   Web e r o v om   po ja t í   s ú   vše tky   po l ynomy   r ieš i teľné.   J e h o  
konš t rukc ia  j e  p r i t om  úp lne  univerzá lna .  N i e j e  t o  špec iá lny  trik f ungu júc i  z a  urči tých 
zvláš tnych  podmienok ,   p r e   n iek toré   špec iá lne   p r ípady .   J e   t o   un iverzá lna   me tóda ,  
k to rá  f u n gu j e  vždy ,  p r e  vše tky  rovn ice  ľ ubovoľného  s t upňa  a j e d n o t n ým  spô sobom .  

4 .  Konceptuálna forma  jazyka:  axiomatické vymedzenie  algebraických 
š t ruk túr   ( od   Web e r a   p o  Noe therovú ) .   V o   s vo j e j   učebnic i   a lgeb ry   [ 8 |   p r ináša  
W e b e r   novú   def in íc iu   p o jmu   g rupy .   J e   to   p r v á   de f in íc i a ,   k to r á   z ah ŕňa   g rupy  
s konečným  a j  s n ekonečným  poč t om  p rvkov .  P r ed  Web e r om  skúmal i  matemat ic i   len 
konečné  g rupy .  T i e  m o ž n o  cha rak te r i zovať  z á konom  o  k rá ten í  (t.j .  pož i adavkou ,  aby  
z o   vzťahu   a .x  =  b.x  vyp lýva lo   a  =  b).  V  n ekon e čnom   p r í p ade  j e   t á to   de f in íc ia  
n epouž i t e l ná  a We b e r  j u  p r e to  nahradi l  pož i adavkou  ex i s t enc ie  inve rzného  p rvku  (t. j. 
pož i adavkou ,   a b y   k u   k a žd ému   x  ex is toval   p r vok   .v"1  t aký ,   ž e   x.x]  =  1).  T á t o  
pož i adavka  s a  použ íva  v  def in íc i i  g r upy  podne s .  Web e r o v ým  mo t í vom  na  rozš í renie  
p o jmu  g rupy  a j  n a  nekonečný  p r ípad  bo l o  to,  ž e  p o j em  g r upy  použ i l  a k o  východ i sko  
pri   def iníc i i   poľa :   „ Z   grupy  vznikne  pole,  keď  sú  v  nej  možné  dva  spôsoby 
kompozície,  z  ktorých  prvý  sa  nazýva  sčítaním,  druhý  násobením  ".  W e b e r   bol  tak 
j e d n ým  z  p rvých  ma tema t ikov ,  ktori   začal i   v id ieť  po l e  tak,  a k o  h o  v id íme  dnes ,  a k o  
g rupu ,  d o  k tore j  j e  z avedená  doda točná  ope rác i a  násoben ia ,  t e d a  v las tne  a k o  spo jen ie  
dvoch   grúp .   T ým   však   z á s adne  men í   vzťah ,   k torý   ex is tova l   medz i   p o jmom   poľa  
a p o jm om  grupy   v  rámci   in tegra t ívnej   a  konš t i tu t ívne j   f o rmy  j a / y k a   V  predoš lých  
š tádiách  bo lo  po l e  sve tom  a  g r upa  bo la  š t ruk túrou  symet r i í  t oh to  sve ta ,  p o j em  poľa  
bol  t eda  prvo tný   a  po j em  g rupy  bol odvodený .  Poved an é   s  Kan tom ,  p o j em  poľa  bol  
p r edpok l adom možnos t i  p o jmu  g rupy .  Web e r  s t iera  t en to  rozdie l   /  hľad iska  nove j ,  
koncep tuá lne j  f o rmy  j a z y k a  sú  vše tky p o jmy  ep i s t emolog icky  r ovnocenné   Po jmy  su 
abs t rak tné   entity',  d e f i nované  s úbo rom  ax ióm .  Jed iné ,  č o  j e  pri   koncep tuá lne j  fo rme  
j a z y k a   dôleži té ,  j e   logická  závis losť   medz i   de f in í c i ami .   A  k eď ž e   def in íc ia   poľa  
predpokladá  pojem  grupy,  Jebo k a ž d é  p o l e  o b s ahu j e  ad i t ívnu  g r upu ,  j e   /  hľadiska  
koncep tuá lne j  f o rmy  p o j em  g rupy  log icky  p rvo tný .  

Zisk ,   k torý   p r ináša  We b e r o v   p r e chod   k u   koncep tuá lne j   f o rme  j a zyka ,  j e  
nespochybni teľný .   Expl ic i tným  fo rmu lovan ím   vše tkých   p odm i enok   v  def in íc iách  
zák ladných   p o jmov   a lgebry   s a   o tvá ra   mo ž n o s ť   j e dno t l i v é   p odm i enky   pos tupne  
zos l abovať   a  dosp i e ť   t ak   k  r ô znym   zovšeobecnen i am .   Nap r í k l ad   z  p o jmu   g rupy  
mo ž n o  vytvor iť  p o j em  g rupo idu  a po log rupy ,  p o jmy ,  k to r é  bo l i  v  p redoš lých  š tádiách 
výv inu  a lgebry  b u ď  úp lne  nemysl i teľné ,  a l e bo  a spoň  om n o h o  ťažš ie  pr ís tupné .  K e ď  
ich  však   n ebudeme  zavádzať  zdo la ,   z ov š eobecnen ím   p r ík l adov ,   a le   z av ed i eme   ich 
zhora ,  obmieňan ím  podm i enok  v  def in íc i i  p o jmu  g rupy ,  z í s k ame  k n im  ľahší  pr ís tup.  
T e d a  p odobn e  a ko  konšt i tu t ívna f o rma  j a z y k a  p r ináša  p r e l om  d o  úp lne  n ového  sveta  
ob jek tov ,  p r ináša  j e h o  koncep tuá lna   f o rma  p r e l om  d o  úp lne   n ového  sve ta  po jmov .  
J a zyk  t ak  p r ebe r á  n a  s eba  ďalš iu  ú lohu ,  ú lohu  vy tvá rať  p o jmy .  V  predoš lých  š tádiách 
vývinu   ma temat iky   s a   používal i   len  „p r i r odzené "   p o jmy ,   podobne ,   a k o   p red  
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konšt i tu t ívnou  f o rmou  j a z y k a   s a   skúmal i   len  „p r i r odzene "   konš t i t uované   ob jek ty .  
Bo l i  t o  po jmy ,  k to ré  p r i rodzene  vyvstal i   v  p r i ebehu  ma t ema t i ckých  bádan í .  Napro t i  
t omu   koncep tuá lna   f o rma  j a z y k a   zač ína   s k úma ť  p o jm y  nezáv i s l e  o d   akéhokoľvek  
p r i r odzeného   kontex tu ,   s k úma   p o jmy   sys temat icky ,   o bm i eňan ím   def in íc i í   u ž  
ex is tu júc ich   p o jmov .   T e n t o   vývin   o p ä ť   n i e  j e  špec i f i cký   len  p r e   a lgeb ru   a  j e h o  
para le la   s a   o b j a v u j e  a j   v  topologi i ,   k d e   s a   p o t om ,   a k o   bo l   p o j em   topo log i ckého  
pr ies toru   ax iomat i cky  de f i novaný ,  r o d í  c e l á  p l e j áda  r ô znych  t ypov  pr ies to rov     T 0 ,  
T j ,  T 2 ,  T 3 ,  T 4 ,  Z k to rých  v iaceré  dov t edy  n i koho  n enapad l o  s kúmať .  T e d a  obmieňan i e  
podm i enok   v  def in íc iách   zák ladných   p o jm o v   s a   nev i aže   len  n a   a lgebru .   J e   t o  
všeobecný   rys   koncep tuá lne j   f o rmy  j a zyka .   Koncep tuá lna   f o rma  j a z y k a   posky tu j e  
s l obodu  v t vo rbe  po jmov ,  a k á  bo l a  p r v  nepreds tav i teľná .  

5.  Zhrnut i e  výv inu  a lgebry .  V o  výv ine   a lgeb ry  s a  n ám   poda r i l o   rozl íš iť  
š tádiá,   k to ré   s a   líšia  v  t om ,  č o  n a   nich  z n amená   r ieš iť   a lgebra ickú   rovnicu .   Rieš iť  
rovnicu  v j edno t l ivých  výv inových  š tád iách  a lgebry  z n amená :  

a )   Nájsť  regulu,  t eda  p rav id lo  zap í sané  ve tami  p r i r odzeného  j a zyka ,  k to ré  umožňu j e  
vypoč í t ať  ko reň  rovnice .  

b)   Nájsť  formulu,  t eda  vý raz  symbo l i ckého  j a zyka ,  k to rý  umožňu j e  vyjadriť  koreň  
rovn ice   p omocou  j e j  koef ic ien tov ,   š tyroch  č í se lných   ope rác i í   a  odmocňovan i a .  
Pritom  j e dno t l i v é   znaky   v o   fo rmu le   ko r e špondu j ú   s  k rokmi   výpoč tu ,   t akže  
f o rmu l a  j e  z áp i som reguly .  

c )   Nájsť  rozklad  formy,   t eda   po l ynóm   vy j ad ru júc i   rovn icu   v  kanon i ckom  tvare 
rozložiť  n a  súčin   l ineárnych č lenov .   Pritom  k a ždý  č len   toh to  rozk ladu  obsahu j e  
fo rmulu   vy j ad ru júcu  j e d e n   koreň ,   t akže   rozk lad   v las tne   d áva   t o ľko   fo rmúl ,  
ko ľkého  s tupňa  j e  rovnica .  P re to  r iešiť  rovn icu  z n amená  ná j s ť  vše tky korene ,  t eda  
p re  rovn icu  ntého  s tupňa  ná j s ť  vše tkých   n  r iešení .  

d)   Nájsť  rezolventu,   t eda  d aný  p rob l ém   previesť  p omocou  vhodne j  subst i túcie   na  
p omocnú  ú lohu n ižš ieho  s tupňa.  Pritom  ked '  vy r i e š ime  p omocnú  rovnicu ,  spätnou 
subst i túciou  do s t ávame   r iešenie   p ôvodn ého   p rob l ému .   Ok r em   r iešen í   d an e j  
r ovn i ce  však dos t ávame  a j  čís la   s  n imi  a soc iované .  T e d a  v p r í p ade  rovn ice  /7tého 
s tupňa  dos t aneme  v o  všeobecnos t i  n\  ve l ič ín .  

e)   Nájsť  rozkladové  pole,   t eda   pos tupne   zostroj iť   po l e   Q(a.\,...  otn)  ob s ahu júce  
vše tky ko rene  rovnice .  Pritom  j edno t l i vé  k roky  konš t rukc ie  p r i amo  ko r e špondu jú  
s  pr ís lušnými  rezo lven tami .  

f )   Nájsť  faktorizáciu  grupy   symetr i í   poľa   a „ ) ,   t e d a   g rupu   symet r i í  
rozložiť  n a  sys tém b lokov .  Pritom  f ak to r i zác ia  g rupy  ko r e špondu j e  s  r ozk l adom 
poľa   n a   j edno t l i vé   rozš í renia ,   a  t ak   z o   znalos t i   f ak to r i zác ie   g r upy   mo ž n o  
u sudzovať  n a  konš t rukc iu  p r í s lušného  poľa .  

g )   Vytvoriť  faktorizáciu  okruhu   Q[x\  podľa   ideálu  (#(*)),   t eda   n á j s ť   t r iedy 
rozk ladu   ok ruhu   po l ynómov   p od ľ a   ideá lu   p r i s l úcha júceho   d a n ému   po lynomu .  
J e dn a   z  t r ied j e  h ľ adaným r iešen ím rovn ice ,   a  t ak  m ám e  un iverzá lny  pos tup  na  
r iešenie  ľubovoľne j  a lgebra icke j  rovnice .  
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6.  Porovnanie   vývinn  algebry   s  výv inom  geometrie .   Doteraz  sme  sa 
pohybova l i  n a  p ome rn e  b e zpečne j  p ô d e  h i s to r ických  rekonš t rukc i í .  N a  z áve r  s ta te  by  
sme   však   radi   predloži l i   n a   d i skus iu   n i e ko ľko   myš l i enok   všeobecne j š i eho  
ep i s t emolog ického   charak te ru .   Ich  c i e ľ om  j e   p o d a ť   j e d n o t n ý   výk lad   e p i s t emo 
logických zmien ,  k toré  s a  odohra l i  v d e j i n á ch  geome t r i e  a a lgebry .  P r e t o  s a  us i lu j eme  
v o   vývine   a lgebry   a  geome t r i e   n á j s ť  urč i tú   spo ločnú   s chému .   Či ta teľovi ,   k to rého  
z au j íma j ú   p redovše tkým  de j iny   tých to   d isc ip l ín ,   s a   m ô ž e   z d a ť   hľadan ie   t ake j to  
s chémy   nep r i rodzené   a  n á š   výk lad   m u  m ô ž e   p r i p adať   a k o   nás i lná   snaha   vše tko  
v tesnať   d o  j e d i n ého   vzorca .   A l e   to  j e   n epo ro zumen i e   z áme ru ,   k torý   s l edu j eme .  
N em ám e  ž i adnu  vop red  danú  s chému   a  nič  d o  n i č oho  nev t e snávame .  P r áve  naopak ,  
de j iny   geomet r i e   a  a lgebry   sú   p r e   n á s   ma te r i á lom,   ana lýzou   k to rého   sa  c h c eme  
dop racovať   k  h lbše j   ep i s t emolog icke j   rov ine ,   k to rá   p r e s ahu j e   vývin   j edno t l ivých  
discipl ín .   Schémy ,   k to ré   použ ívame ,   s lúž ia   iba  n a   p r ehľadne j š i e   uspor iadan ie  
h i s tor ického mater iá lu   a  n a  zvýraznen ie  zák l adných  ep i s t emolog ických  spec  i í i k  toho  
k to rého   obdob ia .   S ú   t o   t eda   iba  ná lepky ,   k to r é   m a j ú   p omô c ť   o r i en tovať   sa  v 
nesmie rne   z lož i tom  mater iá l i .   H l avným   c i e ľom  n á š ho   úsi l ia   j e   op í s a ť   zák ladné  
ep i s t emolog ické  zmeny ,  ku  k t o rým  do š l o  v d e j i n á ch  ma tema t iky .  

6.  1.  Niekoľko  doplnení  schémy  vývinu  formy  jazyka.   Výklad  de jm  
a lgebry   ukázal ,   ž e   me t ódy   f o rmá lne j   ep i s t emolog ie   n ie   sú   v iazané   na   j a / \ k  
geomet r ie ,  kde  boli  pôvodne  ob j avené ,  a le  ž e   ich m o ž n o  použ i ť  a j  n a  a n a l y / u  vývinu 
symbol i ckých  j a z ykov .  Nap r i ek  t omu ,  ž e  ce lkový  výv in   jazyka algebrv  sa  \  h rubveh  
rysoch  zhodova l   s  výv inom j a z y k a  geomet r i e ,   k torý  s m e  zhrnul i  d o  tabuľky  \  ( |  l | .  
145), vyskytl i  s a  a j  odl išnost i ,  k toré  si z a s luhu jú  pozo rnosť .  Ana lýza  \ y v i n u  algebrv 
tak  pr ináša  možno s ť  upresnen ia  na še j  koncepc ie .  

As i  na jdô lež i te j š ím p r ínosom ep i s t emo log i cke j  r ekonš t rukc ie  vvvinu algebrv 
j e  ob jav  koordinatívnej  a  kompozit ívnej  formy jazyka   Y  dej inách geometrie  sa 
t ieto  f o rmy  viažu  na  d ie lo  G iovann iho  Sacche r i ho  ( 1667 1733 ) ,  respekt íve  Johanna  
Lambe r t a   (17281777) .   K eďž e   sa   v o   výv ine   neeuk l i dovske j   geome t r i e   zasadnv 
p re lom  podari l   a ž   o  generác iu   neskôr   Gaus sov i ,   Bo lya imu   a Lobačevskemu .   pri 
výk lade   de j ín   geomet r i e   sme   sa   obmedz i l i   n a   ana lýzu   Lobačev ského   diela ,   kým 
Sacche r iho   a  Lambe r t a  sme   vynechal i .  De j i ny  a lgebry   n á s   tak  upozorn i l i   n a   to,  ž e  
rekonš t rukciu  výv inu  geomet r i e  b u d eme  mus i e ť  dop ln i ť   o výk lad  d ie la  Sacche r iho  a 
Lamber t a .  

V 

Ďa lš ia  zm e n a  spoč íva  v  t om ,  ž e  medz i  konš t i tu t ívnu   a  l ingvist ickú  fo rmu  sa  
uka zu j e  a ko  vhodné  v lož iť  koncep tuá lnu  f o rmu  j a z yka .   V  de j i n á ch  geome t r i e  sme  
koncep tuá lnu   f o rmu   vynechal i ,   l ebo   sm e   Hi lbe r tove   Základy  geometrie,  k toré   sú 
p r ík l adom koncep tuá lne j  f o rmy ,  zaradi l i  d o  l ingvis t ickej  f o rmy .  Lingvis t ickú   fo rmu  
charak te r izu je  nás tup  teór ie  množ í n   a  Hi lber t  použ íva  t e rmín  množ ina .  Pri   s pä tnom 
pohľade   s a   však   ukazu je ,   ž e   Hilber t   nepouž íva   p o j em   množ i ny   v  j e h o   p lne j  
ep i s temolog icke j   si le  ( t ransf in i tná   indukcia ,   a x i óma   výbe ru   ...),  a le   použ íva   iba 
t e rmín   množ iny   n a   označen ie   súbo rov   bodov ,   p r i amok   a  rovín   v  pr ies tore .   Pre to  
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Základy  geometrie  j e  vhodne j š i e   z ah rnúť   d o   koncep tuá lne j   f o rmy .   V  a lgebře  j e  
rozdie l   medz i   koncep tuá lnou   a  l ingvis t ickou  f o rmou   j a sne j š í ,   l ebo   We b e r  
(preds tav i teľ  koncep tuá lne j  f o rmy )  patr í  e š t e  d o  p r e dmnož i nove j  ma temat iky .  

N a v r h u j eme  t iež  zmen i ť  názov  l ingvis t ickej  f o rmy  j a z yk a .  A k o  sme  uviedli ,  
j e  t o  f o rma  j a zyka ,   k to rá  s a   v iaže   k  teóri i   množ í n   ( [4] ,   142145) .  Označ i l i   sm e  j u  
t e rmínom l ingvist ická fo rma ,  l ebo  p r e  f o rmu  j a z y k a  t eó r i e  množ í n  j e  charakter i s t ické  
vytvor iť   urči tý ob j ek t  (t.j .  množ inu   {x;  cp(jt)}) p r e  k a ždú  sp r ávne  u tvorenú   fo rmulu  
cp(.v). T e d a  a koby  v  teórii  množ ín  dochádza l o  k  aktual izác i i  c e l ého  j a zyka ,  a koby  sa 
ob j ek t om  s ta lo  všetko,  č o  mo ž n o  pros t r i edkami  j a z y k a  op ísať .  U v e d omu j eme  si  však,  
ž e  s lovné  spo j en i e  l ingvist ická f o rma  j a z y k a  n i e j e  na j šťas tne j š ie .  Pre to  n av rhu j eme  v 
s p o j e n í  ,,aktualizácia  celého  jazyka"  p ren iesť  d ô r a z   z  j a z y k a  n a   aktual izáciu ,   t eda  
f o rmu  j a z y k a  pr i s lúcha júcu  k las icke j   teóri i   množ ín   n a zva ť  ak tua l i zu júcou  f o rmou  
j a zyka .  Opro t i  koncep tuá lne j  f o rme  j e  tu z á s adný  rozdie l   v t om ,  ž e  ked1 koncep tuá lna  
f o rma  u chopu j e  urči tý  ce lok ,   ten to  j e  konš t i tuovaný  v ž dy  urč i tým p o jmom .  Naprot i  
t omu  k eď  teór ia  množ ín  ak tua l i zu je  urči tý  ce lok ,  t . j .  k e ď  urči tý s úbo r  u chopu j e  a ko  
j e d e n   ob jek t ,   t en to   celok  j e   konš t i tuovaný   iba  s amo tným   ak tom.   P rvky   urči tej  
množ iny  nemus í  s p á j a ť  ž i adny  spo ločný  po j em .  

Pos l edným dop lnen ím  vývinu  f o rmy  j a z y k a  j e  z aveden i e  n ov e j  f o rmy ,  ktorá  
z  ep i s t emolog ického   hľad i ska   z j e d no cu j e   ne š t anda rdné   mode l y   ar i tmet iky,  
neš tandardnú   ana lýzu   a  a l ternat ívnu  teóriu  množ ín .   N a v r h u j eme   nazvať   j u  
a l t ernujúcou  f o rmou  j a z yka .  J e j  zák lad   spoč íva   v  t om ,  ž e  namies to   in t endovane j  
interpretácie  j a zyka ,   k to re j  aktual izác iu   p r ináša  p redoš l á   f o rma ,  d o ch ád z a   k  zmene  
te j to  in terpretácie   a j a zyk  sa  chápe  n a  p o z a d í  a l t e rna t ívne j  in terpre tácie .  T á t o  f o rma  
j a z y k a   však  u ž   p r e s ahu j e  obsah   na še j   s tate  a  u v ád z ame  j u   iba  kvôl i   úplnost i .   J e j  
význam sa  p r e j avu j e  pri d ôkaz e  rôznych  tv rden í  z me tama t iky .  

6. 2. Zjednotenie vývinu formy  jazyka   v geometri i   a  algebře.  Dôležitým 
a spek tom vo  vývine  geomet r ie ,  k torý   v a lgebře  n emá  obdobu ,  j e  p rav ide lné  s tr iedanie 
impl ic i tnej   a  expl ic i tne j  f o rmy  j a zyka .  K ým   v  geomet r i i   k a ž d á  f o rma  ex i s tu je   len  \ 
týchto  dvoch  podobách   ([4],   108149) .   v  a lgeb ře  j e  s i tuácia  n e pome r n e  zloži tejš ia .  
K eď  sa poz r i eme  n a  vývin a lgebra icke j  symbol iky ,  v id íme ,  ž e  j e  t o  poma ly  proces ,  
t iahnuci  s a  od  Reg iomon t ana  p o  Descar ta .  S k ô r  a k o  o  z a budovan í  impl ic i tne j  f o rmy  
j a z yk a  d o  j a zyka ,   a k o  j e  t o   v  geomet r i i ,   tu  m o ž n o  hovo r i ť   o p roce se   pos tupného  
zvecňovan ia  j a zyka .   K e ď   si  uv edomíme ,   ž e   sve t   g eome t r i e  j e  d a ný   v  odkrytost i  
z raku ,  k ým   sve t   a lgebry   s a   rod í   zvecňovan ím  moto r i ckých   s chém,  j e  t en to   rozdiel  
p r i rodzený .  Z raku  j e  tot iž   sve t  odkry tý   v j e h o  cel is tvost i ,   a  p r e to  zmen a  odkrytost i  
mu s í  m a ť  povahu  zmeny  geštal tu.  Nap ro t i  t omu   sve t  a lgeb ry  j e  n ám  daný  vždy   len 
f ragmentá rne ,  p o zn áme   len  tie j e h o  „mies ta" ,   ktoré  sm e   si  „ohmatalľ*,  p o zn áme   len 
tie  „chodby" ,   k torými   sme   „prešl i" .   Ob j avovan i e   n ov e j   f o rmy  j a z y k a   tu  p reb ieha  
pos tupne ,  a  tak n emá  a ani  n emôž e  m a ť  povahu  zmeny  geš ta l tu .  

Kontras t   sve ta   odk ry t ého   z raku   a  sve ta   konš t i t uovaného   zvečnen ím  
motor ických   s chém  umožňu j e  ob j a sn i ť  a j  ďa l š iu   zv l á š tnosť   a lgebra ických   textov.  
K e ď  sa   poz r i eme  n a  Ca rdanovu   knihu   Ars  Magna  [1] .  v id íme ,  ž e  vedľa  s eba  s to ja  
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f r agmen ty  pa t r iace  d o  rôznych   f o r i em  j a zyka .   C a r d a n o   u v ád z a   regulu   n a   r iešenie  
rovn ice   t re t ieho   s tupňa ,   č o   s p ad á   d o   perspek t iv i s t i cke j   f o rmy   j a z yk a .   Pri  j e j  
odvodzovan í   v š ak   použ íva   subs t i túc ie   a  úp ravy ,   k to r é   s ú   typ ické   p re   p ro jek t ívnu  
f o rmu .  A  navyše  p r i  svo j i ch  vý skumoch  naraz i l  n a  o dmocn i nu  z o  z ápo r n ého  čís la ,  č o  
j e  z á rodok  na s l edu júce j  f o rmy  j a z yk a .  T e d a  a k oby   v  a l geb r a i ckom tex te  vedľa  s eba  
spočíva l i  f r agmen ty  pa t r i ace  k r ô z n ym  f o rmám .  Z h ľad i ska  mo to r i ky  j e  t o  p r i rodzené ,  
l ebo  k e ď  p o z n áme  urč i tú   ces tu ,  p o  k t o r e j  b e zp e čne  d ô j d em e   z  j e d n é h o  mies t a   n a  
d ruhé ,   m ô ž em e   j u   použ ívať   a j   p o t om ,   a k o   v ed ľ a   n e j   vyrás t la   s i eť   nových ,  
mode rne j š í ch  d iaľnic .  Nap ro t i  t omu  v  geomet r i i  j e  koex i s t enc ia  vý r azov  patr iacich  k 
r ôznym f o rmám  j a z y k a  nemys l i t eľná .  N i e  j e  mo ž n é  n á j s ť  ob r á zok ,  k t o r ého  j e d n a  č a s ť  
b y  bo l a  euk l idovská  a  iná b y  bo l a  neeuk l idovská .  K e ď  f o rma  j a z y k a  f i xu j e  odkry tosť  
sveta ,  odkry tý  j e  sve t  a k o  ce lok  a vše tky j e h o  čast i  mus i a  z a p a d a ť  d o  n ov e j  fo rmy .  

T e n t o  rozdie l  j e  dô lež i tý  p r e  koncepc iu   f o rmá lne j  ep i s t emolog ie .  Ukazu j e ,  
ž e   implici tná  a  expl ic i tná   p o d o b a   urč i te j   f o rmy  j a z y k a   sú   len j e j  d v e   formulác ie .  
Z h odou   oko lnos t í   v  geometr i i   ex i s tu jú   len  t ie to   d v e   a  s t r i eda jú   s a   s o   s t r iktnou 
prav ide lnosťou .  T o  n á s   zv ied lo   k  p r edpok l adu ,   ž e   dynam ika   s t r iedania   exp l ic i tne j  
a  impl ic i tne j  f o rmy  j a z y k a  tvor í  j a d r o  ob jek tác i í .  V  a lgeb ře  však  ex i s t u j e  k a ždá  f o rma  
j a z y k a   v o   v iacerých   podobách ,   tvor iac ich   v i a c mene j   spo j i tý   p rechod   od  
f r agmen t á rne j   c e z   impl ic i tnú  a ž   k  exp l ic i tne j   p odobe .   Navyše ,   a j   p o   p rechode  
k expl ic i tne j   p odob e   urč i te j   f o rmy  j a z y k a   v  n e j  m ô ž u   p r e t rvávať   r ôzne   f r agmen t )  
p redoš lých  fo r i em.  P re to  s a  zdá ,  ž e  s t r iedanie  impl ic i tne j  a  exp l ic i tne j  f o rmy  urč i tého  
j a z yk a   s a   ne týka   objek tác i í ,   a le  j e   to   iba  s t r iedanie   r ôznych   formulác i í .   Polari ta  
impl ic i tne j  a expl ic i tne j  p odoby  f o rmy  j a z y k a  tak z ak l adá  dynam iku  r e  fo rmulácu  \ o  
výv ine  geomet r ie .  

Pre to  s a  z d á  by ť  úče lné  p o j a ť  p o j em  f o rmy  j azyka   širšie   a  zah rnúť  d o ňho  
a ko  implici tnú,  tak a j  expl ic i tnú  podobu  urč i te j  f o rmy .  T e d a  exp l i c i tnú   a  impl ic i tnú 
podobu nebudeme už ďalej  považovať za  rôzne formy jazyka ,  ale jednoducho / a  
d v e   fo rmulác ie  j e d n e j   fo rmy .   Ked '   s a   pri   výk l ade   de j í n   a lgebry  j a s n e   uka / a l o ,  / c  
s t r iedanie   impl ic i tne j   a  expl ic i tne j   p odoby   f o rmy   j a z y k a   sa  ne tyká   ob j ek i acu ,  
vyvs táva  o tázka ,  č o  zak ladá  dynamiku  ob jek tác i í .  Skôr ,  a k o  s a  pokús ime  zodpovedať  
tú to  o tázku ,  z h r ňme  si do te ra j š i e  pozna tky  d o  p r e h ľ adn ého  d i ag r amu .  V  d i ag r ame  sa 
o tvá ra  dynamika  nového  d ruhu ,  dynamika ,  k to rá  bo l a   v  d e j i n á ch  geome t r i e  prekry tá  
s t r iedaním  impl ic i tne j   a  expl ic i tne j  p o doby  urč i t e j  f o rmy  j a z y k a .  K e ď  abs t r ahu j eme  
o d  týchto  re  formulác i í ,  v id íme ,  ž e  v h r e j e  tu  napä t i e  med z i  s ingu lá rnou   a  p lurá lnou  
f o rmou  subjekt ivi ty .  T a k  pe r spek t íva  ob jav i l a  h ľad i sko ,   z  k t o r ého  r ep r ezen tu j e  svet ,  
k ým   pro jek t ívna   f o rma   pr ináša   plural i tu   hľad í sk   a  p omo c o u   p remie tan ia   op i su j e  
p r echody  medz i  n imi .  P odobn e  in terpre ta t ívna  f o rma  pr in ies la  pevný   interpreta t ívny 
r ámec ,   k ým   integrat ívna  f o rma   p r ináša   plural i tu   in terpre tác i í   a  snaž í   s a   rôzne  
in terpre tácie  z j edno t i ť  d o  ce lku .  
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P R O  J E K T I V  N A 

F O R M A  

K O O R D I N Á T  f V N A  

F O R M A  

K O M P O Z I T I V N A  

F O R M A  

K O N Š T I T U T Í V N A  

F O R M A  

I N T E G R A T I V N A  

F O R M A  

A K T U A L I Z U J U C A  

F O R M A  

K O N C E P T U A L N A  

F O R M A  

A L T E R N U J U C A  

F O R M A  

I N T E R P R E T  A T I V N  A 

F O R M A  

P E R S P E K T I V  I S T I C K Á  

F O R M A  

6. 3. Zmeny  formy  j azyka  a výv in  subjektivity.  N a  záver našich analýz sa 
pokú s ime  z j e d no t n é ho  hľad i ska  vy lož i ť  r ekonš t rukc iu  de j ín  a lgebry  , de j ín  geome t r i e  
([4] ,   108149)   a  urč i tých  a spek tov   de j í n   mal ia r s tva   [5] .   Geome t r i a   p reds t avu je  
ob lasť ,  k d e  sm e  objavi l i  p o j em  f o rmy  j a z yk a .  Pr i  p r eno s e  n á š h o  apará tu  d o  oblas t i  
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a lgebry   [6]  sm e  s a  opiera l i   o  urč i té   ep i s t emolog ické   para le ly  med z i   tými to  d v oma  
ob lasťami   matemat iky .  Nap r í k l ad  Web e r o v a   fak to r i zác ia  ok ruhu  po l ynómov  podľa  
urč i tého   ideálu j e   z  ep i s t emo log i ckého   h ľ ad i ska   p r í buzná   s  R i emannovou   ideou 
rezan ia   a  lepenia   p lôch   v  geomet r i i .   F o rmu  j a z y k a   spo ločnú   t ýmto  d v om   teór iám 
mo ž n o  označ i ť  t e rm ínom  konšt i tu t ívna  f o rma ,  l ebo  v  o b o ch  p r ípadoch  j a z yk  p rebe rá  
ú lohu konš t i tuovať  ob j ek ty  teór ie .  Pr i  p r e c hode  od  geome t r i e  k mal ia rs tvu  sa parale la  
zak lada la   n a   podobnos t i a ch   v  t vo rbe   rep rezen tác ie   skutočnos t i .   Napr ík lad  
reprezen tác ia   ob j ek t ov   p omo c o u   s impl ic iá lnych   komp l exov   v  kombina tor ické)  
topologi i   v  m n o h om  p r i pomína   kubis t ický  rozk lad   ob j ek t u  n a  e l emen tá rne   formy.  
Samoz r e jme ,  para le la  tu u ž  n ie  j e  tak  p e vn á  a k o  medz i  a lgeb rou   a geomet r iou ,  k toré  
sú o b e  ma tema t i cké  teór ie   a  k d e  čas to  ten  istý ma t ema t ik  t vo r ivo  pracova l   v  oboch  
(Euler ,  Gauss ,  Hi lber t   ...). A l e  n a  d r uhe j  s t rane  n emo ž n o  pop ie rať ,  ž e  ex i s tu j e  určitá 
p r íbuznosť  v  spôsobe ,  a k o  kub i zmus  a a lgeb ra i cká  t opo lóg i a  vy tvára jú  svo j e  objek ty .  
T a k  sa  vďak a  geome t r i ckému  medz ič l ánku  kub i zmus  dos ta l  d o  v / ť a h u  a j  s a lgebrou .  
A l e  k ým   v j edno t l i vých  oblas t iach ,  uvažovaných   samos ta tne ,  j e  vývin   fo rmy  j a / yka  
pome rne   j a s ný ,   k e ď   t ak to   po s t av íme   d o   para le ly   de j i ny   a lgebry ,   geomet r i e  
a mal iars tva ,  vyná r a  s a  o tázka ,  č o  z j e d no c u j e  t ie to  výv i nové  p rocesy .  Domn i evame  
sa,  ž e  t ým  spo ločným zák l adom,   ktorý  v i a c mene j  p r i rodzene   z j e dnocu j e  vývinové  
línie spomenu tých  t roch oblast i ,  j e  vývin ep i s t em ického  sub jek tu .  

# 

A k oby  ľavý  s t ĺpec n a š e j  s c h émy  preds tavova l  o k am i h )   z rodu  n o \ é h o  d ruhu  
subjekt iv i ty ,   z rodu   nove j   skúsenos t i   s e ba   Napro t i   t omu   f o r rm   jazyka  s to jace  
v p r avom  stĺpci  vnáša jú   d o   t e j t o   skúsenos t i   seba   plural i tu ,   p r ináša jú   s k ú s e n o s ť  
i n é ho .   Perspek t íva   vy j ad ru j e   to,  a k o   ja  v i d ím   sve t ,   p omocou   p ro jek t ívne j   l o n m  
mô ž em  pochop iť ,  a k o  vidí  svet   iný.  Koord ina t ívna  f o rma  vy j ad ru j e  to, a k o  jo  vnašam 
por i adok  d o  svo j e j  skúsenost i ,  k ým  kompoz i t í vna  f o rma  umo ž ň u j e  z ladiť  a l ternat ívne 
por iadky   iných.  In terpreta t ívna  f o rma   vy j ad ru j e   to,   a k o   ja  r o zumiem   svo j e j  
skúsenost i ,   integrat ívna  f o rma   mi   posky tu j e   možno s ť   po r o zumi e ť   skúsenost i  
druhého.  Konšt i tu t ívna  f o rma  vy j ad r u j e  to,   a k o  ja  konš t i t uu j em seba ,   koncep tuá lna  
f o rma   m i   odk rýva   možno s ť   po r o zumi e ť   sebakonš t i túc i i   iného  T e d a   dvnamika  
v  rovine  objektáciíjc  dynamikou  stretaniu  sa  so  s e bou  a s t re tan ia  s a  s  in)  m 

Pr i tom uvedený  d i ag ram ukazu je ,  ž e  ces ta  k s e b e  v ed i e  c e z  iného.  N a  to, aby  
s om  sa  moho l  s o  s ebou   s t re tnúť   v  koord ina t ívne j  r ov ine  a k o   s  nos i t e ľom  por iadku  
sve ta  a  odk ryť  svo ju  neodňa t e ľnú  s lobodu  sub jek tu  ( č o  j e  asi  j a d r om  karteziánskeho 
zmocnenia  sa  seba),  mus ím   sa  nap r ed  s t re tnúť   s  iným  v  r ámc i   p ro j ek t ívne j  formy,  
nauč iť  s a  v id ieť  svet  očami  d ruhého ,  a t ým  sa  o s l obod i ť  o d  egocen t r i cke j  perspekt ívy.  
P odobn e  n a  to ,  aby  s om  sa  moho l  s o  s ebou   s t re tnúť   v  in te rpre ta t ívne j  rov ine  a k o   s 
nos i t e ľom  hodnô t   a  hodno tove j   in terpre tácie   sku točnos t i   ( č o   j e   asi  j adrom 
romantického  precítenia  seba),  mu s ím   sa   nap r ed   s t re tnúť   s  iným  v  rámci  
kompoz i t í vne j  f o rmy  a  nauč iť  sa toleranci i  a l te rna t ívnych  po r i adkov .  Podobne  na  to,  
a b y  s om  sa  moho l  s t re tnúť  s o  s ebou   v  konš t i tu t ívne j  rov ine ,  a k o   s  nos i t e ľom svo j e j  
exis tencie   ( čo  j e   asi   j a d r o   existenciálnej  odcudzenosti  seba),  mus ím   sa  napred  
s t re tnúť   s  iným  v  integrat ívnej   rov ine ,   mu s ím   pochop i ť   z ák l adnú   ekv iva len tnosť  
vše tkých  interpretáci í   sveta .   A ž   k e ď   s a   o s l obod ím   o d   poci tu   samozre jmos t i  
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(pr i rodzenos t i ,   správnost i   ...)  s vo j e j   . interpretácie  sve ta   a  nauč ím   s a   in tegrovať  
ž ivotnú   skúsenosť   d r uhého   d o   spo ločného   ľudského   úde lu ,   a ž   p o t om   s a   mô ž em  
s t re tnúť  s o  s ebou  a k o  s ex is tenc iou .  

B e z  s t retnut ia   s  iným č loveku  h roz í  uv iaznut ie  n a  pov rchu  seba ,  uviaznut ie  
v o  v rchných  vrs tvách v las tne j  subjekt iv i ty .  A l e  p la t í  t o  a j  naopak .  Každému  stretnutiu 
s  iným mus í  p r edchádzať   s t retnut ie   s o  s ebou .  N a  to ,   aby   s om   sa  moho l   s t re tnúť   s 
iným  v  p ro jek t ívne j  rov ine  a k o  s  nos i t e ľom a l te rna t ívneho  poh ľ adu  n a  sve t   a  odk ryť  
tak  plural i tu  vízi í  sve ta  ( č o  j e  as i  j a d r om  manieristickej  fascinácie  iným),  mus ím  sa  
nap r ed  s t re tnúť  s o  s ebou   v  r ámc i  perspek t iv i s t i cke j  f o rmy  a  nauč iť   sa  v id ieť  svet  z 
p evného  hľadiska .  P odobn e  n a  to ,  a b y  s om  s a  moho l  s t re tnúť  s  iným v kompoz i t í vne j  
rov ine  a ko  s o  z á s t ancom a l te rna t ívneho  po r i adku  sve ta  ( č o  j e  asi  j a d r om  osvietenskej 
tolerancie  iného),  mu s ím  sa  nap r ed  s t re tnúť  s o  s e bou  v r ámc i  koord ina t ívne j  f o rmy  a 
nauč i ť   s a   podr i ad i ť   sve t   p e vnému   po r i adku .   P odobn e   n a   to,   a b y   s om   sa   moho l  
s t re tnúť  s  iným v  integrat ívnej  rov ine  a k o  s nos i t e ľom a l te rna t ívnych  hodnô t  ( čo  j e  asi 
j a d r o   pozitivistického  skúmania  iného),  mus ím   sa   n ap r ed   s t re tnúť   s o   sebou   v 
in terpreta t ívnej  rov ine  a k o  s nos i t eľom hodno t ove j  in terpre tác ie  skutočnost i .  

T á t o  dynamika  pren ikan ia  d o  stále  h lbš ích  vrs t iev subjekt iv i ty  j e  zák l adom 
ako   de j ín   geome t r i e   či  a lgebry ,   tak   a j  v e ľke j   čast i   z á p adn e j   civi l izácie .   V  t omto  
zmys le   sú  de j iny   a lgebry   súčasťou   v š eobecne j   ľudske j   skúsenos t i ,   p odobne   ako  
de j iny   li teratúry  či  mal iars tva ,   a  ich  š túd iom mô ž eme  odha l i ť  m n o h o  nového   o  nás  
s amotných .  T eó r i a  vývinu  ep i s t emického  sub j ek tu   tak  v rhá  n ov é   svet lo   na   diskusie  
o h ľ adom   smrt i   sub jek tu .   T abu ľk a   ukazu j e ,   ž e   len  v  de j inách   a lgebry   od   al
Chwá r i zm ĺho  p o  Noe the rovú   sa   vyskyt lo  o s em   rôznych  d r u hov   subjekt iv i ty .  H r o b  
subjektu  j e  teda ma sovým  hrobom.   Preto  hlásatel ia   tézy,  ž e  subjek t  j e  mŕtvy,   by 
svo ju  tézu mal i  p r i na jmenšom pre lož iť  d o  p lurá lu .  

7. Záver e čné  poznámky .  N a  z áve r  s ta te  eš te  p r i po j íme  n i ekoľko  poznámok  
o  vzťahu naš ich  ana lýz  k  logike,  no rma t ívne j  ep i s temolog i i  a d ia lekt ike .  

7.  1.  Vývin  algebry  a  otázka vývinu pojmov.  Sedem štádií  (štádiá   a  až f .  
uvedené   v  p ia te j  časti  s ta te)  p r eds t avu je  pod ľ a  n á šho  názo ru  s edem  štádi í  v o  výv ine  
p o jmu   „r iešiť   a lgebra ickú   rovn icu" .  N a  j e d n e j   s t rane   sú   t ie to   š tádiá   dos ta točne  
odl í šené ,   t akže   ich  so tva  mo ž n o  p ov a žov a ť  z a  r ôzne  exp l ikác ie  t o ho   is tého po jmu .  
Každému   š tádiu   to t iž   z odpoved a j ú   špec i f i cké   č innost i ,   n a   z ák l ade   k torých   mo ž n o  
pr ís lušné  š tád ium odl íš iť  od  os ta tných .  Rozk l ada ť  g r upu  symet r i í  j e  čos i  z á s adne   iné 
n e ž  konš t ruovať  po l e  či h ľ ada ť  rezo lven tu .  A l e  n a  d r uhe j  s t rane  j e   t iež  z r e jmé ,  ž e  ide 
stále  o  t en   istý  p o j em ,  l ebo  ak  j e  r iešenie  urč i te j  r ovn i ce  z n áme   v  zmys l e  n iek tore j  
z úrovní ,   mo ž n o   h o   p re lož iť   d o   tvaru   z odpov ed a j ú c e ho   neskor š i emu   štádiu.  
Nesko r š i e  š tád ium p re to  z ah ŕňa  p redoš l é  š tád iá  a ko  špec iá lny  pr ípad .  A j  k e ď  j e  t eda  
hľadan ie   rezo lven ty   čos i   z á s adne   iné  a ko   rozk ladan ie   g r ú p   symetr i í ,   akonáh le  
p o z n áme   rezolventu ,   v i eme   si  zos t ro j i ť   pr í s lušné   po le ,   n á j s ť  j e h o  g rupu   symetr i í  
a  s l edu júc  subst i túciu   v edúcu   k  rezo lvente ,  v i eme  n á j s ť  b loky ,  n a  k to ré  s a  r o zpadá  
pr ís lušná   g rupa .   P r e t o   pr ís lušné   š tád iá   p r eds t avu jú   š iád iá   výv inu   j e d n é h o   po jmu .  
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Každ é  vyšš ie  š t ád ium j e  b e z  p redoš lých  š tádi í  nemys l i t e ľné .  B e z  p o jmu  r e z o l v e n t y j e  
nemysl i teľná  konš t rukc ia  r o zk l adového  poľa ,  b e z  r o zk l adového  p o ľ a  j e  nemysl i teľná  
g r upa  j e h o  symetr i í .  K a ž d é  vyšš ie  š t ád i um  p r edpok l adá  p r edoš l é  š tád iá ,  l ebo  s a  z nich 
vyvinu lo  v p rocese  abs t rakcie .  

7.  2. Vývin algebry  a otázka normatívnosti epistemologie. Osem foriem jazyka  
a lgebry ,   k toré  sm e  opísal i ,  u k a zu j e  boha t s t vo  ep i s t emo log i ckých   zmien ,   ku  k torým 

V 

d o š l o   v  a lgebře .   Š t anda rdne   s a   v  ep i s temolog i i   a n a l y zu j e   iba  ko re špondenčná  
a kohe renčná   teór ia   p ravdy .   Ko r e špondenčná   teór ia   p r avdy   z odpoved á  
perspekt iv is t ickej  f o rme  j a zyka ,  kohe r enčná  teór ia  z a s  j e h o  konš t i tu t ívne j  fo rme .  A le  
ok r em  týchto ,  v o  f i lozof i i  č a s to  d i sku tovaných  pozíc i í  s a  poda r i l o  op í s a ť  e š t e  a spoň  
še sť  ďalš ích ,  k to r é  si  ep i s t emológ ia  za t i aľ  nevš imla .  J e  možn é ,  ž e  mnoh é  p rob l émy  
„no rma t í vne j "  ep i s t emolog ie   sú   d ô s l e dkom   igno rovan ia   f o r i em  j a zyka ,   ktoré   sme  
opísal i  vyšš ie .  Vz ť ah  dvoch  p o  s eb e  idúc ich  f o r i em  j e  z  ep i s t emo log i ckého  hľad iska  
ľahko  rekonš t ruova teľný .  Ked '  s a  v šak  vynechá  š e s ť  fo r i em,  v  ep i s t emicke j  š t ruktúre  
poznan ia   vzn ika jú   medze ry ,   n a   p r emos t en i e   k to rých   s a   mus i a   vymýšľať   rôzne  
duchap lné  konš t rukcie .   P re to  op i s  výv inu   f o rmy  j a z y k a  p o v a ž u j eme  / a  východ i sko  
ake jkoľvek  vážne j š i e  mys l ene j  ep i s t emolog ie .  

7.  3.  Formálna  epistemológia  versus   dialektika.   Diagram  znázorňujúci  
zmeny  fo r i em j a zyka ,   ktorý'  sm e  uviedl i   v  Šiestej  čast i   s tate ,   n a zývame  b ipo lá rnym 
d i ag ramom.  Zak l adá   s a   n a   t om,   ž e   s tavia   prot i   s e b e  d v a   a spek ty  j a zyka ,   ktoré   su 
v urč i tom  ep i s t emickom  napät í .   Konk ré tne   ide  o  napä t i e   medz i   s ingulárnou 
a p lurá lnou  f o rmou  subjekt ivi ty .  T o t o  napä t ie   vy tvára   ne rovnováhu   a  op ísaný   vývin 
mo ž n o   chápa ť   a ko   p roces   pos tupne j   r edukc i e   t e j t o   n e r ovnováh )   Me toda  
rekonš t rukc ie  vývin  u j a z yka ,  k torú  p r ináša  f o rmá lna  ep i s t emológ ia ,   si  k ladie  / a  c ieľ  
nahrad iť  vágny   a  neprodukt ívny  spôsob ,  a k ým  sa  vývin  poznan i a  op i su j e   \  rôznych  
dia lekt ických  koncepc iách .   P o jmom  ep i s t emického  napä t ia  c h c eme   nahrad iť  p o j em  
prot i rečenia .   Sme   presvedčení ,   ž e   p lurá lna   a  s ingu lá rna   f o rma   s u b j e k t u   it>  M 
neprot i reč ia  a op i sovať  vývin poznan ia  p omocou  logických kategór i i  a k o  prot i rečenie  
č í   negác ia  j e  sces tné .  Ep i s t emicke  napä t ie   vy tvara   v  poznan í   urči tú  ne rovnováhu   a 
vývin   poznan i a   m á   z a   c i e ľ   tú to   n e rovnováhu   r edukovať .   P r i tom  v k aždom 
konk ré tnom š tádiu  ex i s tu je  p r evaha  j e d n é h o  pó l u  ( s ingu lá rne j  a l e bo  p lu rá lne j  fo rmy 
sub jek tu )  n a d  d ruhým,   a  t ak   s a  dynam ika  sú s t r eďu j e  n a   r o zvo j  men e j  rozv inu tého  
pó lu .  A k o  výs ledok  vzn iká  n ov á  f o rma  subjekt iv i ty ,  k torá  m á  však  op ä ť  ep i s temický  
p r e sah  n ad  p redoš lou  f o rmou ,  a  tak  vývin  n ikdy  nekonč í .  S m e  presvedčen í ,  ž e  naše  
rekonš t rukc ie  výv inu  geomet r ie ,  a lgebry   a  mal ia r s tva  uk a zu j ú ,  ž e  vývin   poznan ia  j e  
nesmie rne  z loži tý  a reč i  o pro t i rečeniach  n i j a ko  n e p omáh a j ú  pri  j e h o  pochopen í .  
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