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The aim of the paper is to reconstruct the historical development of classical 
algebra from AI ChwárizmÌ  to Lagrange and to analyse the fundamental 
epistemological shifts, which occurred in the understanding of basic algebraic 
concepts. The paper opens with a general characteristics of algebraic thought as 
conceptualization of motor schemes. That puts algebra into a contrast with 
geometry, which is based on conceptualization of the schemes of visual perception. 
From contrasting these two ways  of conceptualization, the motor and the visual, the 
aulohor tries to explain why the ancient Greeks did not develop algebraic thought. 
Further he uses his theory of evolution of linguistic form to interpret the changes of 
the language of algebra beginning with A1 Chwárizm Â ' s  verbal rules, through 
Cardano's formulas, Cartesian polynomial forms, up to Lagrange's theory of 
resolvents. 

A l g e b r a  a geometria sú  z hæadiska  s v o j h o  matematického v ˝ z n a m u  rovno-cenné  
discip l Ìny.  Z hæadiska  ich miesta v o  f i l o z o f i i  matematiky  existu je  vöak  m e d z i  n imi  
v e æ k ˝  rozdiel.  F i lozo f ické  otázky geometr ie  predstavu jú  k las ické  t é m y  v o  f i l ozo f i i  
matematiky; staËÌ spomenúù  Platóna, Pascala, Kanta, Russel la  Ë i  Husserla. Naproti 
t o m u  f i l o z o f i c k é  otázky algebry ostáva jú  na okraj i  pozornost i  a o k r e m  kn Ìh J. Kle ina 
a J. V u i l l e m i n a  prakticky neexistuje  f i l o z o f i c k á  literatúra v e n o v a n á  algeb¯e. Toto  
ignorovanie  algebry z o  strany f i l o z o f i e  m á  m n o h o  pr ÌË in.  Jednou z n ich j e  
dominantn˝  v p l y v  antickej  grécke j  kultúry n a  f o r m o v a n i e  európske j  filozofickej 
tradÌcie. Európska f i l o z o f i a  sa tak dostala na d l h ú  d o b u  d o  zajat ia  gréckeho spôsobu  
myslenia,  ktoré sa zakladá na zrakove j  skúsenosti. 1  StaËÌ spomenúù  metafory, na 

1 N a s l e d u j ú c e  a n a l ˝ z y  s a  z a k l a d a j ú  n a  k o n f r o n t á c i i  ú l o h y  z r a k o v e j  a m o t o r i c k e j  
s k ú s e n o s t i  p r i  r o z v o j i  k u l t ú r y .  K e Ô  t v r d Ì m e ,  û e  p r e  a n t i c k ú  g r é c k u  c i v i l i z á c i u  b o l  d o m i n a n t n ˝  
z rak,  n e m á m e  t ˝ m  n a  m y s l i  z r a k  v Ë i s t o  fyziologickom z m y s l e ,  l e b o ,  s a m o z r e j m e ,  ten  j e  
r o v n a k ˝  u v ö e t k ˝ c h  c i v i l i z á c i Ì .  Je  t o  b i o l o g i c k á  d a n o s ù  s p o l o Ë n á  v ö e t k ˝ m  æ u Ô o m ,  z r a k o v o  s a  
o r i e n t o v a ù  v prostred Ì ,  k t o r é  n á s  b e z p r o s t r e d n e  o b k l o p u j e .  V t o m t o  asi  n i e t  r o z d i e l u  m e d z i  
a n t i c k ˝ m  G r é k o m  a s t r e d o v e k ˝ m  A r a b o m .  Z v l á ö t n o s ù o u  Ë l o v e k a  j e  v ö a k  to, û e  s a  o r i e n t u j e  a j  v 
t o m .  Ë o  h o  b e z p r o s t r e d n e  n e o b k l o p u j e ,  v o  s v e t e  k u l t ú r n y c h  ent Ìt,  a k o  s ú  n a p r Ì k l a d  b o h o v i a ,  
h r d i n o v i a ,  m i n u l o s ù ,  b u d ú c n o s ù ,  h o d n o t y  a p o d o b n e .  M e d z i  t ie to  k u l t ú r n e  e n t i t y  patr ia  a j  
m a t e m a t i c k é  o b j e k t y ,  a k o  s ú  ËÌs la,  t r o j u h o l n Ì k y  Ë i  a l g e b r a i c k é  r o v n i c e .  J e d n o u  z ú l o h  k u l t ú r y  
j e  t r a n s c e n d e n c i a  s k u t o Ë n o s t i  a t v o r b a  k o h e r e n t n ˝ c h  s ú b o r o v  k u l t ú r n y c h  ent Ì t  (pozr i  [9]).  A tu 
s a  z n o v a  s t re táme  s o  z r a k o m ,  a l e  t e n t o r a z  v kultúrnom z m y s l e ,  a k o  z á k l a d n o u  m e t a f o r o u  p r e  
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ktor˝ch spoËÌva pojmové uchopenie myslenia (objasÚovaù,  vysvetæovaù ,  reflektovaù,  

nadhæad, vhæad), aby  sme pocÌtili dominanciu zraku. Algebra,  ktorá j e  svoj Ìm 

pôvodom arabská a svojou povahou taktilno-motorická, nemala v európskej 

f i lozofickej  tradÌcii adekvátny pojmov˝  aparát na tematizáciu zmien, ktoré sa  v nej 

odohrali. Preto základné zlomy v dejinách algebry ostali mimo po æa  osvetleného 

filozofickou reflexiou. 

Cieæom predkladanej state j e  op Ìsaù  hlavné zlomy v o  v˝vine  algebraického 

myslenia a pokúsiù  sa  ich f i lozoficky reflektovaù .  Pouû i jeme pri tom periodizáciu, ku 

ktorej sme dospeli pri anal˝zach v˝vinu geometrie ([8]; [10]; [11]). »itateæa moûno 

prekvapilo, ûe hneÔ  potom, ako sme zdôraznili základn˝  rozdiel medzi algebrou 

a geometriou, chceme preniesù  periodizáciu dejÌn geometrie na v˝vin algebry.  A l e  

tento rozpor j e  len zdanliv˝, lebo u û  periodizáciu geometrie sme s a  pokúöali zaloû iù  

na anal˝ze zmien jazyka.  Geometria slúûila len ako materiál, anal˝zou ktorého sme sa  

snaûili odhaliù  zmeny hlböej, epistemickej ötruktúry. V o æ b a  geometrie za  v˝chodisko 

epistemologick˝ch anal˝z bola prirodzená, lebo v západnej tradÌcii j e  geometria 

najlepö ie reflektovaná, j e j  zmenám najhlbö ie rozumieme. A l e  potom, ako sme v 

dejinách geometrie naöli urËité regularity, j e  prirodzené pouû iù  ich pri v˝klade dejÌn 

najmenej  pochopenej Ëasti západnej matematiky, ktorou j e  algebra. 

Takto treba chápaù  periodizáciu dejÌn algebry pomocou termÌnov ako 

perspektivistická Ëi projektÌvna forma. PerspektÌva a projekcia sú geometrické pojmy, 

ale my ich pouûÌvame v öiröom, epistemologickom zmysle  na charakterizáciu formy 

jazyka.  Pre perspektivistickú formu j a z y k a  j e  typické povaûovaù  deskripcie j a z y k a  za 

obrazy skutoËnosti, k˝m projektÌvna forma prináöa ako základnú inováciu v˝razy 

predstavujúce obrazy obrazov. V geometrii j e  tento prechod zrejm˝,  ale ukáûeme, ûe 

podobn˝ posun sa odohral a j  v dejinách algebry. SpoËiatku povaûovali  matematici za 

rieöenie rovnice jedinú hodnotu neznámej, ktorá zodpovedala podmienkam úlohy (a 

bola vern˝m „obrazom" skutoËnej situácie). A û  neskôr, k e Ô  rozvoj  formálneho 

aparátu umoûnil vznik  substitúciÌ

2

 (teda vkladania „obrazov" do „obrazu"), vzniklo 

presvedËenie, ûe za  rieöenie treba povaûovaù  vöetky  korene rovnice\ a nielen len 

cestu k transcendentnu. Domnievame sa, ûe jeden z rozdielov medzi gréckou a arabskou 

kultúrou spoËÌval v tom, ûe k˝m antick˝ Grék chápal transcendentno ako urËit˝ paraleln˝ svet, 

do ktorého moûno preniknúù zrakom (spomeÚme Platónovu metaforu o vyslobodenÌ sa 

z jaskyne ako o zÌskanÌ schopnosti vidieù pravú skutoËnosù), pre Araba sa transcendentno 

nezakladalo dominantne na zrakovej metafore. V arabskej kultúre sa transcendentno otvára 

sluchu, ako v˝zva alebo ako zákaz konaù. Transcendentno nie j e  paraleln˝ svet, ale skôr 

paraleln˝ spôsob konania. 

2

 Substitúciou sa v algeb¯e rozumie dosadenie, pri ktorom za jednu neznámu, 

naprÌklad x, dosadÌme v˝raz obsahujúci inú neznámu, naprÌklad (y - i). Takto môûe rovnica, 

ktorá v starej premennej mala tvar x

2

 + 2x - & = 0, nadobudnúù v premennej y jednoduchöiu 

podobu y

2

 - 9 = 0. Z rieöenia y = 3 tejto zjednoduöenej rovnice nie j e  ùaûké nájsù rieöenie 

pôvodnej rovnice x = 2, keÔ si uvedomÌme, ûe sme pouûili substitúciu x = y - 1. 

5

 KoreÚom rovnice sa v algeb¯e naz˝va ËÌslo, ktoré vyhovuje danej rovnici. 
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jedin˝, ktor˝ má priamy vzùah ku skutoËnosti. KoreÚ prestáva byù  „obrazom" 
mimojazykovej skutoËnosti a stáva sa z neho prvok ötruktúry vzùahov. Substitúcia v 
mnohom pripomÌna premietanie známe z projektÌvnej geometrie. Pritom podobne ako 
Desargues doplnil rovinu o nekoneËne vzdialené body, aby projekcia bola 
jednoznaËná ([8], 620-623; [11], 110-113), algebraici dopÂÚajú ËÌseln˝ obor o 
záporné a komplexné ËÌsla, aby sa algebraické úpravy stali ekvivalentn˝mi. Takto 
existuje epistemologická prÌbuznosù medzi premietanÌm geometrického útvaru a 
úpravou algebraického v˝razu. Pri premietanÌ rovnako ako pri algebraick˝ch 
úpravách ide o transformácie v˝razov jazyka spojené so snahou zachovaù  referenciu. 

KeÔ  prenesieme do algebry pojem formy jazyka, na ktorom sme zaloûili 
anal˝zu geometrie, ukazuje sa, ûe úlohu, akú v geometrii hral pojem horizontu, hrajú 
v algeb¯e v˝znaËné objekty jazyka, ak˝mi sú 0 a 1. Úlohou formy jazyka j e  vzájomne 
prepojiù  epistemick˝ subjekt jazyka so svetom jazyka.  V geometrii, kde sa svet 
rozprestiera pred nami a subjekt má podobu hæadiska, j e  j eho  poloha voËi svetu 
fixovaná zadanÌm horizontu. Horizont má teda za úlohu j e  f ixovaù  polohu subjektu 
vo  svete. V algeb¯e j e  situácia v porovnanÌ s geometriou v mnohom opaËná. Algebra 

konötruuje svoj  svet zvecÚovanÌm aktov subjektu. »Ìslo 3 alebo V ä ,  to sú pomocou 
symbolov zvecnené úkony poËÌtania Ëi odmocÚovania. Svet algebry nie j e  oblasù, 
ktorá by bola odkrytá náömu pohæadu ako nieËo, voËi Ëomu potrebujeme fixovaù  naöu 
polohu. Je to práve naopak nieËo, Ëo j e  pôvodne súËasùou nás, súËasùou náöho 
konania, a my len postupne zÌskavame od toho odstup, dostávame to pomocou 
symbolickej reprezentácie pred seba. Dejiny algebry tak pripomÌnajú zvliekanie koûe, 
akoby sa nieËo, Ëo bolo pôvodne súËasùou tela, Ëo sprevádzalo jeho  pohyby, zrazu od 
tela oddelilo a zmenilo sa na urËit˝ predmet. Na tomto predmete eöte stále badaù 
stopy ohybov tela, tento predmet eöte stále nesie v sebe pamäù  jeho gest.4 Pritom 
zvleËenÌm jednej  vrstvy sa odhalÌ vrstva hlböia, na ktorej práve zvleËená vrstva 
pôvodne spoËÌvala. Svet algebry teda nie j e  vonkajöÌm svetom, odkryt˝m zraku, a preto sa vymyká 
gréckemu duchu, ktor˝ chápe pravdu ako to, Ëo uû  nie j e  skryté pohæadu. Svet 
algebry j e  svetom, ktor˝ sa zrodil zveËnenÌm urËitej vrstvy jazyka.  Preto nie j e  

Napr Ìklad  v y ö ö i e  u v e d e n á  r o v n i c a  , r  + 2x - 8 = 0 m á  d v a  korene,  x = 2 a x = - 4 ,  o Ë o m  sa 

Ë itateæ  m ô û e  æ a h k o  presvedË iù  d o s a d e n Ì m .  T e r m Ì n  k o r e Ú  sa  z a v i e d o l  p r a v d e p o d o b n e  preto, 

lebo,  a k o  u k a z u j e  u û  a j  n á ö  j e d n o d u c h ˝  pr Ìklad,  r o v n i c i  m ô û e  v y h o v o v a ù  v i a c  ËÌsel .  V rann˝ch  

ötádiách a l g e b r y  b o l a  tendenc ia  rezervovaù  term Ìn  rieöenie rovnice p r e  ËÌs lo,  ktoré v y h o v u j e  

reálnej  situácii  o p Ì s a n e j  r o v n i c o u ,  k ˝ m  z á p o r n é  ËÌsla, ktoré  r o v n i c i  t ieû  v y h o v u j ú ,  b o l i  

n a z ˝ v a n é  f a l o ö n ˝ m i  r ieöeniami  a l e b o  j e d n o d u c h o  k o r e Ú m i .  K e Ô  sa  v ö a k  n e s k ô r  k l a d n é  

a z á p o r n é  r ieöenia z r o v n o p r á v n i l i ,  t e r m Ì n y  r ieöenie  a koreÚ  sa  stali prakt icky  s y n o n y m a m i .  

J

 V tejto meta fore  j a z y k  n e p o v a û u j e m e  z a  p e v n ú  ötruktúru, a le  z a  p o h y b u j ú c i  sa 

o r g a n i z m u s .  Metafora sa  z a k l a d á  na  skutoËnost i ,  û e  j a z y k  m á  a j  p e r f o r m a l Ì v n u  stránku, ktorú 

m o û n o  pr irovnaù  k p o h y b o m  tela. P Ìsan˝  p r e j a v  pr ináöa z v e Ë n e n i e  per formác ie ,  j e j  vytrhnut ie  

z Ëasu. P Ì s m o  p r i p o m Ì n a  s t o p y  v p i e s k u  a a lgebra ickú  s y m b o l i k u  m o û n o  pr irovnaù  k z v l e Ë e n e j  

k o û i  hada, ktorá nes ie  n a  s e b e  s t o p y  j e h o  p o h y b o v .  Prvotná  j e  per formácia,  p o h y b ,  tok reËi Ëi 

s l ed  a lgebra ick˝ch  ú k o n o v .  Stopa, z n a k  Ë i  s y m b o l  sa  rod ia  z tohto  p o h y b u ,  s ú  j e h o  z v e Ë n e n Ì m .  
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náhoda, ûe algebru nevytvorili Gréci, ale Arabi. Svet algebry j e  plodom arabského 
ducha a dejiny algebry sú drámou, v ktorej sa západná kultura postupne tohto sveta 
zmocÚuje. KeÔ  budeme opisovaù  dejiny algebry, budeme hovoriù  o dejinách algebry 
v rámci západnej civilizácie. Budeme sledovaù, ako v rámci dejÌn západnej kultúry, 
kultúry „geometrického ducha", kultúry, pre ktorú rozumieù znamená z Ìskaù  vhæad, 
prebiehal v˝vin algebry, teda disciplÌny, ktorej svet j e  zraku neprÌstupn˝, disciplÌny, 
ktorá vychádza z motorickej skúsenosti, z manipulácie, z Ëinnosti. Na rozdiel od 
gréckeho teoretika, ktor˝ nezasahuje do diania sveta a len sa mu prizerá, algebraik 
koná, poËÌta, upravuje rovnice, transformuje v˝razy. Vhæad j e  v algeb¯e moûn˝ vûdy 
aû  dodatoËne, aû  potom, ako sa podaril urËit˝ trik. Okrem takejto pozitÌvnej 
skúsenosti j e  vöak v algeb¯e Ëastá a j  skúsenosù  negatÌvna, skúsenosù  s t˝m, ûe trik 
nevyöiel, ûe úprava sa nepodarila, ûe rovnicu sa nepodarilo vyrieöiù. NegatÌvna 
skúsenosù vedie ku konceptualizácii, k snahe porozumieù, preËo sme neuspeli. Jedna 
z ústredn˝ch lÌniÌ vo  v˝vine algebry bola motivovaná snahou porozumieù, preËo sa 
nikomu nedarÌ rieöiù niektoré rovnice piateho stupÚa, preËo napriek tomu, ûe sa 
dan˝m problémom zaoberali najlepöÌ matematici po dobu troch storoËÌ, sa nikomu 
nepodarilo pohnúù s takou jednoduchou rovnicou ako naprÌklad x 5  - 6x + 3 = 0. 

V problémoch tohto typu nejde o to, zÌskaù  do nieËoho vhæad, lebo spoËiatku tu 
niet niËoho, na Ëom by mohol náö pohæad spoËinúù. Je tu len neúspech, neúspech 
tiahnuci sa stároËiami. Existujú len haldy papiera zapÂÚajúce smetné koöe najlepöÌch 
matematikov. Nie j e  tu niË pevné, len pohyb - rozbeh, postupnosù úprav, narazenie 
na neprekonateæné ùaûkosti a nakoniec rezignácia. Dráma dejÌn algebry spoËÌva 
v tom, ûe sa podarilo nahmataù tvar neviditeæného múru, o ktor˝ sa rozbili vöetky 
pokusy o rieöenie rovnice piateho stupÚa, podarilo sa  uchopiù ho, vyniesù  na svetlo, 
uvidieù a porozumieù. Tento múr sa volá  alternujúca grupa piatich prvkov. 

Matematici, ktor˝m sa podarilo nahmataù jeho obrysy, sú Paolo Ruffini, Niels Henrik 
Abel a Evariste Galois. Od zrodu algebry po Galoisove práce uplynulo desaù  storoËÌ. 
V sérii dvoch Ëlánkov, ktorej prv˝m pokraËovanÌm j e  táto staù, chceme prejsù  t˝mito 
storoËiami a ukázaù, ako sa odliöujú jednotlivé vrstvy algebraického myslenia. 

0. Prehistória a lgebry  a lebo  preËo Gréci  n e o b j a v i l i  a lgebru.

5  Algebra 

5 Vysvetlenie skutoËnosti, preËo Gréci neobjavili  algebru, podané v tejto kapitole, j e  
pomerne technické. Zakladáme ho na dominancii vizuálneho aspektu geometrie a takmer 
úplnom ignorovanÌ  kalkulatÌvneho aspektu aritmetiky v gréckej  matematike. Hlböie 
porozumenie tohto problému zÌskame, keÔ  sa  naÚ pozrieme v spojitosti s ostatn˝mi aspektmi 
novovekej vedy, ktoré nemali paralelu v antike. Ved æa  zrodu algebry sa  v novoveku rodÌ 
projektÌvna geometria, teória pravdepodobnosti, infinitezimálny poËet a mechanika. Preto 
paralelne s otázkou, preËo Gréci neobjavili algebru, moûno poloû iù  otázky, preËo neobjavili 
projektÌvnu geometriu, teóriu pravdepodobnosti, infinitezimálny poËet a mechaniku. A û  
v tomto öiröom kontexte je oneskorenie zrodu algebry pochopiteæné. K e Ô  si totiû poloûÌme 
otázku, Ëo spája uvedené disciplÌny a kladie ich do opozÌcie k antickej epistéme, nie je ùaûké 
nájsù  ich spoloËnú Ërtu, a tak prehÂbiù  porozumenie toho, preËo Gréci neobjavili algebru. 
Algebra spoËÌva na pojme  n e z n á m e j ,  projektÌvna geometria na pojme  p r á z d n e h o  pr iestoru,  
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p o c h á d z a  o d  A r a b o v .  Gréc i  n e p o z n a l i  a l g e b r a i c k ˝  s p ô s o b  u v a û o v a n i a .  T o  

n e z n a m e n á ,  û e  b y  n e p o z n a l i  m a t e m a t i c k é  ú l o h y ,  k toré  d n e s  p o v a û u j e m e  z a  

a lgebra ické.  T a k é t o  ú l o h y  s ú  z n á m e  o d  nepamät i .  U û  v s t a r o v e k o m  B a b y l o n e  dos iah l i  

u Ë e n c i  m a j s t r o v s t v o  v r ieöen Ì  ú l o h ,  ktoré  s ú  e k v i v a l e n t n é  n a ö e j  kvadratickej rovnic‡. 

B a b y l o n s k Ì  u Ë e n c i  v ö a k  b o l i  v za jat Ì  poË társkeho  u m e n i a  a n i k d y  nepreö l i  

k s y m b o l i c k ˝ m  m a n i p u l á c i á m .  N a  d r u h e j  strane Gréc i  p o Ë t y  ú p l n e  v y l ú Ë i l i  

z matemat iky  a takmer  c e l ú  m a t e m a t i k u  r e d u k o v a l i  n a  g e o m e t r i u .  T ˝ m  stratili kontakt 

s o  v ö e t k ˝ m  k a l k u l a t Ì v n y m ,  s c e l ˝ m  s v e t o m  f o r m á l n y c h  ú p r a v .  T a k  p r e  E u k l i d a  to, Ë o  

d n e s  c h á p e m e  a k o  k v a d r a t i c k ú  r o v n i c u  a z a p i s u j e m e  a k o  x

2

 + bx = C, b o l a  ú l o h a  

Ë i s to  geometr ická.  B o l o  treba ná jsù  ú s e Ë k u  x tak, a b y  ö t v o r e c  n a d  Ú o u  a o b d Â û n i k ,  

ktorého  j e d n a  strana j e  b, s p o l u  m a l i  o b s a h  C. E u k l i d e s  u v á d z a  konö trukciu,  p o m o c o u  

ktore j  m o û n o  ú s e Ë k u  x zostro j iù  ([4], K n i h a  VI.,  ú l o h a  2 8 ) .  Snaha  z a l o û i ù  r ieöenie  

p o d o b n ˝ c h  p r o b l é m o v  n a  g e o m e t r i c k ˝ c h  konö t rukc iách  m á  v ö a k  n e v ˝ h o d u  v tom,  û e  

v e l i Ë i n a  x

1

 j e  p l o c h a  ö tvorca  s o  stranou jr, v e l i Ë i n a  .v

3

 j e  o b j e m  k o c k y  s hranou  x, a le  

t v o r b e  m o c n Ì n  v y ö ö Ì c h  s t u p Ú o v  bráni  priestor.  T a k t o  G r é k o m  g e o m e t r i c k ˝  j a z y k  

u m o û n i l  zachyt iù  len m a l ˝  f r a g m e n t  s v e t a  a l g e b r a i c k ˝ c h  r o v n Ì c ,  fragment, ktor˝  b o l  

asi pr Ì l iö  c h u d o b n ˝  n a  to, a b y  s a  z n e h o  m o h l a  v y v i n ú ù  samostatná  matemat ická  

d i sc ip l Ìna.  Gréci  p o z n a l i  z o  sve ta  a l g e b r y  len  k v a d r a t i c k é  r o v n i c e  a z v y ö o k  i m  ostal 

skryt˝ .  

teória pravdepodobnosti na pojme  n á h o d n e j  udalosti,  infinilezimálny poËet na pojme 
nekoneËne m a l e j  vel iË iny  a mechanika na pojme  p o h y b u .  »o tieto pojmy spája a kladie ich 
do opozÌcie s antick˝m spôsobom myslenia, je ich neurËitosù. KeÔ  zoberieme klasick˝ antick˝ 
protiklad peras/apeiron, zistÌme, ûe podæa Grékov sa veda môûe zaoberaù  len peras. l˝m. Ëo je 
urËité, dané, vymedzené, stále. Naproti tomu l˝m, Ëo je neurËité, nevymedzené a nestále, sa 
veda zaoberaù nemôûe. Teda Gréci si nevedeli predstaviù, ûe by nieËo mohlo byù  neznáme, 
a pritom urËité, ako j e  to s neznámou v algeb¯e. Podobne priestor j e  nieËo, Ëo sÌce nie j e  
aktuálne existujúce, ale predsa j e  presne urËené. Náhodná udalosù j e  nieËo, o Ëom sÌce 
nevieme, ako to dopadne, ale predsa má urËitú pravdepodobnosù nastatia. Pojem nekoneËna 
predpokladá nieËo, Ëo je sÌce neukonËené, ale pritom jednoznaËne vymedzené. A nakoniec 
matematick˝ opis pohybu predpokladá, ûe nieËo, Ëo j e  premenlivé, j e  napriek tomu 
jednoznaËne determinované. Zdá sa teda, ûe základná zmena, ktorá oddeæuje antickú epistéme 

od novovekej vedy spoËÌva v nasledovnom: z urËitého javu,  ktor˝ Gréci zah‡Úali pod 
spoloËn˝ termÌn apeirón a chápali ho ako nieËo neurËité a nevymedzené, sa vyËlenÌ ist˝ 
aspekt,  ktor˝ sa upresnÌ a zrodÌ sa preÚ öpeciálna vedecká disciplÌny. V rámci tejto disciplÌny 
j e  potom prÌsluön˝ aspekt uchopen˝ s úplnou urËitosùou. Tak algebra vytvára techniky 
umoûÚujúce pracovaù s t˝m, Ëo je neznáme, tak, akoby to bolo urËité, podobne ako novoveká 
mechanika uchopuje pohyb ako nieËo sÌce premenlivé, ale jednoznaËne determinované, Ëi 
podobne, ako novoveká geometria uchopuje priestor ako nieËo, Ëo sÌce aktuálne neexistuje, ale 
napriek tomu má celkom urËité a jednoznaËné vlastnosti. Otázka, Ëo umoûnilo západnej 
civilizácii uskutoËniù také radikálne vytesnenie apeirónu, ukazuje smerom k vöevedúcemu 
Bohu. Ale  to j e  uû námet na celkom inú staù. 

Kvadratickou rovnicou sa rozumie rovnica druhého stupÚa, teda naprÌklad rovnica 
x

2

 + 2x - 8 = 0. Podobne rovnica tretieho stupÚa, naprÌklad r 1  - Í r  + 5.v - 3 = 0, sa naz˝va 
kubickou rovnicou. Táto terminológia je veæmi stará, pochádza eöte z antickej geometrie, keÔ  
x

2 znázorÚovali ötvorcom (kvadrát) a r 1  kockou (kubus). 
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KeÔ  sa  pozrieme na algebru u Arabov, zistÌme, ûe  z hæadiska nároËnosti 

neprevyöuje úroveÚ Euklidov˝ch Základov. Práve naopak, v porovnanÌ so zloûit˝m 

spôsobom Euklidovej argumentácie j e  arabská algebra omnoho jednoduchöia. To, ûe 

Gréci neobjavili algebru, teda nebolo spôsobené nedostatkom abstraktnosti myslenia. 

Situácia pôsobÌ dojmom, akoby Grékom Ëosi bránilo vniknúù do sveta algebry. Do 

tohto nového sveta prenikla aû  islamská matematika, stojaca mimo duchovného 

okruhu gréckej civilizácie. Samozrejme, Arabi boli v matematike ûiakmi Grékov, od 

Grékov sa nauËili, Ëo j e  to dôkaz, Ëo sú to axiómy, Ëo j e  to definÌcia. A l e  ich kultúra 

bola iná. Jej stredom bol islam, náboûenstvo, ktoré odmietlo zaloûiù  transcendenciu 

na metafore zraku. T˝m zaniká prepojenie kultúry so zrakovou odkrytosùou, ktoré 

tvorilo jadro gréckej  epistéme. Grécke slovo  teória pochádza z termÌnu teoros, Ëo bol 

pôvodne vyslanec obce, ktor˝ mal dozeraù na priebeh náboûenského obradu, ale bez 

toho, ûe by sa obradu zúËastnil. Teória j e  teda to, Ëo vidÌ teoros, j e  to vec, ktorú 

vidÌme vtedy, keÔ  nemáme aktÌvnu úËasù na dianÌ. Základná metafora, ktorá stojÌ za 

gréckym teoretick˝m poznanÌm, j e  p o h æ a d  z odstupu.  A b y  Ëlovek mohol zÌskaù  

vhæad do urËitej problematiky, musÌ si utvoriù odstup, musÌ sa  oslobodiù  od vöetkého, 

Ëo ho k prÌsluönej problematike viaûe a Ëo by mohlo naruöiù nestrannosù jeho 

pohæadu. A û  z odstupu zahliadne pravdu ( a ^ r | S s i a  - to, Ëo n i e j e  skryté pohæadu). 

Tento sklon vidno a j  na Euklidov˝ch Základoch, kde j e  konötrukcia oddelená od 

dôkazu. Pri dôkaze uû nesmieme manipulovaù, smieme sa iba pozeraù, aû  k˝m 

nezahliadneme pravdu. 

Z toho j e  zrejmé, ûe Gréckemu duchu j e  algebra, v ktorej ide o manipulácie 

s formulami, úplne cudzia. Algebraické manipulácie sa totiû nezakladajú na 

teoretickom vhæade, ale na kalkulatÌvnom cite. Nejde o to, uvidieù  v˝sledok, ale skôr 

zÌskaù  cit pre to, ako k nemu dospieù, zÌskaù  cit pre rôzne úpravy a triky, zÌskaù  cit 

pre moûnosti, ktoré ponúka jazyk.  Tieto moûnosti vöak nie sú aktualizované, nie sú 

odkryté pohæadu. V jazyku algebry j e  vûdy vyzdvihnut˝ len jeden v˝raz, ten, ktor˝ 

práve upravujeme. Samozrejme, pamätáme si mnohé v˝poËty a úpravy a na ich 

pozadÌ vnÌmame postup, ktor˝ práve uskutoËÚujeme. CÌtime analógie, podobnosti, 

vnÌmame poukazy, ktoré nás vedú cez húötinu moûn˝ch úprav, cez nepreberné 

mnoûstvo moûn˝ch substitúciÌ aû  k v˝sledku. A l e  algebra j e  vûdy v procese, j e j  

úpravy stále plynú. KeÔ  arabská algebra prenikla cez äpanielsko do Európy, zaËal sa 

dialóg západného ducha s t˝mto jemu bytostne cudzÌm, ale nepopierateæne hlbok˝m 

duchom algebry. Tento dialóg j e  veden˝ snahou vizualizovaù, snahou dostaù triky, 

úpravy a manipulácie pred oËi, z Ìskaù  do nich vhæad. A l e  vûdy potom, ako sa podarÌ 

zvecniù jednu vrstvu algebraického myslenia, objav Ì  sa pod Úou Ôalöia, hlböia rovina. 

V naöej rekonötrukcii ukáûeme, ako sa  pod regulárni objavili formuly, pod formulami 

formy, pod formami polia, pod poæami grupy, pod grupami ideály. Dejiny algebry sú 

dejinami postupného zvecÚovania performácie, postupnou premenou algebraick˝ch 

úkonov na objekty. 

1. Perspektivistická f o r m a  j a z y k a  a l g e b r y :  rieöenie rovn ice  a k o  h æ a d a n i e  

reguly  (od A1 C h w á r i z m Â h o  p o  Cardana) .  Arabsk˝  matematik A b ú  Abdalláh 

Filozofia 55, 10 
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Muhammad ibn Músá al-ChwárizmÌ (780-850) j e  autorom diela Krátka kniha o poËte 

algebry a al-muqábaly (Al-kitáb al-muchtasar f Ì  hisáb al-dûabr wa-l-muqábala) 

venovaného rieöeniu rovnÌc. Slovo al-dûabr, ktoré j e  v titule, sa onedlho zaËalo 

pouûÌvaù na oznaËenie náuky o rovniciach a z neho pochádza a j  náö termÌn algebra. 

A1 ChwárizmÂho kniha j e  pozoruhodná nielen t˝m, ûe nepouûÌva ûiadnu symboliku, 

ale dokonca nepouûÌva ani znaky na oznaËenie ËÌsel a úplne vöetko vyjadruje slovne. 

Pre mocniny neznámej pouûÌva zvláötne termÌny: pre x - öai (vec), x

2

 - mál 

(majetok), x

3

 - káb (kocka), x

4

 - málmál, x

5

 - kábmál... Pri preklade boli arabské 

názvy pre mocniny neznámej nahradené latinsk˝mi ekvivalentmi, teda res pre öai, 

census pre mál a cubus pre káb. V talianskom prostredÌ sa presadilo talianske slovo 

cosa namiesto latinského res, a tak sa algebra v 15. a 16. storoËÌ oznaËovala ako 

regula delia cosa - pravidlo veci. Iölo o súbor pravidiel, ktoré pomocou manipuláciÌ 

s vecou (t.j. s neznámou) hæadali rieöenie urËitej úlohy. 

A1 ChwárizmÌ prv, neû sa pustil do rieöenia nejakej „rovnice", najprv ju  upravil 

na tvar, v ktorom vystupovali len kladné koeficienty a pri najvyööej mocnine bola 

jednotka.

7

 Aby dosiahol túto formu, pouûÌval tri operácie: al-dûabr  - ak na jednej 

strane „rovnice" vystupujú Ëleny, ktoré treba ubraù, tak sa k obom stranám pripoËÌta 

zodpovedajúca hodnota; al-muqábala  - ak vystupujú na oboch stranách rovnaké 

mocniny, odËÌta sa menöÌ Ëlen najednej strane od väËöieho na druhej, a al-rad - ak j e  

koeficient pri najvyööej mocnine rôzny od jednotky, tak sa nÌm vydelÌ celá „rovnica". 

Slovo rovnica sme pÌsali v úvodzovkách, lebo, prÌsne vzaté, Al ChwárizmÌ ûiadne 

rovnice nepoznal. Rieöil vzùahy medzi veliËinami, ktoré zapisoval pomocou viet 

prirodzeného jazyka. Jeho postup si ukáûeme na prÌklade rovnice x

2

 + 10* = 39, ktorú 

vyslovil v tvare: „Majetok a desaù vecÌ sa rovná tridsaùdeväù". Jeho rieöenie j e  

nasledovné: „Zober polovicu poËtu vecÌ, to jest päù, a vynásob ju samu sebou, 

dostaneö dvadsaùpäù. Pridaj to k tridsiatim deviatim, dostaneö öesùdesiatötyri. Zober 

druhú odmocninu alebo osem a odËÌtaj od nej polovicu poËtu vecÌ, Ëo je päù. 

V˝sledok tri je hæadaná vec". Tento postup j e  blÌzky babylonskej tradÌcii. Je to 

konkrétny návod na rieöenie. Je tu vöak jeden zásadn˝ rozdiel. Na rozdiel od 

babylonskej matematiky má al ChwárizmÌ p o j e m  neznámej  (öai), a preto jeho postup 

,^ober polovicu poËtu vecÌ, vynásob ju samu sebou, pridaj k nej ËÌslo, odmocni a od 

v˝sledku odËÌtaj polovicu poËtu vecÌ" j e  úplne vöeobecn˝ postup, pouûiteæn˝ v 

prÌpade æubovoænej kvadratickej rovnice tohto tvaru. Teda k˝m babylonskÌ 

matematici poËÌtali s konkrétnymi hodnotami koeficientov, al ChwárizmÌ uchopuje 

postup rieöenia v jeho úplnej vöeobecnosti. Pomocou pojmov öai, mál a káb uchopuje 

vöeobecn˝ postup, a t˝m zakladá novú matematická disciplÌnu, ktorá raz dostane 

názov algebra. 

Európa nadväzuje na arabskú matematiku v 12. storoËÌ. Zvyk formulovaù 

rieöenia úloh v podobe verbálnych pravidiel sa udrûal aû do 16. storoËia. Tak prv˝ 

v˝sledok európskej matematiky, ktor˝ zásadne prekraËuje rámec znalostÌ antiky, bol 

sformulovan˝ v tomto tvare. Iölo o rieöenie rovnice tretieho stupÚa, uverejnené roku 

7

 NaprÌklad rovnicu 2x

2

 - 4x + 8 = 0 upravil na tvar x

2

 + 4 = 2x. 
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1545 v knihe Artis Magnae Sive de Regulis Algebracis8 talianskeho matematika 
Girolama Cardana (1501-1576). Cardano formuluje rovnicu slovami: „ C u b u s  a veci 

sú rovné ËÌslu" a jeho rieöenie má tvar: „ U m o c n i  na tretiu jednu tretinu poËtu vecÌ, 
pridaj k tomu ötvorec polovice ËÌsla rovnice a vypoËÌtaj druhú odmocninu z tohto 
celku. Toto zduplikuj a k jednej z dvoch pridaj polovicu ËÌsla rovnice a od druhej 
odËÌtaj polovicu toho istého. Potom budeö maù binomium a jeho apotome 9 Potom 
odËÌtaj tretiu odmocninu apotome od tretej odmocniny binomia, zvyöok, ktor˝ 

ostane, je vec." A b y  Ëitateæ lepöie v idel ,  Ëo Cardano rob Ì ,  uvedieme rovnicu 
v dneönom t vare  x3 + bx = c a j e j  rieöenie zapÌöeme pomocou dneönej symboliky: 

Cardano nikdy tak˝to vzorec nenapÌsal. V jeho  dobe eöte ûiadne vzorce 
neexistovali a algebra bola, aspoÚ na povrchu, eöte stále regula delia cosa, súbor 
verbálnych pravidiel na nájdenie veci. Pod t˝mto povrchom vöak uû  dlhöiu dobu 
dochádza k zásadn˝m premenám. 

2. Projekt Ìvna f o r m a  j a z y k a  a l g e b r y :  rieöenie rovn ice  a k o  h æ a d a n i e  

f o r m u l y  (od Regiomontana  p o  Descarta).  V predoölej kapitole sme uviedli 
Cardanovu regulu na rieöenie rovnice tretieho stupÚa. A j  keÔ  samotná regula 
nevyboËuje z rámca al ChwárizmÂho pojatia algebry, nie j e  jasné, ako moûno Ëosi tak 
zloûité vôbec objaviù.  A b y  sme to pochopili, musÌme sa  vrátiù zhruba o storoËie pred 
Cardana a opÌsaù prvú etapu zvecÚovania jazyka  algebry, etapu spojenú so zrodom 
algebraickej symboliky. Potom, ako sa arabská matematika dostala na západ, vzniká 
snaha zapÌsaù algebraické operácie pomocou symbolov, priviesù  algebraické operácie 
pred oËi. Tento proces trval dlho a spoËiatku pravdepodobne nebol uvedomel˝. Tak 
Regiomontanus (1436-1476) zavádza symbolické oznaËenie pre odmocÚovanie. 
Operáciu odmocÚovania oznaËuje veæk˝m pÌsmenom R, po-chádzajúcim od slova 
radix, takûe naprÌklad tretiu odmocninu z ôsmich pÌöe ako R cubica de 8. T˝m 
odmocÚovanie premieÚa na odmocninu, operáciu nahrádza j e j  v˝sledkom. Michael 

K Tri diela, ktor˝mi sa novoveká veda rozchádza s antick˝m dediËstvom, vyöli 
takmer súËasne. Roku 1543 vyö lo KopernÌkovo dielo De Revolulionibus Orbium Coelestium, 
ktoré predstavuje prevrat v chápanÌ vesmÌru, a Vesaliovo dielo  De Fabrica Humani Corporis, 
ktoré prináöa zásadn˝ obrat v anatómii. O dva  roky neskôr, roku 1545, vydáva Cardano svo je  
dielo Artis Magnae Sive de Regulis Algebracis, ktoré prináöa zlom v algeb¯e. 

c lÌc)2 fbY c If c)2 fbY 
Cardano naz˝va — I - .  — + — binomiom a 1-, — + — 

2 yK2J V 3  J 2 \3J 

Tieto termÌny vytvoril ad hoc. Cardano formuly nikdy nenapÌsal. To, Ëo sme uviedli, 
j e  prepis jeho verbálneho opisu do modernej algebraickej symboliky. 

Filozofia 55, 10 7 9 5  



Stifel (1487-1567) nahrádza veæké R mal˝m, takûe spomÌnanú tretiu odmocninu pÌöe 

ako V c  8 .  Hornú „noûiËku" pÌsmena r trocha predÂûil ana-pÌsal pod Úu prvé 
pÌsmeno slova cubica, ktoré udáva, ûe ide o tretiu odmocninu. »Ìslo, ktoré sa 
odmocÚuje, pÌsal za tento znak. Naöa konvencia pÌsaù pod predÂûenú hornú „noûiËku" 
pÌsmena r samotné odmocÚované ËÌslo a to, ktorú odmocninu poËÌtame, udaù 

pomocou æavého horného indexu, teda tretiu odmocninu z ôsmich zapÌsaù ako V ä ,  
pochádza aû od Descarta (1594-1650). 

SnáÔ najv˝znamnejöÌm krokom pre rozvoj algebry bolo zavedenie symbolov na 
oznaËenie mocnÌn neznámej. Prekladom arabsk˝ch termÌnov öai, mal a kab vznikli 
európske res, zensus a cubus a postupne sa namiesto vypisovania cel˝ch slov zaËali 
pouûÌvaù prvé pÌsmená, teda r pre res, z pre zensus a c pre cubus. Samozrejme, 
podobne ako Arabi ani kosisti (ako naz˝vali predstaviteæov tejto novej algebry, 
povaûujúcich algebru za regula delia cosa) sa nezastavili pri tretej mocnine. 
Slobodne vytvárali mocniny vyööie, naprÌklad zz (zenso di zensi), zc (zenso di cubo) 

atÔ. Postupnou premenou algebraick˝ch úkonov na v˝razy sa zrodila algebraická 
symbolika. Z odmocÚovania sa stala odmocnina, z umocÚovania sa stala mocnina 
a postupne sa zveËÚuje celá vrstva jazyka. Tento proces prebiehal pomaly a spoËiatku 
asi neölo o viac neû o uæahËenie zápisu. KeÔ sa vöak nové symboly nahromadili v 
dostatoËnom mnoûstve, umoûnili zásadn˝ prelom v algebraickom myslenÌ -
vyrieöenie rovnice tretieho stupÚa. Cardanovu regulu sme uviedli v kapitole, 
opisujúcej algebru regulÌ, lebo svojÌm jazykom tam bezpochyby patrÌ. Pri j e j  objave 
j e  vöak uû nutné pouûiù symboliku, a teda prekroËiù rámec algebry regulÌ. Uvedieme 
racionálnu rekonötrukciu tohto objavu, ktorú kvôli prehæadnosti zapÌöeme v modernej 
symbolike. Historické okolnosti tohto objavu sú spletité a dramatické ([12], 42-88; 
12, 482-497). Uvaûujme teda rovnicu tretieho stupÚa 

x

3

 + bx = c, 

teda Cardanove „cubus a veci sú rovné ËÌslu"

10

. Rozhodujúcim krokom procesu 
rieöenia j e  predpoklad, ûe v˝sledok bude maù tvar rozdielu dvoch tretÌch odmocnÌn. 
Ako k tomuto predpokladu matematici dospeli, to netuöÌme, j e  to jeden zo záhadn˝ch 
okamihov dejÌn matematiky, veæk˝ krok do neznáma. Ak ho urobÌme, Ôalej sú uû 
veci viac-menej jasné. Ale urobiù tento prv˝ krok, natrafiù na tú správnu kombináciu 
symbolov, to prináöa obrat v dejinách algebry. Teda nech 

Jt = VM-Vv . (1) 

UmocnenÌm tohto v˝razu na tretiu a následn˝m porovnanÌm s pôvodnou 

Zvyöné druhy rovnÌc x

5 = bx + c, teda „cubus je rovn˝ veci a ËÌslu" a _r + c = bx, 

teda „cubus a ËÌslo je rovné vecæ, sa  dajú rieöiù  analogicky. Rovnice tvaru X

s + bx + c = 0 sa 
v Cardanovej dobe eöte neuvaûovali, lebo vöetky ËÌsla v rovniciach s a  povaûovali za kladné. 
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rovnicou dostaneme vzùahy medzi neznámymi u a v a koeficientmi bac: 

b = 3 yfuv c = u - v. 

(2) 

KeÔ  z druhého vzùahu vyjadrÌme v a toto vyjadrenie dosadÌme do prvého, 
zÌskame rovnicu 

ktorej koreÚ dostaneme podæa známeho vzùahu pre koreÚ kvadratickej rovnice v 
tvare 

Neznámu v dostaneme pomocou druhého vzùahu v riadku (2). V˝sledné rieöenie j e  

Na tomto odvodenÌ vidieù v˝hodu algebraickej symboliky, v˝hodu 
symbolického zveËnenia jazyka arabskej algebry. HneÔ v prvom kroku sme 
predpokladali, ûe v˝sledok bude maù  tvar rozdielu dvoch tretÌch odmocnÌn. 
V arabskej algeb¯e neexistovali v˝razy, ale len reguly. A regula nemá tvar, na regulu 
sa nepozeráme, ale naËúvame je j ,  vykonávame jednotlivé úkony presne tak, ako nám 
hovorÌ. A û  keÔ úpravy, ktoré regula predpisuje, zapÌöeme pomocou symbolov, aû 
keÔ  sa proces poËÌtania dostane pred oËi, aû vtedy sa vynorÌ tvar. Z reguly  sa tak 

stáva formula.  A û  formulu moûno hæadaù v urËitom tvare, naprÌklad v tvare rozdielu 
dvoch tretÌch odmocnÌn. Regula ûiadny tvar nemá. Pozoruhodn˝ j e  a j  krok (3). 
Dostali sme rovnicu pre u. Ale  Ëo j e  to ul To uû  nie j e  vec, to uû nie j e  neznáma, 
ktorá oznaËuje nieËo skutoËné. KeÔ proces rieöenia rovnice p¯irovnáme k obrazu, tak 
sa tu zrazu vynára obraz v obraze. V procese rieöenia rovnice pre neznámu x sme 
dospeli k rovnici  p r e  pomocnú  n e z n á m u  u. Z technického hæadiska j e  to 
rozhodujúci krok v procese rieöenia, lebo namiesto pôvodnej rovnice, ktorá j e  
tretieho stupÚa, dostávame pomocnú rovnicu, ktorá j e  len stupÚa druhého, a teda j u  
vieme rieöiù. Z epistemologického hæadiska tu ide o zásadn˝ posun. Premennú x, 

o ktorej zo zadania úlohy presne vieme, Ëo oznaËuje, nahrádzame nejak˝m M, 
o ktorom nevieme, Ëo to vlastne j e .  Jeho v˝znam j e  urËen˝ len pomocou vzùahu (1). 
Teda premenná u nemá samostatnú denotáciu. Denotuje len sprostredkovane, 
pomocou denotácie premennej x. Preto túto vrstvu jazyka algebry oznaËujeme 
termÌnom projektÌvna forma. 

Paradigmatick˝m prÌkladom projektÌvnej formy jazyka j e  Diirerova rytina ([11], 
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110), ktorá obsahuje presne tento posun, stratu priamej referencie jazyka, a j e j  

nahradenie referenciou nepriamou. Na Diirerovej rytine sa nachádza obraz v obraze, 

v algeb¯e zasa vystupuje rovnica v rovnici. Algebra tak prestáva byù  regula delia 

cosa a stáva sa z nej analytické umenie, umenie upravovaù v˝razy, umenie uhádnuù 

tvar v˝sledku, umenie nájsù öikovnú substitúciu. Toto umenie, ktoré tvorÌ jadro 

Cardanovho Artis magna, pripomÌna premietanie, ktoré tvorÌ jadro projektÌvnej 

formy jazyka geometrie. V oboch prÌpadoch ide o transformáciu v˝razov jazyka pri 

zachovávanÌ referencie. Dôleûité j e  vöak uvedomiù si, ûe t˝m, ûe sa zvecnila jedna 

vrstva jazyka, t˝m, ûe reguly nadobudli podobu formúl, t˝m, ûe z „umocni vec na 

druhú a pridaj päù vecÌ" sa stalo ^ + 5x", otvára sa moûnosù manipulovaù nielen 

s jednotliv˝mi vecami, ale s cel˝mi formulami. A1 ChwárizmÌ poznal tri operácie, al-

dûabr, al-muqábala a al-rad, nepoznal vöak substitúciu. Teda jeho operácie 

predstavujú len premiestÚovania Ëlenov rovnice pri zachovanÌ ich „tvaru". V tomto al 

ChwárizmÌ pripomÌna euklidovskú geometriu, ktorá tieû skúmala len transformácie 

zachovávajúce tvar (posunutie, otoËenie, rovnoæahlosù). Stredové premietanie, Ëo j e  

transformácia, ktorá môûe zmeniù tvar útvaru (naprÌklad kruûnicu môûe premietnuù 

na hyperbolu), sa zaËÌna skúmaù aû v projektÌvnej geometrii, teda aû vtedy, keÔ uû 

geometria dosiahla projektÌvnu formu jazyka. V tom sa premietanie podobá 

substitúcii. Substitúcia j e  transformácia rovnice, ktorá môûe zásadn˝m spôsobom 

zmeniù j e j  tvar, keÔ od rovnice tretieho stupÚa pre x prejdeme ku kvadratickej 

rovnici pre u. V algeb¯e sa nástup projektÌvnej formy vyznaËuje objavenÌm sa 

substitúciÌ, transformáciÌ, ktoré menia „tvar" v˝razov. Pri t˝chto transformáciách sa 

uû jednotlivé Ëleny rovnice neprenáöajú na druhú stranu rovnice ako celky -

podobne, ako pri premietanÌ sa geometrick˝ útvar neposúva po rovine ako jeden 

celok. Transformácie prislúchajúce k projektÌvnej forme jazyka rozkladajú objekty na 

Ëasti a menia vzájomné usporiadanie t˝chto ËastÌ. Akoby sa prechodom k projektÌvnej 

forme ontologická báza posúvala hlböie. Uû nejde o to, „chytiù vec do ruky a niekam 

j u  preniesù" (nech uû j e  vecou neznáma a ide o to, preniesù j u  na druhú stranu 

rovnice, alebo j e  Úou geometrick˝ útvar a ide o to, premiestniù ho v rovine), ale menÌ 

sa forma samotnej veci. Z x sa stáva lÌu — yfv , z kruûnice sa stáva hyperbola. Pre 

projektÌvnu formu jazyka sú charakteristické urËité posuny - vznik nepriamej 

referencie (v jazyku algebry sú to pomocné premenné), vznik reprezentácie v 

reprezentácii (v jazyku algebry sú to pomocné rovnice) a vznik transformáciÌ 

meniacich formu (v jazyku algebry sú to substitúcie). Tieto zmeny sú navzájom 

podmienené, kaûdá z nich predpokladá vöetky ostatné. Preto hovorÌme o zmene 

formy jazyka. Tieto zmeny sme objavili pri anal˝ze zrodu projektÌvnej geometrie, ale 

ukazuje sa, ûe ide o hlböie zmeny, majúce svoju paralelu a j  v algeb¯e." 

" Zásadné zmeny, ktoré sa odohrali na prelome 15. a 16. storoËia, v mnohom 

súvisia. KopernÌkov objav, ûe Zem sa pohybuje, sa zakladá na schopnosti zdvojenia pohæadu, 

na schopnosti vedæa toho, ako vnÌmame svet tu na Zemi, pozrieù sa na svet akoby zvonka, 

z hæadiska umiestneného niekde mimo slneËnej sústavy. Z tohto vonkajöieho hæadiska vidÌme, 

ûe to, Ëo sa nám z vnútorného hæadiska javÌ ako otáËanie oblohy, je v skutoËnosti (teda 
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œalöÌm aspektom, ktor˝ prináöa pouûÌvanie pomocn˝ch rovnÌc, j e  zmena v tom, 
Ëo treba povaûovaù za rieöenie algebraickej úlohy. Pôvodne, v rámci algebry 
chápanej ako regula delia cosa, bolo za rieöenie úlohy povaûované len kladné 
rieöenie, veÔ predsa vec nemôûe byù  záporná. Preto eöte a j  Cardano pri rieöenÌ rovnÌc 
tretieho stupÚa povaûuje za rieöenie len kladné ËÌslo. A k  neznáma oznaËuje urËitú 
skutoËnú veliËinu, tá nemôûe byù  „menej ako niË". Akonáhle vöak zaËÌname pouûÌvaù 
pomocné rovnice, ktor˝ch premenné referujú len nepriamo, vÔaka urËit˝m 
substitúciám, môûe sa staù, ûe práve zápornému rieöeniu pomocnej rovnice 
zodpovedá kladné rieöenie pôvodnej rovnice. Preto u pomocn˝ch rovnÌc musÌme braù 
do úvahy ako kladné, tak a j  záporné rieöenia. Cardano v tejto súvislosti hovorÌ 
o „skutoËn˝ch" a „faloön˝ch" rieöeniach. Pojem rieöenia rovnice sa tak postupne 
oslobodzuje od závislosti na priamej referencii. Za rieöenie rovnice sa uû povaûuje 
nielen to ËÌslo, ktoré vyjadruje skutoËn˝ poËet vecÌ, ale a j  vöetky ostatné ËÌsla, ktoré 
spÂÚajú rovnicu. Pridaù ku „skutoËn˝m" a j  „faloöné" rieöenia j e  nevyhnutné preto, aby 
sa úpravy rovnÌc stali ekvivalentn˝mi úpravami. To opäù pripomÌna projektÌvnu 
geometriu, kde Desargues dopÂÚa rovinu o nevlastné body, aby sa stredové 
premietanie stalo jednoznaËn˝m zobrazenÌm. Teda ÔalöÌm aspektom projektÌvnej 
formy j e  dopÂÚanie jazyka o v˝razy, ktoré sÌce nemajú priamu denotáciu (nekoneËne 
vzdialené body, záporné rieöenia), ale ktoré umoûÚujú hladké fungovanie jazyka. 

Hlavn˝m nedostatkom kosistickej symboliky vöak bolo to, ûe pouûÌvala rôzne 
pÌsmená (r, z, c, ...) na oznaËenie jednotliv˝ch mocnÌn tej istej neznámej. Preto 
vlastne to, ûe pÌsmená r, z a c sa t˝kajú toho istého, teda, ûe ak r j e  7, tak z j e  nutne 
49, bolo prÌtomné len implicitne. KeÔ vöak vstúpili do hry substitúcie, stáva sa táto 
symbolika nedostatoËnou. Pri substitúcii vystupujú vûdy aspoÚ dve neznáme, stará 
a nová. OznaËovaù ich obe t˝m ist˝m pÌsmenom j e  sÌce v istom zmysle na mieste, 
lebo obe koniec koncov referujú na tú istú vec, ale na druhej strane to vyvoláva 
zmätok. Druh˝m závaûn˝m nedostatkom kosistickej symboliky bolo to, ûe nemala 
symboly pre koeficienty rovnice, a teda a j  keÔ samotná regula obsahoval termÌny ako 
„poËet vecÌ", Ëo j e  zrejme koeficient pri prvej mocnine neznámej, symbolika to 
nevedela adekvátne vyjadriù, a tak sa pri symbolick˝ch manipuláciách pracovalo 
vûdy len s konkrétnymi hodnotami. 

Roku 1591 vychádza dielo In Artem Analyticam Isagoge (Úvod do ana-
lytického umenia) francúzskeho matematika Fran$oisa Viéta (1540-1603), v ktorom 
Viéte zaviedol symbolické rozlÌöenie neznámej a parametra. Viéte bol prv˝, kto 
koeficienty rovnÌc zapisoval pomocou pÌsmen. Preto vlastne aû od Viéta j e  moûné 
hovoriù o formule, o vöeobecnom vzorci, ktor˝ vyjadruje rieöenie úlohy pomocou j e j  
koeficientov. Pre neznáme pouûÌval Viéte veæké samohlásky A, E, /, O, U, na 
oznaËenie koeficientov rovnice pouûÌval spoluhlásky B, C, D, F. Pritom ale kaûdá 
veliËina mala eöte rozmer: \-longitudo, 2-planum, 3-solidum, 4-plano-planum, ... 

z vonkajöieho hæadiska) spôsobené rotáciou Zeme. Na podobnom rozdvojenÌ hæadiska je  
zaloûen˝ aj objav rieöenia rovnice tretieho stupÚa, lebo substitúcia vlastne znamená zmenu 
pohæadu a prechod k akémusi druhu vonkajöieho hæadiska. 
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Rozmer kaûdej  veliËiny pÌsal s lovne za  j e j  symbolom, naprÌklad  A planum j e  druhá 
mocnina neznámej  A. Teda pÌsmeno drûÌ identitu veliËiny, k˝m slovo udáva j e j  
rozmer. Takto môûe pracovaù  s rôznymi veliËinami, môûe ich substituovaù, lebo 
pÌsmeno oznaËuje, ktorá veliËina j e  v hre. Viéte  chápal veliËiny ako dimenzionálnÏ 
objekty,  a preto dodrûiaval princÌp homogenity. SËÌtaù  a odËÌtaù  bolo moûné iba 
veliËiny rovnakej  dimenzie, priËom v˝s ledok bola  veliËina rovnakého rozmeru ako 
súËinitele. T o  j e  v p l y v  geometrick˝ch predstáv, kde t ieû  nemoûno sËÌtaù  objem 
s dÂûkou. A j  k e Ô  j e  Viétova symbolika pomeme komplikovaná, predstavuje 
kvalitatÌvny krok vpred. Je to p r v ˝  univerzálny symbolick˝  j a z y k  na manipuláciu 
s v˝razmi. Viéte  si bol v˝znamu svo jho  ob javu  plne vedom˝ .  HovorÌ, û e  umoûnÌ 
vytvoriù  „vöeobecnú metódu na rieöenie vöetk˝ch problémovTáto metóda 
pozostávala z troch krokov: 1. vöetky veliËiny treba oznaËiù  pÌsmenami a ich vzùahy 
treba vy jadr iù  pomocou rovnÌc; 2 .  overiù  správnosù  vy jadrenia  úlohy pomocou 
rovnÌc; 3 .  prÌsluöné rovnice vyrieö iù  a n á j s ù  vy jadrenie  neznámej. 

Viéte  konËÌ svo ju  knihu vyhlásenÌm:  Analytické umenie si osobuje pln˝m 
právom problém vöetk˝ch problémov, ktor˝m je: NENECHAç éIADNY PROBLÉM 
NEROZRIEäEN›". Ver Ì ,  û e  analytické umenie umoûnÌ  vyr ieö iù  vöetky problémy. 
Ukázalo sa, û e  Viéte  sa  hlboko m˝lil.  Pochopenie Viétovho omylu tvorÌ  jeden 
z hlavn˝ch v˝dobytkov dejÌn algebry. Poznatok, û e  rovnice piateho stupÚa sú 
nerieöiteæné, j e  z epistemologického hæadiska j e d n ˝ m  z najzauj ÌmavejöÌch poznatkov, 
ku ktorému matematika dospela. A l e  na to, aby  algebra mohla dokázaù  nerieöiteænosù  
rovnÌc piateho stupÚa, muselo d ô j s ù  k mnoh˝m premenám j e j  j azyka .  

3. K o o r d i n a t Ì v n a  f o r m a  j a z y k a  a l g e b r y :  r ieöenie  r o v n i c e  a k o  r o z k l a d  f o r m y  

( o d  Stifela p o  E u l e r a ) .

1 2  Jednou z Cardanov˝ch prednostÌ  bola  j e h o  systematickosù. 
Preto ved æa  typu rovnice „ c u b u s  a veci sú rovné ËÌslu", ktorej rieöenie sme vyöö ie  
rekonötruovali, uvádza a j  rieöenie zvyön˝ch dvoch typov  rovn Ìc tretieho stupÚa. 
Formuly vy jadrujúce  rieöenie t˝chto rovn Ìc sú  podobné formulám pre prÌpad, ktor˝  
sme podrobne rekonötruovali, preto ich tu nebudeme analyzovaù . 1 3  Uvedieme len 
pozoruhodn˝  j a v ,  ktor˝  Cardano objavi l ,  k e Ô  sa  pokúsil r ieö iù  pomeme nevinne 
vyzerajúcu rovnicu x 3  = Ix + 6 .  K e Ô  pre túto rovnicu pouûil osvedËen˝  postup, 

12

 KoordinatÌvna a kompozitÌvna forma jazyka sú nové formy, ktoré sa nám podarilo 

identifikovaù aû pri skúmanÌ dejÌn algebry. KoordinatÌvnaj forme jazyka zodpovedá 

v geometrii Saccheri a kompozitÌvnej Lambert. 

13

 Kvôli úplnosti uvedieme len to, ûe rieöenie rovnice tvaru *

3

 = bx + c, o ktor˝ tu 

o nepatrné zmeny, niekoæko znamienok sa zmenilo na opaËné. A l e  tieto nepatrné zmeny majú 

Ôalekosiahle následky, lebo pod druhú odmocninu sa namiesto sËÌtania dostalo odËÌtanie. 

pôjde, má tvar 

Zdanlivo ide 
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dostal nepochopiteæn˝ v˝sledok 

i 100 

27 

Pod druhou odmocninou s a  objavi lo  záporné ËÌslo. Mali b y  sme vypoËÌtaù  

I 100 100 

,/ , Ëo s a  nedá urobiù. UmocnenÌm ûiadneho ËÌsla nemôûeme dostaù  . 

V 27 27 

Jazyk tu záhadn˝m spôsobom zlyháva. Cardano j e  tak objaviteæom Ëohosi, z Ëoho sa  

v dejinách matematiky. Pre cel˝  Ôalö Ì  v˝vin  algebry s a  stáva rozhodujúcim 

porozumieù  tomuto problému, pochopiù, Ëo s a  deje,  k e Ô  s a  pod druhou odmocninou 

zaËnú ob javovaù  záporné ËÌsla. Cardano tu narazil na hranice analytického umenia. 

Manipulácie s formálnymi v˝razmi ho priviedli do  situácie, ktorej nerozumie, do  

situácie, kde ho regula vyz˝va,  aby  urobil nieËo, Ëo s a  urobiù  nedá. Z hæadiska 

projektÌvnej formy j a z y k a  j e  odmocnina zo záporného ËÌsla nezmysel. 

Prv˝  krok na ceste k pochopeniu komplexn˝ch ËÌsel bol umoûnen˝  urËit˝m 

oslobodenÌm j a z y k a  algebry od bezprostrednej naviazanosti na realitu a v osamo-

statnenÌ úprav algebraick˝ch v˝razov od ich zviazanosti s denotátmi. Tento proces 

prebiehal spoËiatku len pozvoæne a opieral s a  o narastanie dôvery k formálnym 

úpravám, ktoré sÌce nevieme priamo interpretovaù, ale v podstate im rozumieme. 

Algebraické v˝razy sa  tak postupne prestávajú chápaù  ako formuly, ako vzorce 

vy jadrujúce urËitú reálne existujúcu veliËinu, a stále viac sa  do popredia dostáva 

chápanie, podæa ktorého sú algebraické v˝razy skôr urËité f o r m y

1 5

,  formálne objekty 

vytvorené zo symbolov. V˝znamn˝m motÌvom tejto zmeny bola neprehæadnosù  teórie 

rovnÌc tak, ako j u  prezentoval Cardano. Cardano povaûoval rovnice  x

3

 + bx = c a r3 = 
bx + c za  rôzne problémy. PrÌËina spoËÌvala v tom, û e  za  rieöenia i za  koeficienty 

rovnÌc prijÌmal len kladné ËÌsla. V prÌpade rovnice tretieho stupÚa to eöte 

nepredstavuje a û  tak˝  závaûn˝  problém, ale v prÌpade rovnice ötvrtého stupÚa j e  u û  

14

 Komplexn˝mi ËÌslami sa v matematike naz˝vajú ËÌsla tvaru 3 + 7 v —1 • Naz˝vajú 

sa tak preto, lebo sú zloûené z dvoch ËastÌ, z reálneho ËÌsla 3 a z imaginárneho ËÌsla 7 V — T  . 

VeliËina sa naz˝va imaginárnou jednotkou a zvykne sa oznaËovaù pÌsmenom i. 

15

 Slovo forma sa tu vyskytuje v dvoch v˝znamoch. Dúfame, ûe pre Ëitateæa nebude 

problémom ich odlÌöiù. TermÌn forma pouûÌvame jednak v zmysle , f o r m a  jazyka algebry", 

teda v spojeniach „perspektivistická forma, projektÌvna forma", ako termÌn epistemologického 

diskurzu, a jednak ho pouûÌvame v zmysle „polynomiálna forma, kvadratická forma", ako 

termÌn diskurzu algebry. 
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jednotliv˝ch typov sedem a u rovnÌc piateho stupÚa, ktoré nás zaujÌmajú, ide uû 

o pätnásù rôznych druhov. Pokúsiù sa zorientovaù v takejto spleti prÌkladov nie j e  

jednoduché. Preto j e  prirodzené pokúsiù sa zloûitosù situácie redukovaù. Myölienka, 

ako to urobiù, pochádza od Michaela Stifela, ktorého sme spomenuli v súvislosti so 

zavedenÌm symbolu pre odmocninu. Vo svojej knihe Arithmetica integra (Úplná 

aritmetika) z roku 1544 Stifel zavádza pravidlá na poËÌtanie so záporn˝mi ËÌslami, 

priËom záporné ËÌsla interpretuje ako ËÌsla menöie neû nula. To j e  v rámci 

projektÌvnej formy jazyka algebry prirodzen˝ krok, lebo záporné veliËiny tu zaËÌnajú 

vystupovaù ako hodnoty pomocn˝ch premenn˝ch. Stifel vöak iöiel Ôalej a záporné 

veliËiny zaËal pouûÌvaù a j  v úlohe koeficientov rovnÌc. Teda nielen neznáme, nielen 

veliËiny oznaËujúce, Ëi uû priamo, alebo nepriamo, poËet vecÌ, ale a j  parametre úlo-

hy, teda koeficienty rovnÌc, môûu byù  podæa neho zápomé. To umoûnilo Stifelovi 

spojiù vöetk˝ch pätnásù typov rovnÌc piateho stupÚa do jedinej vöeobecnej formy 

x

5

 + ax

4

 + bx

3

 + cx

2

 + dx + e = 0. Rôzne typy vznikajú tak, ûe niektoré koeficienty 

tejto formy sú kladné a niektoré zápomé, priËom zápomé prenesieme na druhú stranu. 

Stifel predt˝m, ako sa pustil do rieöenia urËitej rovnice, najpr vöetky Ëleny 

preniesol na jednu stranu rovnice, ËÌm dostal rovnicu tvaru p{x) = 0. Tento krok 

prekraËuje hranice Viétovho analytického umenia. U Viéta museli maù vöetky Ëleny 

rovnice rovnakú dimenziu, a teda na pravej strane rozhodne nesmela byù  nula. To, 

ËÌm Stifel zaËÌna rieöenie æubovoæného problému, j e  teda z hæadiska projektÌvnej 

formy jazyka algebry nezmysel. U Stifela sa tak rodÌ pojem polynomu. Polynómom 

v algeb¯e naz˝vame v˝raz tvaru x" + ax

11

"' + bx"'

2

 + ... + dx + e, kde n j e  prirodzené 

ËÌslo, udávajúce stupeÚ polynomu, a a, b, c, d, .... sú ËÌsla, ktoré môûu byù  ako 

kladné, tak a j  zápomé a naz˝vajú sa jeho koeficientami. Polynóm j e  teda v˝raz, ktor˝ 

v sebe zjednocuje cel˝ rad rôznych rovnÌc. Na prv˝ pohæad sa môûe zdaù tento posun 

ako mal˝, ale bol to nevyhnutn˝ krok na ceste k pochopeniu nerieöiteænosti rovnÌc 

piateho stupÚa. Stifel odstránil podruûné detaily, v ktor˝ch sa pätnásù druhov rovnÌc 

piateho stupÚa od seba lÌöi, a umoûnil matematikom sústrediù sa na ich podstatné 

spoloËné aspekty. Takto sa dostávame k jednému zmyslu, v akom pouûÌvame termÌn 

koordinovaù, ktor˝m sme oznaËili toto ötádium v˝vinu jazyka algebry. Ide o 

koordináciu rôznych typov rovnÌc do jednotného tvaru polynomu. Moûno povedaù, 

ûe koordináciou jednotliv˝ch formúl  sa rodÌ vöeobecná forma  - polynóm. Je to 

spoloËn˝ tvar vöetk˝ch rovnÌc daného stupÚa, ktor˝ ostáva skryt˝, ak sa usilujeme 

ukotviù jazyk v skutoËnosti. A û  keÔ Stifel prestal robiù rozdiely medzi kladn˝mi a 

záporn˝mi ËÌslami, vynára sa jednota, ktorá sa na predoölom ötádiu stratila v 

neprehæadnom mnoûstve jednotlivostÌ. 

KeÔ sa oslobodÌme od chápania algebraick˝ch v˝razov ako obrazov 

skutoËnosti, ako tieto v˝razy interpretovala projektÌvna forma jazyka, a zaËneme ich 

povaûovaù za viac-menej samostatné formálne objekty, otvorÌ sa moûnosù akceptovaù 

odmocniny so záporn˝ch ËÌsel jednoducho ako urËit˝ typ v˝razov. T˝mto v˝razom 

sÌce nemôûeme priradiù bezprostrednú denotáciu, nemôûeme povedaù, Ëo vlastne 

oznaËujú, predsa im vöak rozumieme, vieme s nimi formálne manipulovaù. Toto 

chápanie j e  v pozadÌ knihy Algebra od Rafaela Bombelliho z roku 1572, ktor˝ 
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uviedol pravidlá na sËÌtanie, odËÌtanie a násobenie t˝chto nov˝ch v˝razov, ale 
nekládol si otázku, Ëo vlastne oznaËujú. Ale  asi najkrajöie vyjadrenie tohto prÌstupu 
moûno nájsù  u Leonarda Eulera, ktor˝ vo svojej  knihe Vollständige Anleitung zur 

Algebra z roku 1770 imaginárne veliËiny naz˝va nemoûn˝mi ËÌslami (numeri 

impossibile), lebo nie sú ani menöie ako nula, ani rovné nule, ani väËöie ako nula, a 
pÌöe: Nanucujú sa náömu duchu, existujú v naöej predstave a máme o nich 

dostatoËn˝ pojem, lebo vieme, ûe V—4 znamená ËÌslo, ktoré násobené samé sebou 

dá -4Teda a j  keÔ  v skutoËnosti ûiadna taká veliËina, ktorá by po umocnenÌ na 

druhú bola záporná, existovaù nemôûe, jasne rozumieme, Ëo v˝raz -J—4 znamená. 

Prechod od formúl k formám j e  dôleûit˝ a j  z iného dôvodu. Ide o to, ûe ak za 
základné objekty algebry povaûujeme formuly, ostáva nám jeden z ústredn˝ch 
aspektov jazyka algebry skryt˝. T˝mto aspektom j e  to, ûe urËit˝ polynóm má viacero 
koreÚov, teda existuje viac ËÌsel, ktoré vyhovujú zadaniu úlohy. V rámci 
perspektivistickej formy jazyka sa táto skutoËnosù ignorovala, pretoûe v skutoËnosti 
j e ,  samozrejme, poËet vecÌ, ktor˝ hæadáme, jednoznaËne urËen˝. Preto matematici 
ignorovali Ôalöie rieöenia a ako jediné rieöenie úlohy uvádzali to z rieöenÌ rovnice, 
ktoré vyhovovalo okolnostiam úlohy. Pritom si ani neuvedomovali, ûe urËité rieöenia 
ignorujú, lebo väËöinou iölo o záporné rieöenia a tie boli z hæadiska perspektivistickej 
formy tak Ëi tak neprijateæné. VecÌ predsa nemôûe byù  menej ako niË. V rámci 
projektÌvnej formy jazyka (naprÌklad u Viéta) sa situácia zlepöila. V prÌpade 
pomocn˝ch rovnÌc uû bolo treba braù do úvahy a j  zápomé rieöenia, lebo sa mohlo 
staù, ûe práve zápornej hodnote pomocnej neznámej zodpovedá „skutoËné" rieöenie 
pôvodnej rovnice. Ale za rieöenie úlohy matematici väËöinou akceptovali a j  tak len 
ËÌslo, ktoré udávalo hæadan˝ „poËet vecÌ". A û  keÔ snaha zakotviù jazyk algebry 
priamo v skutoËnosti oslabla, odhalilo sa, ûe rovnice majú viac rieöenÌ. Pre 
pochopenie tejto skutoËnosti bol prechod od algebraick˝ch formúl k algebraick˝m 
formám zásadn˝. 

Od f o r m u l y  oËakávame-, ûe nám „povie" v˝sledok, a teda dá jednoznaËnú 
„odpoveÔ" na otázku, ktorá nás zaujÌma. Formula vyjadruje urËité ËÌslo, ktoré 
chceme vedieù, odpoveÔ na urËitú otázku, ktorá nás zaujÌma. F o r m a  j e  naopak nieËo, 
do Ëoho keÔ dosadÌme urËité ËÌslo, dostaneme v˝sledok - hodnotu formy v danom 
ËÌsle. Preto a j  keÔ  j e  ùaûko prijateæné, ûe by urËitá úloha mohla maù  viac rieöenÌ (veÔ 
skutoËnosù j e  jednoznaËná), keÔ rovnicu vyjadrujúcu prÌsluönú úlohu pochopÌme ako 
polynomiálnu formu, stane sa pochopiteæn˝m, ûe tú istú hodnotu nadobúda pre 
viaceré argumenty. Preto po prechode od formúl k formám j e  prijateæné, ûe urËitá 
rovnica má viac rieöenÌ. V istej podobe si túto skutoËnosù uvedomil uû a j  Viéte, ktor˝ 
naöiel vzùahy medzi koreÚmi a koeficientami rovnice. A l e  vöetky korene, ktoré 
uvádza vo svojich prÌkladoch, sú kladné, lebo jazyk algebry eöte stále spája priamo so 
skutoËnosùou. A û  keÔ  sa presadÌ chápanie rovnice ako formy, odhalÌ sa v úplnej 
vöeobecnosti skutoËnosù, ktorú objavili nezávisle Albert Girard (1595-1632) a René 
Descartes, ûe totiû polynóm n-tého stupÚa má práve n koreÚov. To znamená, ûe 
rovnica tretieho stupÚa má tri korene, rovnica piateho stupÚa päù  koreÚov atÔ. 
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Formula nás zaujÌmala len pre urËité öpeciálne hodnoty svojich parametrov, hodnoty, 
ktoré zodpovedajú zadaniu rieöenej úlohy. Forma naopak priraÔuje hodnotu kaûdému 
ËÌslu ËÌselného oboru nezávisle od toho, Ëi ide o ËÌslo, ktoré nás zaujÌma, lebo 
zodpovedá nejakej úlohe, alebo o ËÌslo, ktoré j e  nám æahostajné. Forma tak 
koordinuje vöetky ËÌsla, podriaÔuje ich svojim operáciám. 

OsamostatnenÌm formy nadobúda relatÌvnu samostatnosù a j  druh˝ pól jazyka 
algebry, a to súbor veliËÌn, ktoré do formy dosadzujeme. Od Euklida aû  po Descarta 
bol súËin dvoch veliËÌn vûdy veliËinou nového druhu. Tak súËinom dvoch úseËiek bol 
obdÂûnik, teda plocha. SúËinom obdÂûnika a úseËky bol hranol, teda objem. Kosisti 
sÌce prelomili bariéru trojrozmernosti, ktorá Euklida nepustila Ôalej,  ale v princÌpe sa 
prid‡ûali jeho interpretácie algebraick˝ch operáciÌ. Tak naprÌklad súËinom res a 
cubus j e  zenso di zensi, teda veliËina vyööej  dimenzie ako súËinitele. Descartes 
opúöùa túto tradÌciu a prináöa zásadne novú interpretáciu algebraick˝ch operáciÌ. 
PreÚho po prv˝krát súËinom dvoch úseËiek x a y nie j e  obdÂûnik s plochou xy 

centimetrov ötvorcov˝ch, ale úseËka dlhá xy centimetrov. To j e  moûno na prv˝ 
pohæad maliËkosù, ale predstavuje to jeden z najv˝znamnejöÌch zlomov v dejinách 
algebry. KeÔ  Descartes interpretuje súËin dvoch úseËiek opäù  ako úseËku, vytvára 
systém veliËÌn uzavret˝ na algebraické operácie. Preto s miernou dávkou ahistorizmu 
moûno povedaù, ûe od Descarta pochádza prv˝  prÌklad poæa. Poæom v algeb¯e 
rozumieme súbor veliËÌn, obsahujúci 0 a 1 a uzavret˝ na ötyri základné algebraické 
operácie (+, - ,  x, :). Z epistemologického hæadiska uzavretosù  na operácie znamená 
uchopenie celku sveta. Descartes j e  asi prv˝  matematik, ktor˝ sa zaujÌma nielen 
o jednotlivé algebraické v˝razy, nielen o úpravu izolovan˝ch algebraick˝ch formúl, 
ako j e  to typické pre predstaviteæov projektÌvnej formy jazyka  algebry. Descarta 
zaujÌma celok. 

Jazyk tak nadobúda zásadne novú úlohu, úlohu uchopiù jednotu sveta, uchopiù 
spôsob  koordinácie jeho jednotliv˝ch aspektov. Táto koordinácia pritom existuje 
paralelne na dvoch úrovniach. Jednak ide o koordináciu rôznych typov rovnÌc 
(Cardanov˝ch cubus a veci sú rovné ËÌslu, cubus a ËÌslo sa rovná veci atÔ.) do 
jednotnej formy polynomu a paralelne s t˝m o koordináciu rôznych druhov veliËÌn 
(Viétov˝ch longitudo, planum, solid˘m, plano-planum atÔ.) do jednotného poæa. Na 
úrovni koordintÌvnej formy teda nadobúda jazyk  algebry novú úlohu. Stáva sa 
prostriedkom, ktor˝ za roztrieöten˝m súborom rôznych typov rovnÌc odkryje jednotnú 
polynomiálnu formu. To umoûnÌ pochopiù mnohoznaËnosù rieöenÌ algebraick˝ch 
úloh, ktorá j e  v rámci projektÌvnej formy jazyka  nepochopiteæná. Pokiaæ sa snaûÌme 
v˝znam kaûdého v˝razu jazyka zakotviù  v skutoËnosti, zásadná nejednoznaËnosù 
algebraick˝ch úloh ostáva záhadou. A û  v jazyku foriem sa stáva nejednoznaËnosù 
prirodzenou vecou. 

Akonáhle si uvedomÌme, ûe kaûd˝ polynóm rc-tého stupÚa má práve  n koreÚov, 
dostáva problém rieöenia rovnÌc nov˝  obsah. Na miesto úlohy ná jsù  formulu, ktorá by 
udávala hæadanú hodnotu neznámej, sa  dostáva úloha ná jsù  vöetky ËÌsla, ktoré 
vyhovujú danej forme. Inak povedané, ide o to, ná j sù  ËÌsla, pomocou ktor˝ch sa 
prÌsluöná forma dá rozloûiù na lineárne Ëinitele. A k o  prÌklad môûe poslúûiù rozklad 
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x 3  - 8x 2  - 13x + 4 2  = (x- 7).(JC - 3).(x + 2), 

ktor˝ ukazuje, ûe ËÌsla 7, 3 a - 2  sú koreÚmi polynomu x 3  - 8x 2  - 13x + 42.  Teda 
rieöiù rovnicu x 3  - 8;e2 - 1 3jc + 4 2  = 0 znamená ná jsù  j e j  vöetky korene. A k  sme tieto 
korene naöli, vieme prÌsluönú formu x

3 - 8x

2

 - I3x + 4 2  rozloûiù na lineárne 
súËinitele (x - 7), (x - 3) a (x + 2). Preto rieöiù rovnicu znamená vlastne rozk ladaù  
f o r m u  n a  l ineárne Ë leny. 

4. K o m p o z i t Ì v n a  f o r m a  j a z y k a  a l g e b r y :  r ieöenie rovn ice  a k o  h æ a d a n i e  
rezolventy  (od H u d d e h o  p o  Lagranga) .  Potom, ako Albert Girard a René Descartes 
objavili, ûe polynóm ra-tého stupÚa má presne n koreÚov, stalo sa nevyhnutn˝m 
opraviù Cardanove formuly, ktoré, ako to uû  u formúl b˝va, dávajú len jedno jediné 
rieöenie pre rovnicu tretieho stupÚa. Rovnica tretieho stupÚa má tri korene, a teda 
musÌme pochopiù, ako dostaù zvyöné dva, ktoré v Cardanovej formule nefigurujú. 
Holandsk˝ matematik Johann Hudde (1628-1704) naöiel postup umoûÚujúci nájsù  
vöetky korene rovnice tretieho stupÚa. Uvaûujme rovnicu: 

x

3

 + px - q = 0 

p 
Hudde j u  pomocou substitúcie x = y previedol na rovnicu 

3y 

y

6

 - qy

3

 - (p/3› = 0, 

ktorá bola neskôr nazvaná H u d d e h o  rezolventou.  Napriek tomu, ûe ide o rovnicu 
öiesteho stupÚa, j e  jednoduchöia neû pôvodná rovnica, lebo keÔ  oznaËÌme y 3  = V, 
dostaneme rovnicu druhého stupÚa 

V

2

-qV-{pl 3)3 = 0, 

ktorej dva korene dostaneme zo známeho vzorca pre rieöenie kvadratickej rovnice 

KeÔ  sa chceme dostaù od neznámej V späù  k neznámej y, môûeme jednoducho 
zobraù z V tretiu odmocninu. A l e  to nesmieme, lebo tak by sme mali len dva korene 
y, jeden ako tretiu odmocninu V, a druh˝ ako tretia odmocnina V2. Ale  y j e  koreÚom 
rovnice öiesteho stupÚa a rovnica öiesteho stupÚa má öesù  koreÚov. Hudde si 
uvedomil, ûe odmocÚovanie j e  krokom, pri ktorom strácame korene. Totiû keÔ  vo  
vzùahu y 3  = V zoberieme namiesto V konkrétne ËÌslo, naprÌklad 1, rovnica y 3  = 1 
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musÌ maù tri korene, lebo to j e  rovnica tretieho stupÚa. Teda vedæa koreÚa y = 1, 
ktor˝ kaûd˝ vidÌ, musia existovaù eöte dve Ôalöie ËÌsla, ktoré umocnené na tretiu 
dávajú 1. Sú to takzvané komplexné tretie odmocniny z 1. Ich hodnoty sú 

1 . V ä  2 1 . V ä  
ú) = + i a (ú = Ì , 

2 2 2 2 

kde sme pÌsmenom i oznaËili imaginárnu jednotku, teda V—T. Pomocou ËÌsel co a 

a) moûno vyjadriù vöetk˝ch öesù koreÚov Huddeho rezolventy: 

y ,  = 3 f t ,  y y 3  = Ì y
2 . V v T  

y « = ^ \  y
 5

=CÚ.\jV~

2

, y

b

= co

2

 ,\jV~

2

 . 

Rieöenia pôvodnej rovnice tretieho stupÚa potom budú 

xi = yi + y 4 =  + 

x 2  = y3 + ys = 

*3 = yi + y6 = + 0 ) 2 •  

Rieöenia kubickej rovnice dostávame ako kombinácie dvoch tretÌch odmocnÌn, 
rovnako, ako tomu bolo u Cardana. Celkov˝ postup j e  vöak omnoho symetrickejöÌ, 
lebo kvadratická rovnica, ktorá urËuje hodnoty v˝razov pod prÌsluön˝mi tretÌmi 
odmocninami, j e  priamo zabudovaná do rovnice. Leonard Euler (1707-1783) sa 
pokúsil zovöeobecniù Huddeho postup prÌpad vöeobecného polynomu 

f(x) = x" + aix""1 + ... + a„ = 0 

Chcel nájsù pomocnú rovnicu, tzv. Eulerovu rezolventu, ktorej korene y, by boli 
zviazané s koreÚmi prÌsluöného polynomu podobn˝mi vzùahmi, ako to bolo v prÌpade 
Huddeho rezolventy. Euler sa vöak nedostal Ôalej, lebo rezolventa bola prÌliö 
vysokého stupÚa. Pre rovnicu tretieho stupÚa vychádza rezolventa 6-teho stup-Úa, pre 
rovnicu ötvrtého stupÚa dostaneme rezolventu 24-tého stupÚa a pre prÌpad rovnice 
piateho stupÚa, ktor˝ nás zaujÌma, vyjde Eulerova rezolventa dokonca 120-teho 
stupÚa. Eulerovi sa nepodarilo nájsù  ûiadny trik analogick˝ substitúcii y 3  = V, 

pomocou ktorej Hudde znÌûil stupeÚ svojej rezolventy zo 6 na 2. 
V tomto bode vstupuje do diskusie Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), ktor˝ 

zovöeobecnil Eulerov postup a zaviedol nov˝ typ rezolventy, ktorá dnes nesie jeho 
meno. Lagrangova rezolventa pre rovnicu ötvrtého stupÚa nie j e  polynóm 24-tého 
stupÚa, ako to bolo v prÌpade Eulerovej rezolventy, a l e j e  len 3. stupÚa. To j e  dôleûit˝ 
krok vpred, lebo tak umoûÚuje nahradiù úlohu rieöenia rovnice ötvrtého stupÚa úlohou 
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rieöenia j e j  rezolventy, ktorá j e  len tretieho stupÚa. Lagrangovi sa  podarilo ukázaù, ûe 
postupy na rieöenie rovnÌc tretieho a ötvrtého stupÚa, ktoré boli uvedené v 
Cardanovej Artis Magnae, sa  zakladajú vlastne tieû  na rezolventách. StaËÌ sa pozrieù 
na odvodenie rieöenia rovnice tretieho stupÚa, v ktorom sa  objavila pomocná rovnica 
druhého stupÚa (ako vzùah (3)). A l e  k˝m u Cardana sme dospeli k tejto pomocnej 
rovnici len vÔaka triku a vlastne sme ani nechápali, ûe  tento krok predstavuje jadro 
celého postupu, u Lagranga sa rezolventa objavuje  úplne explicitne a s pln˝m 
pochopenÌm j e j  v˝znamu. Teda to, Ëo bolo prv len „öùastnou náhodou", sa u 
Lagranga menÌ na konceptuálne pochopenú metódu. Vöetky doteraz úspeöné postupy 
rieöenia algebraick˝ch rovnÌc spoËÌvali v prevode problému na rezolventu, ktorá bola 
niûöieho stupÚa. Lagrange preto oËakával, ûe podobne sa mu podarÌ ná j sù  pre rovnicu 
piateho stupÚa rezolventu, ktorá bude stupÚa ötvrtého. A l e  tu Ëakalo La-granga 
sklamanie. V prÌpade rovnice piateho stupÚa j e  Lagrangova rezolventa 6-teho stupÚa. 
äesù  j e  sÌce podstatne menej ako 120, Ëo bol stupeÚ Eulerovej rezolventy, ale 
Lagrangova rezolventa j e  rovnako nepouûiteæná ako Eulerova, lebo j e  vyööieho 
stupÚa ako rieöená rovnica. To znamená, ûe na to, aby sme mohli pomocou 
Lagrangovej rezolventy vyrieöiù  rovnicu piateho stupÚa, musÌme vedieù  rieöiù rovnice 
öiesteho stupÚa. To, ûe Lagrangov postup, ktor˝ pre rovnice tretieho a ötvrtého stupÚa 
dáva pekné v˝sledky, pri rovnici piateho stupÚa zlyháva, naznaËuje, ûe problém s 
rovnicami piateho stupÚa j e  podstatne hlböÌ. 

A l e  nech uû  j e  to s úspechom Huddeho, Eulerovej a Lagrangovej rezolventy 
akokoævek, jednu vec majú spoloËné. Vöetky tri sa  snaûia rieöenie x pôvodnej rovnice 
poskladaù, skomponovaù z rieöenÌ y pomocnej rovnice a komplexn˝ch odmocnÌn z 
jednotky co. KompozitÌvna forma sa teda usiluje rieöenie urËitého problému 
skomponovaù z rieöenÌ problémov in˝ch. Namiesto plurality alternatÌv-nych 
pohæadov na ten ist˝ problém, ktorú priniesla projektÌvna forma, kompozitÌvna forma 
kladie pluralitu prÌbuzn˝ch problémov. Nejde j e j  o nejak˝ jednotn˝ postup, 
podriaden˝ univerzálnej metóde, ako to bolo v rámci koordinatÌvnej formy, ktorá sa 
usilovala nájsù  spoloËnú ötruktúru v spleti partikulámych postupov. KompozitÌvnej 
forme vyhovuje pluralita. Za rovnicou urËujúcou veliËinu x, j e j  rezolventou 
zadávajúcou veliËinu y a za rovnicou delenia kruhu, urËujúcou komplexnú odmoc-
ninu z jednotky ú ) ,  kompozitÌvna forma nehæadá hlböiu jednotu, analogickú tej, 
ktorú koordinatÌvna forma naöla za rovnicami x* + bx = c; x

3

 = bx + c a x

3

 + c = bx 

v tvare vöeobecného polynomu v tvare x

3

 + bx + c = 0. KompozitÌvna forma nechce 
rôzne prÌpady podriadiù jednotnému poriadku. Ide j e j  len o to, skomponovaù z rieöenÌ 
individuálnych problémov, v tomto konkrétnom prÌpade z koreÚov rezolventy a 
komplexn˝ch odmocnÌn jednotky, rieöenie pôvodného problému. 

6. Záver.  Ukázali sme ötyri etapy vo  v˝vine klasickej algebry od A1 
ChwárizmÂho po Lagranga. Sledovali sme postuné zmeny v chápanÌ toho, Ëo znamená 
rieöiù algebraickú rovnicu, idúce od verbálnych pravidiel cez hæadanie formúl, 
rozklad polynomu na lineárne Ëleny aû  po hæadanie rezolvent. Napriek tomu, ûe tieto 
zmeny sú z epistemologického hæadiska nepochybne hlboké, nie sú dostatoËné na to, 
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a b y  b o l o  m o û n é  p o r o z u m i e ù  ner ieö i teænost i  r o v n i c e  p i a t e h o  stupÚa.  P o c h o p e n i e  te j to  

skutoËnost i  si v y û i a d a l o  eöte  z á s a d n e j ö i u  p r e m e n u  j a z y k a  a l g e b r y ,  s p o Ë Ì v a j ú c u  v 

z r o d e  teór ie  g r ú p  a n á s l e d n o m  v z n i k u  m o d e r n e j  ö trukturálnej  a lgebry .  A l e  o p i s  

v ˝ v i n u  m o d e r n e j  a l g e b r y  j e  u û  n á m e t o m  n a  i n ú  staù. 

LITERATÚRA 

[1] AL-CHWÁRIZMÍ, M. I. M. (850?): MatematÌËeskije traktaty. Taökent, FAN 1983. 
[2] CARDANO, G. (1545): A r s  Magna, or the Rules o f  Algebra. MIT Press 1968. 
[3] DESCARTES, R. (1637): Rassuûdenie o metóde. Izdateæstvo Akademii Nauk SSSR, 

1953. 
[4] EUCLID: The Thirteen Books of the Elements. Translated with introduction and 

commentary by Sir Thomas L. Heath, Dover, New York 1956. 
[5] EULER, L. (1770): Vollständige Anleitung zur Algebra. Leipzig, Reclam 1911. 
[6] HRIC, R.: V˝vinové ötádiá v dejinách algebry. In: J. Rybár a kol.: Kapitoly 

z epistemológie II. Bratislava, Univerzita Komenského 1994. 
[7] KLEIN, J. (1934): Greek Mathematical Thought and the Origin o f  Algebra. MIT Press 

1968. 
[8] KVASZ,  L.: NáËrt analytickej teórie subjektu. In: Filosofick˝ Ëasopis 1996/4, s. 617-

640. 
[9] KVASZ, L.: Dejiny náboûenstva a matematika. In: Hieron 1997/11, s. 115-129. 

[10] KVASZ, L.: Epistemologické aspekty dejÌn maliarstva. In: Filozofia 1998/10, 
s. 658-681. 

[11] KVASZ,  L.: Gramatika zmeny. Bratislava, Chronos 1999. 
[12] NIKOFOROVSKIJ, V .  A.:  Iz istorii algebry XVI-XVII vv.  Moskva, Nauka 1979. 
[13] SAIN, M.: Nines királyi út. Budapest, Gondolat 1986. 
[14] SCHOLZ, E. (ed.): Geschichte der Algebra. Mannheim, Wissenschaftsverlag 1990. 
[15] VIETE, F. (1591): Introduction to the Analytical Art. In: ([7], 313-353). 
[16] VUILLEMIN, J.: La Philosophic de æAlgébre .  Paris, PUF 1962. 
[17] WAERDEN, B. L.: A History of Algebra, from al-Khwarizmi to Emmy Noether. Berlin, 

Springer 1980. 

œakujem Pavlovi Bónovi, Táni Jajcayovej a Pavlovi Zlatoöovi za pripomienky, ktoré 
prispeli k spresneniu niektor˝ch argumentov a formuláciÌ textu. 

Staù vznikla za podpory Vedeckej grantovej agentúry M ä  SR a S A V  v rámci grantovej 
úlohy Ë. 1/7164/20. 

Doc. dr. Ladislav Kvasz 
Katedra humanistiky MFF UK 
Mlynská dolina 
842 4 8  Bratislava 
SR 
e-mail: kvasz@fmph.uniba.sk 

808 

mailto:kvasz@fmph.uniba.sk

