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The paper is concerned with the epistemological analysis of mathematical language.
Together with symbolic languages of arithmetics, algebra and of predicate calculus it
decsribes also the iconic languages of synthetic, analytical and fractal geometry. Ex-
pldining geometric figures as terms and Buclid's axioms as formative rules of the ico-
nic language makes conceiving of the geometric intuition, as precise as the formal
symbolism of algebra or arithmetics, possible. The historical variations of mathema-
tics, in which inmitive, resp. calculative moments prevailed, thus could be seen as the
development of language. An interesting regularity was revealed by this approach,
showing that the higher form of symbolic or iconic language has always been achie-
ved thruough a mediating stage of a language of the opposite kind.

Martin Heidegger v knihe Grundprobleme der Phenomenologie [4] upozoriiuje na pozo-
ruhodmi skutoénost. Krestanskd tcolégia, zaloZend na dogme creatio ex nihilo, bola schopnd
prijat a integrovat pohanski aristotelovskii filozofiu, ktord chépe vesmir ako veény a kazdé
tvorenie vysvetluje ako tvorenie z nieoho. Heidegger tento pozoruhodny fakt vysvetluje tym,
Ze tieto odli¥né spdsoby vykladu stcna — krestansky vyklad sicna ako sticna stvoreného
a anticky vyklad sticna ako sicna pretvoreného — sii zakotvené v spolo¢nom predporozument.

Spoloéné predporozumenie, spdjajiice krestansky a anticky svet, pochaddza zo zhotovu-
jicej &innosti, v ktorej sa Elovek stavia k predmetu ako tvorca. Ako ilustriciu uvadza Heideg-
ger zhotovenie dzbanu hréiarom. Zo zékladného predporozumenia sa vytvdra vyklad sicna
ako sticna stvoreného ¢i pretvoreného — podla toho, ktoré aspekty zhotovujice] Cinnosti vysti-
pia do popredia. Ak vystipi do popredia inven¢n4 ¢innost, t.j. proces rozvaZovania, v priebehu
ktorého sa v mysli tvorcu zrodi forma buddceho dZbénu, tak to bude kreatio ex nihilo, lebo
tato forma sa naozaj zrodila z ni¢oho. Ak naopak vystipi do popredia manudlna €innost, tak
tdto je vZdy ¢innostou pretvérajicou, a teda jej zodpovedajticim vykladom bytia bude tvorenie
z nie¢oho. Podla Heideggera teda krestanstvo mohlo prirodzene integrovat antické dedicstvo
aj napriek znaénym koncepénym odliSnostiam, lebo ich predporozumenie sticnu je rovnaké.

Zdrojom predporozumenia svetu je teda &innost. Cinnost vytvéra pole samozrejmosti,
konstituuje pole vyznamov, v ktorych je zasadeny kaZdy vyklad. Preto ked chceme porozu-
mief svetu matematiky, nesmieme sa nechat viest vykladmi tohto sveta, ktoré pontikaji jednot-
livé filozofické Skoly. Nesmieme sa nechat vtiahnut do sporov tychto $k6l o povahe priestoru
¢i nekonecna, o existencii syntetickych sidov a priori alebo o vyvoditelnosti aritmetiky z lo-
giky. V tychto sporoch sa o povahe matematiky vela nedozvieme.
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KaZd4 Skola hdji svoje legitimné a viacmenej korektné ponatie matematiky. Tieto stano-
visk4 sd v8ak zvidsa len rozvinutim uréitych apriérnych filozofickych téz ¢i principov. Ich
zéstancovia k nim v prevaZnej vécSine pripadov nedospeli skiimanim samotnej matematiky,
analyzou jej najddleZitejSich vysledkov, porovndvanim jej roznych oblasti. Namiesto toho ma-
tematiku pouZivaji len ako ilustraciu svojich filozofickych koncepeii. (To sa prejavuje najma
v tom, Ze priklady, ktoré rozoberaju, si zvac§a z matematického hladiska trividlne a nezauji-
mavé. Kolko sa len filozofi nadiskutovali o tom, ¢€1,,7+5 = 12* je synteticky, alebo analyticky
siid, ale komplexné ¢&isla, diferencidlny pocet ¢i eliptické funkcie nechdvaji nepovsimnuté.)
V lepSom pripade prehldsia tézy platné v ur€itej, pomerne tizkej oblasti matematiky za univer-
zélne a fundamentélne. (To sa prejavi v rozpore medzi velkou vSeobecnosfou proklamovanych
téz a velmi tzkym a Specifickym spektrom ich ilustrécii. Klasickym prikladom je téza o tau-
tologickej povahe matematiky, ktord plati pre niektoré Casti algebry a analyzy, ale je pomerne
problematické riadif sa fiou v globélnej diferencidlnej geometrii alebo v algebraickej topold-
gii)

Ked sa chceme o povahe matematiky dozvedief nieco skutocne nové, treba sa pokusit
ndjst predporozumenie, ktoré je spolocnym zdkladom logicizmu, formalizmu, intuicionizmu
-a konStruktivizmu. Ked' totiZ spolu vedd spor, musi existovat spolocny priestor, v ktorom tento
spor prebieha, spolo¢né pole vyznamov a samozrejmosti, ktoré umoZiiuje navz4jom si rozu-
mief a nesiihlasif. Produktivna filozofia matematiky by mala vychddzaf z analyzy prdve ta-
kychto predporozument.

Domnievam sa, Ze spolonym predporozumenim logicizmu, formalizmu, intuicionizmu
a kon§truktivizmu je kriza zdkladov matematiky, povedomie, 7c matematika potrebuje reviziu
svojich vychodisk. Toto predporozumenie usmerfiuje pozornost na urcité problémy a strica zo
zretela problémy iné. Tak napriklad stipa vyznam zd6vodnenia ur€itej tedrie, kym otdzky
spojené s jej rozvojom sa dostdvajd na perifériu filozofie vedy. Podobne sa do centra pozor-
nosti dostdva aritmetika & tedria mnoZin, ktorych logick4 §truktira je lahko sledovatelnd, kym
algebraickd geometria i tedria parcidlnych diferencidlnych rovnic, ktoré vyuzivaji tazko for-
malizovatelny geometricky alebo fyzikdlny nézor, si vo filozofii matematiky marginalizova-
né.

Takto sa obraz o vyzname jednotlivych disciplin matematiky, ktory predklad4 filozofia
matematiky, znadne 1% od toho, ¢o sami matematici povazuji za najdéleZitej§ie. Discipliny,
ktorym si na svetovych matematickych kongresoch venované hlavné referdty ¢i vysledky, za
ktoré boli udelené v poslednej dobe Ficldsove medaily, sa v literattire z filozofie matematiky
temer nevyskytujud.

To ale znamend, Ze filozofia matematiky nereflektuje matematiku v jej sii¢asnom stave,
ale zotrvdva vo vyznamovom poli zo zaciatku storocia. Ciastotne je to pochopitefné, ved vodi
najnoviim vydobytkom matematiky efte nemédme dostatoény ¢asovy odstup, ktory by ich
umoZiioval plne filozoficky reflektovat. Ale neplati to iplne. Od vzniku algebraickej topoldgie
&i globalnej diferencidlnej geometrie uZ uplynulo dostatoéne dihé obdobie, aby sme sa mohli
pokaisit o ich filozofické spracovanie. To, Ze sa filozofia matematiky ststreduje eSte stéle na te-
matiku zdkladov, nie je iba otdzkou ¢asového odstupu.

Mojim cielom je predovietkym zbavif sa ziiZeného pohladu na samotny predmet a tlohy
filozofie matematiky, ktory sa vytvoril pocas krizy zdkladov matematiky na za¢iatku storo¢ia.
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Vtedy takéto ziZenie pohladu, spojené s temer tplnym ignorovanim geometrie, bolo plne
opravnené. Domnievam sa vSak, Ze dnes uZ opravnené nie je. Preto sa chcem pokiisit vytvorit
vyvidZenej8i obraz matematiky, v ktorom by geometricky nézor dostal svoje néleZité miesto.
Preto treba v prvom rade odmietnut ,,hru na zakladatefov matematiky*. Nejde mi o to, vytvorit
nejaké nové zaklady matematiky, vybudované na baze geometrického nizoru. Chcem sa po-
kdsif o obnovenie plného vyznamu pojmu filozofic matematiky, ktora by reflektovala mate-
matiku v jej celistvosti, bez apriérnej marginalizdcie ur¢itych otdzok ¢&i tém. Preto chcem do
centra filozofického z4ujmu priniest okrem aritmetiky ¢ teéric mnoZin aj geometriu a algebru,
pritom tak, aby sa objasnili nielen ,,zdklady* tychto disciplin, ale predovietkym ich vzdjomni
previazanost a vztah, ich miesto vo svete matematiky.

Ked chceme porozumiet svetu matematiky, nechajme sa viest fiou samou, pozrime sa na
¢innost, ktoré matematik beZne a kaZdodenne vykondva. UZ poCujeme hlas klasického filozo-
fa matematiky — matematik predsa dokazuje vety. Ano, bezpochyby robi aj to, ale nielen to.
Nickto musi tieto vety aj vymy$lat a niekto musi vytvorit pojmy, pomocou ktorych sa tieto
vety daji vobec sformulovat. Matematika m4 omnoho bohatsi arzendl ¢innosti neZ iba doka-
zovanie. Ked sa preto chceme zbavit ziiZeného pohladu na matematiku, musime sa okrem
marginalizdcie jej nicktorych disciplin oslobodit aj od neadekvétneho pohladu na jej ¢innosti.

O tomto probléme piSc Richard Courant, jeden z najvyznamnejSich matematikov tohto
storo¢ia, v ivode knihy Co Jje matematika? [11: ,, V sticasnosti previddajiice zdérazfiovanie
deduktivro-postulativneho charakteru matematiky povaZujeme za velmi nebezpecné. Je sice
pravda, Ze nie je lahké opisat, o je to tvorivy objav, usmerfiiujiica a formujiica intuicia, toto sa
v¥ak skryva v jadre aj toho najabstrakinejsieho matematického vysledku. Je moiné, Ze vykrys-
talizovand deduktivha forma je cielom, ale hybnou silou je aj lak intuicia. VdZne ohrozenie pre
samotny Zivot vedy vyplyva z tvrdenia, Ze matematika nie je nic iné nez systém désledkov od-
vodenych z definicii a postuldtov, ktory must byt konzistentny, ale inak méZe byt slobodne vy-
tvoreny vélou matematikov. Keby tento opis bol sprdvny, tak by matematika nemohla prifaho-
vaf Ziadnu inteligentnii bytost. Bola by hrou s definiciami, pravidlami a sylogizmami bez
motivov & ciela. Ndzor, Ze intelekt méZe vytvorit zmysluplny axiomaticky systém podla svojho
rozmaru, je zavddzajica polopravda.

Ak je Heideggerove odvodenie predporozumenia z ¢innosti spravne, tak klic¢om pre
spravne porozumenie svetu matematiky musi byt filozofickd analyza Cinnosti, ktoré tvoria
kazdodennost matematiky. V tejto stati sa stistredime na dve ¢innosti — na manipuléciu so
znakmi a na kreslenie obrazkov. Domnievam sa, Ze toto s dva zdkladné typy ¢innosti, ktoré
konStituuji svet matematiky, a Ze celd matematika je do istej miery debatou o tom, Co sa
v tychto dvoch ¢innostiach odkrylo. Z tychto dvoch ¢innosti sa rodi predporozumenie, na kto-
rom sa zaklad4 celd matematika so svojimi intuiciami, pojmami, axiémami, vetami a dokazmi.

Vyndra sa ndmietka, Ze matematika uZ ddvno prekrocila hranice nakreslitelného, a preto
uvadzat kreslenie obrdzkov ako jednu so zdkladnych matematickych Einnosti, rovnocennd
s abstraktnym formalizmom, je zavidzajtice. Mne v3ak ide o rekon§trukciu predporozumenia,
z ktorého matematika ¢erpd svoje intuicie, a nie o techniky, pomocou ktorych overuje ich
adekvdtnost. Samozrejme, Ze obrazok nie je rovnocenny s formédlnym dokazom. Ale na druhej
strane jednoduchy obrédzok Casto predstavuje prostriedok, ktory umoZnil néjst zdkladni ideu
dékazu. Keby sa intuicia plne docenila ako zdkladny motor rozvoja vedy a keby sa otdzky
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rozvoja vedy povaZovali za rovnako dbleZité ako otdzky jej zd6vodnenia, t.j. keby sa filozofia
vedy vymanila so ziiZeného pohladu krizy zdkladov, vy$8ie spomenuté pochybnosti by ne-
vznikli. .

Pri analyze tychto dvoch ¢innosti sa odhali zvlastny periodicky pohyb v dejindch mate-
matiky spocivajici v striedani symbolického a ndzorného jazyka. Tento fenomén doteraz
nebol dostatocne pochopeny. Zvacsa sa v fiom vidi prejav psychickych procesov alebo sa
pouZiva na ilustrdciu dialektickych doktrin. AvSak podrobit ho seriéznej epistemologickej
analyze sa doteraz nik nepokdisil. Toto striedanie formélnych a ndzomych obdobi v matema-
tike m4 totiZ pomeme vagny charakter, ¢o od takejto analyzy odradza. Domnievam sa viak, Ze
tdto vignost je spdsobend iba nedostatotnym pochopenim povahy jazyka geometrickych ob-
rdzkov. Pokial je pre nds obrdzok a vébec cely geometricky ndzor ¢imsi neur¢itym, ani jeho
striedanie s formdlnym jazykom, ktoré sa d4 v dejindch matematiky jasne pozorovat, nemoze
maf iné neZ vigne obrysy.

Preto prv, neZ sa pustime do analyzy striedania ndzorného a formélneho jazyka matema-
tiky, aby sme o tomto striedani mohli hovorit presnej$ie neZ metaforicky, potrebujeme prehibit
chdpanic geometrickych obrdzkov. Vychddzat budem pritom z analégie s ideou pojmového
pisma Gottloba Fregeho [2].

Frege pri tvorbe pojmového pisma vychadzal z aritmetiky. V jeho dobe, t.j. v dobe pre-
hibujiicej sa krizy matematiky, to bolo ur€ite spravne. Ale ist vo Fregeho &lapajich znamend
sledovat ducha, a nie literu jeho diela. Preto sa domnievam, Ze pred filozofiou matematiky stoji
dolezita dloha pokiisit sa spravit to, ¢o Frege urobil pre jazyk aritmetiky, aj s jazykom geomet-
rie. Této dloha presahuje rdmec tohto pojednania. Prekracuje jeho episicmologicky horizont
smerom do logiky. Preto celé pojednanie, treba chapaf ako predbeZnii epistemologickd $tidiu,
mapujicu vychodiskd a moZnosti dalSich logickych skimani.

Potom, ako v odseku 2 nadrinem zdkladné idey exaktného chdpania geometrickych ob-
razkov, budeme mbct z jednotného hladiska pojat ako formdlny jazyk aritmetiky ¢i algebry,
tak aj ndzomy jazyk geometrie ¢ topoldgie. Zjednotenie symbolického a ikonického jazyka
ndm umoZni pojat vyvin matematiky veelku, ako vyvin jazyka. Pritom vyvin jazyka budeme
sledovat z dvoch aspektov: z hladiska logickej sily, ktord ukazuje, ako sa komplexné formule
daji v danom jazyku dokézat, a z hladiska expresivne;j sily, ktord ukazuje, ¢o nového, ¢o sa
v predoslych Stadidch vymykalo vyjadreniu, jazyk umoZziiuje vyjadrif. Pritom vyvin jazyka
matematiky spociva v ndraste jeho logickej a expresivnej sily.

Matematika m4 tendenciu svoje jazyky dodatoéne preparovat. Preto sa uZ do jazyka arit-
metiky zavidza pojem premennej (aby sa dali v tomto jazyku zapisat rovnice) a pripadne sa za
zdkladny obor zvolia komplexné &isla (aby sa jazyk imunizoval voci paradoxom s odmocni-
nami zo zapornych &isel). Toto poéinanie je pragmaticky velmi vyhodné, lebo ndm poskytuje
silny jazyk, v ktorom sa moZno pohodine pohyboval. Na druhej strane nés v3ak znecitlivaje
vodi historicky existujicim jazykom. Staré jazyky nevnimame ako samostatné systémy s vlast-
nou logickou silou a expresibilitou. Javia sa ndm skor ako akési fragmenty ndSho silného jazy-
ka.

Ked7e cielom tohto pojednania je epistemologicka analyza jazyka vedy, usilujem sa
kaZdy jazyk charakterizoval na tej tirovni, na akej bol vytvoreny, bez neskorsich vylepseni,
ktoré spocivali v tom, Ze sa vydobytok neskorSieho vyvinu (napriklad pojem premenne;j) pre-
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niesol do vyvojovo starSieho jazyka (elementdrnej aritmetiky). Pre miia je jazyk elementérnej
aritmetiky zdsadne jazykom bez premennych.

Domnievam sa, Ze takéto rozvrstvenie jazyka matematiky na jednotlivé historické vrstvy
bude prinosné aj pre logické skiimania; ukaZe totiZ, ako sa jednotlivé syntaktické inovécie
postupne vyndrali. Vyvin spociva v tom, Ze pre urcité problémy sa vytvori jazyk, v ktorom sd
transparentné, t.j. syntaktické. Tym, samozrejme, vznik4 priestor pre dal3ie problémy...

1. Elementdrna aritmetika. Jazyk elementdrne;j aritmetiky je najjednoduchsim kalkula-
tivnym jazykom. ZaloZeny je na manipuldcii s ¢isclnymi znakmi. Existuje mnoho variantov
tohto jazyka, dnes najrozsirenejsi obsahuje desat zdkladnych znakov pre cifry 1...., 9, 0 a ok-
rem toho edte znaky +, -, X, : a =.

Podstatnou ¢rtou tohto jazyka je, Ze nemd symbol pre premennt, preto v fiom nemoZno
stormulovat Ziadne vSeobecné tvrdenie ani napisal nejaky vzorec. Preto sa pravidld na poéita-
nie, napriklad pravidlo pre delenie so zvySkom alebo pre prechod cez desiatku, kedZe st to
vieobecné tvrdenia, nedaji v tomto jazyku zapisal. Nie si to tvrdenia jazyka aritmetiky, ale
in§trukcie sformulované v prirodzenom jazyku. Nedajii sa v jazyku aritmetiky vyjadrit, ale len
ukazat.

Zvl&stny je 1 zapis Cisel. PovaZovat cely vyraz 257 za meno nemdZeme, lebo pravidld pre
poéitanie, napriklad pravidlo pre ndsobenie dvoch trojcifernych ¢isel, odkazujii na jeho zlozky
(jednotlivé cifry), ¢o je pre mend nepripustné. Musi to teda byt zloZeny vyraz, t.j. term. Preto
clementdrnymi prvkami jazyka si cifry, nie ¢isla. Cislo, napriklad 257, je term vytvoreny
z konitint 2, 5 a 7 pomocou operdcie zrefazenia, ktord spdsobf, Ze 2 v terme 257 uZ neozna-
&uje jednotky, ale stovky. Této operécia je viak implicitnd, je zabudovand do samotmého sp6-
sobu zdpisu. Operdcia zrefazenia je aj v pozadi pravidicl prechodu cez desiatku.

Typické tvrdenia elementdrnej aritmetiky st napriklad:

T2439=111 alebo 24 x8>129.

St to jedineéné tvrdenia. Jazyk elementdrnej aritmetiky obsahuje pravidld, ktoré pomo-
cou formélnej manipuldcie so znakmi umoziiuji takéto tvrdenia overit. V dejindch to bol prvy
formélny systém umoZiiujici na baze explicitnych syntaktickych pravidiel manipuldcie so
symbolmi rozhodnif o pravdivosti nejakého tvrdenia. Aj ked'si to zatial len jedinedné tvrde-
nia, predsa len vyznam tohto objavu egyptskych (babylénskych, indickych, ¢inskych, mays-
kych,...) kilazov je nesmierny. Tieto pravidld sd totiZ formélne, teda intersubjektivne, explicit-
né a nauditelné. Nie je to teda tajné, ale verejné poznanie. To, Ze ho Casto utajovali, malo spo-
logenské dovody, ktoré nestviseli s epistemickym charakterom tohto poznania. Z epistemolo-
gického hladiska je formdlne poznanie Cisto syntaktické, teda pristupné kontrole.

Désledkom toho, 7Ze jazyk neobsahoval vyraz pre premenné, bola nevyhnutnost formu-
lovat vietky tlohy s konkrétnymi &iselnymi hodnotami. Zoberme si ako ilustrdciu priklad
z Moskovského papyrusu ([5], 41): ,, Zpiisob vyipoctu pyramidy nemajici vrchol. Mds-li ddnu
pyramidu bez vrcholu vysokou 6 (loktit), s dolni hranou 4 (lokte) a horni 2, umocni 4 na dru-
hou, dostanes 16, zdvojndsob 4, dostane§ 8, umocni 2 na druhi, dostanes 4,

(1) pricii téchto 16
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(2) ktémto8a4

(3) dostanes 28, vypocti

(4) 1/3 ze 6, obdriis 2, pocitej

(5) s 28 dvakrdt, dostdvas 56,

(6) viz: je to skutecné 56. Nalezl jsi spravné.

Poctdr miesto toho aby si, ako je dnes beZné, pomocou nezndmej zapisal vzorec a potom
do ncho dosadil hodnoty zo zadania, postupne berie ¢isla figurujice v zadani a robi s nimi
rdzne tipravy, aZ napokon dostane to, ¢o hfadd. Pomocou konkrétneho vypoctu takto ukazuje
vieobecny postup rieenia, ktory sa v jeho jazyku nedd vyjadrif.

Jazykom elementdrnej aritmetiky rozumiem prave tento jazyk. Nech uZ je akokolvek
¢udny, bol to v dejindch Tudstva prvy jazyk umozZiiujici riesit problémy pomocou manipu-
lacie so symbolmi. Jeho logicka sila sa obmedzuje na overovanie jedine¢nych tvrdeni.

V antickom Grécku v stivislosti so vznikom matematiky sa zrodil novy geometricky ja-
zyk. (Zrod matematiky som podrobnejsie rozobral v stati [7].) U pytagorejcov bol novy, geo-
metricky jazyk c§te spojeny s ,,aritmetickym atomizmom®. Pytagorejci predpokladali, 7e kaZd4
tsetka, teda aj strana a uhlopriecka Stvorca, sa skladd z ur¢itého kone¢ného poctu atomov. Za
predpokladu, Ze atémy tvoriace stranu $tvorca maji rovnakd velkost ako atdmy, z ktorych sa
sklad4 jeho uhlopriecka, je pomer diZok tychto tisegiek rovny pomeru poétov prislusnych até-
mov. Objav nestimeratelnosti strany a uhlopriecky §tvorca, podla ktorého pomer ich di7ok sa
ned4 vyjadrif v pomere celych ¢isel, ukazuje neudrZatelnost pytagorejského atomizmu. Uka-
zuje viak tieZ, Ze jazyk geometrie je vieobecnejsi ako jazyk aritmetiky. V rdmci aritmetiky
totiZ nie sme schopni pojat stranu a uhlopriecku do jedného vypoctu. Bud zvolime jednotku
stiimeratelmi so stranou (potom sa dizka uhloprie¢ky nedd vyjadrif Ziadnym ¢islom), alebo
zvolime jednotku simeratelnd s uhloprietkou (a potom sa ndm nepodarf zachytif stranu).

Takto ndm nestimeratelnost strany a uhlopriecky Stvorca odkr{va hranice expresivnej sily
jazyka elementdrnej aritmetiky. Toto obmedzenie bolo neskér prekonané prechodom k redl-
nym &islam, ale, ako som spomenul vysSie, nés tu zaujima jazyk aritmetiky v jeho pévodnom
stave.

2. Euklidovsk4 geometria. Novy, geometricky jazyk je podstatne silnejsi neZ jazyk
opisany v predoglej kapitole. UmoZiiuje dokdzat vieobecné tvrdenia, ako napriklad tvrdenie,
7e stdet dvoch Tubovolnych parnych &isel je &islo parne. Nemd ani problémy s nestimeratel-
nostou. Pre neho si strana i uhloprietka §tvorca rovnoprdvne objekty. Geometricky jazyk teda
nielenze umoZiiuje dokdzat vieobecné tvrdenia, Co jazyk elementdrne] aritmetiky nedokéze,
ale navyse je schopny tematizovat situdcie, ktorych opis sa jazyku aritmetiky vymyk4.

Jazyk geometrie sa zrodil v priebehu Pytagorejskej revoliicie. Postupne doSlo k jeho
ocisteniu od pytagorejského atomizmu a u Euklida sa s nim stretdvame v maximdlne;j istote.
Na rozdiel od jazyka aritmetiky je to jazyk ikonicky, nie symbolicky. Jeho vyrazmi si obrdzky
tvorené konefnymi stibormi bodov, dseciek a kruznic v roznych vzajomnych polohéch, a nie
linedrne refazce aritmetickych symbolov.

Pod geometrickym obrdzkom nerozumiem fyzicky objekt tvoreny Skvrnami grafitu na-
nesenymi na viac alebo menej hladky povrch papiera. Pod geometrickym obrdzkom rozumiem
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to, éim je obrdzok pre geometriu, konkrétne vyraz ikonického jazyka s jeho vlastnym vyz-
namom a zmyslom. Je to analogické s chdpanim vyrazov aritmetiky ¢i algebry. Tam sa vzorec
tieZ nechdpe ako fyzicky objekt, t.j. ako nestivisld $kvrna atramentu nanesen4 na papier.

Pre nade epistemologické ciele postaci struény nacrt logicke;j Struktiiry ikonického jazyka
geometrie. Geometricky obrdzok povaZzujem za vyraz (term) jazyka geometrie. Geometrickd
konstrukcia je vlastne opisom vytvérajlicej sa postupnosti vyrazu. Samotny vyraz povaZujem
za dobre utvoreny (well formed expression) vtedy, ked sa kon$trukciu podari dokézat (t.j. ked’
sa dokdZe, Ze priamky nakreslené ako prechddzajice jednym bodom st vskutku také, a pod.).
Pritom zdkladné kroky konstrukcie, ako ,.danymi dvomi bodmi viest priamku® alebo ,,z dané-
ho bodu opisat danym polomerom kruZnicu®, povaZujem za pravidld formovania vyrazov
analogické klasickym pravidldm na vytvorenic termu z n-drneho funkciondlneho symbolu
a siboru n inych termov. Preto Euklidove axiémy chipem ako formacné pravidla jazyka
geometrie.

Mohli by sme podat induktivnu definiciu, ktora by pozostavala z pravidiel analogickych
s nasledovnymi:

1. Prazdny obrazok je term jazyka geometrie.

2. Ak je dany nejaky term, tak obrdzok, ktory z neho vznikne pridanim lubovolného
bodu alebo priamky, je opa( term jazyka gecometrie.

3. Ak je dany nejaky term, ktorého Casfou si dva rézne body A a B, tak obrdzok, ktory
z neho vznikne pridanim priamky prechddzajiicej bodmi A a B, je opiif term.

Otdzka, kedy st dva termy rovné, t.j. kedy predstavuju ten isty geometricky objekt, je
o niefo zloZilcjia, ako tomu bolo v pripade jazyka aritmetiky. Podobne ako v aritmetike, ani
v geometrii to nez4visf od spdsobu, ako term napieme. Cisla 3 a 3 predstavujd to isté &islo, t.j.
nezdleZi na velkosti ,,pisma*. Tito vlastnost je rozumné Ziadaf aj od termov jazyka geometrie.
Otvorené viak zostdva detailnejSie rozpracovanie tohto jazyka, t.j. to, ako vyzeraji jeho for-
mule... Zodpovedanie tychto otdzok nie je nasim cielom. Spadd skor do logického neZ episte-
mologického pojednania. Cheel som iba naznacit zdkladné chdpanie umoZiujiice postavit ja-
zyk geometrickych obrizkov ako nie¢o rovnocenné vedla jazyka aritmetiky &i algebry, kto-
rych logickd $truktiru vo svojom diela ozrejmil Frege.

Ako sme uZ spomenuli, ikonicky jazyk geometrie bol prvym jazykom umoZiiujicim
dokdzat vieobecné tvrdenia. Tento jazyk ovlddol grécku matematiku natolko, Ze ked mal
Euklides riesit kvadraticki rovnicu, riesil ju konstrukéne, nie aritmeticky.

“Objev nesouméritelnosti a nemoZnost vyjddrit pomér libovolnych dvou tisecek pomérem
dvou celych cisel vedly Reky k tomu, Ze zacali misto aritmetickych pomérit uzivat poméry mezi
velicinami geomelrickymi a jejich prostiednictvim vyjadrovat obecné proporce mezi velicina-
mi...

Aby roziesili rovnici ax = b, povaZovali Rekové b* za danou plochu, a byla dand isecka,
x hledand. Ulohu tedy prevedli na sestrojent obdélniku z ného# zndme jeho plochu a jednu
stranu. Nebo jak fikali, na ,, priloZeni” plochy k dané iisecce... ([5], 115).

RieSenie rovnic pomocou geometrickej konstrukcie umoZiiuje obist problémy spojené
s nestimeratelnostou. Hodi sa v§ak len na rieSenie linedrnych a kvadratickych rovnic. Rovnice
treticho stupiia predstavuji znacné problémy, lebo tretia mocnina nezndmej predstavuje objem
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ur€itého telesa. A rovnice vysSieho ako treticho stupfia sa jazyku Euklidovskej geometrie vy-
mykajd.

3. Kosisticka algebra. Na prekonanie problémov vznikajicich pri snahe riesit rovnice
pomocou geometrickych kon3trukcif vytvorili v 15. storo¢f nemecki matematici novy jazyk
zaloZeny na manipuldcii so znakmi, ktory umoZioval zapisaf rovnice aj vy$sieho ako treticho
stupfia. Tito matematici sa oznaCuji ako kosisti. Ich hlavnym vynélezom bola symbolika za-
loZend na nezndmej, ktorti nazyvali cosa, ¢o po taliansky znamend4 vec. Algebru oznacovali
ako regula dela cosa, t.j. pravidlo veci. I§lo im o vytvorenie formédlnych pravidiel umoZiiuji-
cich manipulovaf s pismenami tak, ako sa manipuluje s vecami. Ked napriklad k veci priddme
este jednu rovnako velkii vec, dostaneme dve veci, ¢o zapisovali ako 2r (v symbolike pouZi-
vali na oznacenie veci prvé pismeno latinského slova res).

Tento jazyk vlastne predstavuje ndvrat spat od konstrukcie k manipuldcii, od ikonického
k symbolickému jazyku. Ich symbolicky jazyk viak oproti jazyku elementérnej aritmetiky uZ
obsahuje symbol pre nezndmu. MoZno preto povedat, Ze sa im podarilo do symbolického ja-
zyka zabudovaf zdkladny prinos jazyka geometrického, menovite schopnost dokdzat vieobec-
né tvrdenia.

Jazyk algebry umoZiiuje vyjadrit rieSenie rovnice pomocou vzorca. Z logického hladiska
to predstavuje oproti jazyku geometrie kvalitativny krok vpred. V jazyku geometrie je pojem
premennej pritomny v podobe tisecky neurtitej dizky. Na tejto idei bol zaloZeny pytagorejsky
dokaz toho, Ze sticet dvoch parnych &isel je pamy. Jazyk algebry umoZiiuje redukovat dokaz
tohto vicobecného tvrdenia na ¢isto formélne overenie, na ,,vypocet” pomocou pismen:

2k + 21 = 2(k+D).

Teda aj jazyk algebry umoZiinje dokézaf vieobecné tvrdenie. Dok4Ze vak omnoho viac.
Hlavn4 vyhoda kosistickej inovécie spoéiva v tom, Ze podmienka zo zadania slovnej ulohy
prestdva byt v prirodzenom jazyku sformulovanou podmienkou, stojacou mimo jazyka
aritmetiky, ktord umoZiiuje iba overovat, ¢i som nasiel spriavne riefenie. Vdaka kosistom
dostiva sa priamo do formdlneho jazyka a dd sa ju upravovaf podla potreby. Akondhle sa
podmienky zo zadania tlohy dostant do jazyka, daji sa vytvorif univerzilne metddy na riese-
nie dloh.

Univerzélne metédy na rieSenie problémov predstavovali velkd prednost algebry pred
geometriou. Euklidovskd geometria Ziadne univerzdlne metédy nepoznala, bola zbierkou
konstrukénych trikov, z ktorych kaZdy sa hodil len na velmi tizku paletu pribuznych problé-
mov. Naproti tomu algebra poskytuje univerzilne postupy, zapisané v tvare vzorcov. Zoberme
si vzorec pre rie§enie kvadratickej rovnice

_ -bx\P-dac
xl‘z_ T.

Parametre a, b, ¢ ddvaji tomuto vzorcu vieobecnost analogickil tej, ktort ddva tsecka
neurcitej dlzky v Pytagorovom ddkaze vety, Ze sii€et dvoch parnych &isel je Eislo parne. AvSak
to x na lavej strane znamend, Ze vyraz na pravej strane ako celok vyjadruje jediné individuum,
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a tak vlastne predstavuje zédpis postupu jeho vypoétu. Takto sa postup stdva vyjadritelnym vo
formélnom jazyku. To umoZziuje sformulovat modalne predikéty, ako napriklad pojem riesi-
telnosti rovnic. V jazyku geometrie nemdme prostriedky, pomocou ktorych by sme mohli
vyjadrit alebo dokdzat, Ze nejak4 tiloha je nerieSitelnd. Jazyk algebry to umoZiuje. Gaussov
dokaz nekonStruovatelnosti pravidelného sedemuholnika a Galoisov ddkaz nerieSiteInosti
rovnice piateho stupiia jasne ukazuji prevahu jazyka algebry.

Oproti geometrickému jazyku, ktory md samozrejme tieZ nezndmu vo forme tseCky
neurditej diZky, druhd mocninu nezndme;j v podobe §tvorca s neuréitou stranou a tretiu moc-
ninu v podobe kocky s neurcitou hranou, jazyk kosistov umozZiiuje slobodne tvorit mocniny
vyssich radov. Ich terminolégia je eSte poznacend geometrickymi analégiami, ked napriklad
tretiu mocninu neznédmej oznacuji ako cubus. Ni¢ im v8ak nebrani Cisto formélne pokracovat
dalej aj za tretiu mocninu, za ktorti uZ Euklida nepustil priestor. Druht mocninu nazyvali zen-
sus a oznacovali z. Preto pre $tvrtd mocninu pisali zz (zensus de zensus), pre piatu rzz, pre Sies-
tu zzz a tak dalej. Takto jazyk algebry umoZiiuje radikdlne prekrocit medze, ktoré jazyku geo-
metrie uklad4 priestor, a slobodne tvoril mocniny fubovolného stupiia.

4, Analyticka geometria. Descartes nasiel spdsob, ako [ubovolnému algebraickému
vyrazu priradif tvar. Polyndm, tak, ako ho zaviedli kosisti, bol ¢isto formalnym vyrazom,
ktorému geometricky ni¢ nezodpovedalo, nemal Ziaden tvar. A tu zrazu x'7 + 24x°—4x + 2 sa
stdva obyc¢ajnou krivkou. Vietky algebraické pojmy ako koren, stupeii polynému, ... dostévajd
geometrickd interpretéciu.

Descartov pocin pripomina pytagorejski vizualizéciu poctu, ktord pomocou psefoférie
priradi tvar aritmetickym vlastnostiam (napriklad parnost interpretuje ako dvojrad). Podobne
ako pytagorejci vizualizovali aritmetiku, Descartes viznalizoval algebru. V oboch pripadoch
ide o vytvorenie nového ikonického jazyka, ktory umoZziuje integrovat zdkladné prvky pdvod-
n¢ho symbolického jazyka.

Descartova vizualizdcia algebry umoZiiuje preniest univerzalne analytické met6dy algeb-
ry do geometrie. To je takd vyznamnd zmena, Ze podla nej dostal novy jazyk aj svoje meno —
analytickd geometria. Kon§truk¢né geometria bola taZk4 tym, Ze na konStrukciu kaZdého ttva-
ru si bolo treba pamiital $pecidlny postup. V analytickej geometrii sa nekonStruuji geometrické
dtvary. Individudlne uréenia dtvaru sa najprv prepi$u do algebraickych rovnic, tie sa vieobec-
nymi metddami algebry vyriesia a konstruuju sa iba isecky, ktorych dizka zodpoveda prislus-
nému rieSeniu. Takto napriklad namiesto tlohy skonStruovaf pravidelny pétuholnik dostaneme
nepomerne Iahsiu lohu zostroji disedku dizky (V5 — 1)/2. D4 sa poveda, Ze Descartes prinie-
sol do geometrie hlavni prednost algebry — existenciu univerzdlnych metéd.

Analytickd geometria predstavuje novy spdsob vytvarania geometrického ttvaru. Utvar
sa konstruuje bod po bode pomocou jeho stradnic. To je nieco zdsadne iné ako u Euklida.
Euklides vytvaral titvar (term ikonického jazyka geometrie) z seCiek a oblikov kruZnic.
Euklidovsk4 konStrukeia je konstrukciou pomocou kruZidla a pravitka. Euklides m4 teda akési
,»mechanické" formy, ktoré celé umiestiluje na papier. Naproti tomu Descartes rozbil kazdy
dtvar na body a vynaSa ho bod po bode. To mu umoZiuje priradif tvar kaZdému polynému.
Takto Descartes odkryl omnoho bohatsi svet, nez bol svet Euklidov.
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Ked sa pozrieme z hladiska analytickej geometrie na euklidovskd, moZno povedat, Ze aZ
na niekolko vynimiek (ako napriklad Archimedova $pirdla ¢i kvadratrix, ktoré v8ak ani samot-
ni Gréci nepovaZovali za geometrické krivky, ale za krivky mechanické, lebo s definované
pomocou pohybu) sa celd euklidovska geometria toci okolo kvadratickych kriviek (t.j. kriviek,
ktorych rovnice si dané polynémom druhého stupiia). Ulohy, v ktorych sa objavuji veliiny
ur¢ené rovnicou treticho stupiia, ako napriklad dloha trisekcie uhla, duplicity kocky & kon-
Strukcie pravidelného sedemuholnika, predstavovali medzu, ktord sa euklidovskej geometrii
nepodarilo prekro€il. Pre analytickd geometriu tieto lohy nepredstavuji Ziaden problém.
Tretie odmocniny s z analytického hladiska rovnaké ako vietky ostatné.

Svet analytickej geometrie je teda kvalitativne bohat§im svetom, obsahujicim neporov-
moZno vy¢lenit oblast, ktord zodpovedd Euklidovmu svetu. Euklidov svet je svetom kriviek
druhého stupria.

5. Matematicka analyza. Kritko po Descartovom objave analytickej gcometric sa uk4-
zalo, Ze jazyk algebry je prili§ chudobny na opisanie fenoménov sveta kriviek, ktory ndm od-
kryl Descartes. Predovietkym dva problémy, problém dotyénic, spocivajiici v ilohe ndjst
dotyénicu k dancj krivke, a problém kvadratir, spoéivajtici v dlohe urcit obsah plochy ohra-
nienej krivkou, viedli ku zrodu technik prekracujicich rdmec jazyka algebry.

Tieto techniky nadvézovali na gréckych atomistov a na Archimeda. Boli zaloZené na idei
rozdelenia uvaZovaného ttvaru na nekonecne vela nekonecne malych Casti, ktoré by sa pre-
transformovali a opit poskladali, priom by vznikol titvar, ktorého obsah moZno jednoduchsie
ur¢il. Velké majstrovstvo v tychto infinitezimalnych metddach dosiahli Johannes Kepler,
Bonaventura Cavalieri a Evangelista Toricelli. Nasli obsah a objem velkého mnoZstva titvarov.
Boli to viak viac menej individudlne triky. Pre kaZdy ttvar bolo treba néjst Specificky sposob
rozdelenia, ktory sa hodil len pre tento ttvar. Chybal jazyk, ktory by umoZiioval sformulovaf
jednotnd metddu.

Takyto jazyk vytvoril Gottfried Wilhelm Leibniz — je to zndmy diferencidlny a integralny
pocet. Hlavné Leibnizova zésluha spo¢iva vo vytvoreni kalkulu umo#iujiceho formélne
manipuldcie s infinitezimalnymi veli¢inami. I$lo jednak o integrovanie, ¢o bolo s¢itanie neko-
neéne velkého poétu nekoneéne malych veli¢in, a potom o derivovanie, ¢o bolo delenie dvoch
nekonecéne malych veli¢in.

Diferencidlny a integrilny poéet predstavuje podobne ako algebra alebo clementdrna
aritmetika kalkul, t.j. formdlnu techniku manipulédcie so znakmi, umoZiiujicu daf pomerne
rychlo a elegantne odpoved na mnohé otdzky, ktoré sa prirodzene vyndraji vo svete kriviek,
odkrytom Descartom. Mnohé geometrické viastnosti kriviek, ako napr. ich df7ka, zakrivenie,
alebo obsah plochy nimi ohrani¢eny, moZno velmi elegantne a kompaktne vyjadrif prostried-
kami diferencidlncho a integrélneho poétu. Naproti tomu jazyk algebry na ne ani zdaleka ne-
postacuje.

Logicki silu jazyka analytickej geometrie moZno charakterizoval pojmom metédy, t.j.
jednotného postupu umoZiiujiceho geometrickd ilohu preloZif do jazyka algebry a takto
vzniknuti siistavu rovnic riesit.
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Naproti tomu jazyk matematickej analyzy, ako ukdzal Cauchy, sa zaklad4d na limitnom
prechode. Limitny prechod je logicky objekt, ktory navrhujem nazvat schéma. Limitny pre-
chod nie je Cistou metédou, ale schémou zjednocujicou nesmierne mnoZstvo metéd. Akoby
pre kaZdy objekt (integrél, derivécia, rad,...) existovala Specifickd geometrickd metdda delenia
na indivisibilid. A to, ¢o maji vSetky tieto metddy spolocné, to je schéma limitného prechodu.

Leibnizom objaveny jazyk diferencidlneho a integralneho poétu je opat roz§irenim jazy-
ka algebry. Ked v nekone¢nom rade pripustim len konecne vela nenulovych ¢lenov, dostanem
z radu polyném. Vo svete polyndmov je derivovanie a integrovanie definované pomocou jed-
noduchych explicitnych vztahov, ktoré moZno povaZovat za algebraické. Preto jazyk algebry
moZno vyclenit ako urcitii podoblast jazyka matematickej analyzy.

6. Iterativna geometria. Aj ked sa diferencidlny a integralny pocet pévodne zrodil
v tesnej blizkosti analytickej geometrie a matematici dlho povaZovali Descartov spdsob gene-
rovania tvaru (L.j. generovanie titvaru bod po bode pomocou formule) za adekvétnu vizualiza-
ciu sveta matematickej analyzy, ukdzalo sa, Ze to tak nie je.

Prvy, kto si to jasnc uvedomil, bol Bernard Bolzano, ktory nasiel prvy priklad funkcie,
ktord nemd v Ziadnom bode deriviciu. Spo€iatku sa takéto krivky povaZovali za ,,patologické
pripady*. Matematici sa nadalej drZali sveta analytickych kriviek v presved&eni, Ze met6da
generovania krivky bod po bode predstavuje adekvatnu metddu, ktor4 je aZ na niekolko vyni-
miek v stizvuku s duchom matematickej analyzy.

Koncom 19. storogia sa viak s ,,patologickymi funkciami* akoby roztrhlo vrece. KaZdy
vyznamnej$i matematik prisiel s nejakou zvid$tnostou. Snad najzardZajicejsia je Peanova kriv-
ka, ktor4 dplne vypliia jednotkovy $tvorec. Ked uz bolo tychto kriviek vela, konStituovala sa
samostatnd matematick4 disciplina — tedria funkcif redlnej premennej — na ich §tidium. Vag-
Sina patologickych prikladov md spolo¢né prave to, Ze nie si generované tak ako Descartove
krivky, bod po bode, ale generujii sa pomocou nekoneéného poctu postupnych iterdcii. Oblas(
iterativnej geometrie zazila velké oZivenie v neddvnej dobe vdaka pocitacom, ktoré umoZiiuja
tieto iterativne procesy implementovat, takZe na obrazovke sa objavia prekrdsne ttvary zndme
pod ndzvom fraktdly.

Chciet zadat ncjaky fraktal pomocou formule, t.j. chcief ho vygenerovat Descartovou
metddou, je beznadejné. Netreba velka fantdziu, aby sme si uvedomili, Ze svet iterativne ge-
nerovanych dtvarov je kvalitativne bohat8i neZ Descartov svet. Pritom svet analytickej geo-
metrie moZno v tomto svete vy¢lenit ako oblast, ktori dostaneme, ked budeme pri iterativnom
procese vyZadovat rovnomerni konvergenciu funkcie spolu s dostatoénym poétom derivacii.
Preto Descartov svet analytickych kriviek je ,,hladkou ¢asfou™ sveta iterativnej geometrie.

Ked Benoit Mandelbrot vo svojej knihe Frakidlna geometria prirody [8] upozornil na
skuto¢nost, Ze aj mnoh¢ priradné ttvary, ako napriklad oblak ¢i pobreZie, sa v mnohom podo-
bajii fraktdlom, a ked sa vyjasnilo, Ze fraktdly hraji déleZitii dlohu pri opise turbulencie, pre-
stala sa iterativna geometria povaZovat za rozmar matematikov. Zadala sa re§pektovat ako
samostatny svet tvarov. Popri Euklidovom svete syntetickej geometrie, ktord svoje ttvary
konStruuje pomocou kruZidla a pravitka, a popri Descartovom svete analytickej geometrie,
ktorej titvary st generované bod po bode pomocou analytického vyrazu, predstavuje svet ite-
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rativnej geometrie treti typ jazyka umoZiiujiceho hovorit o tvare. Termami tohto jazyka st
fraktaly.

7. Pojmové pismo. Ked objav sveta iterativnej geometrie spochybnil déveru k intuicii
a ked objav neeuklidovskej geometrie ukdzal, Ze svet matematiky je podstatne bohatsf ne to,
Co je pristupné ndzoru, vznikla potreba oslobodit matematické dvahy z ich zajatia v nézore.
Tomuto tGéelu shiZi pojmové pismo — zatial posledny symbolicky jazyk — vytvorené Gottlo-
bom Fregem. Kym aritmetika manipuluje s éislami, algebra napodobiiuje pravidl4 veci (regula
dela cosa) a analyza manipuluje s nekoneéne malymi veli¢inami, Frege vytvéra kalkul umoZ-
fiujiici formdlne rekonStruovat narédbanie s pojmami.

Vzhladom na to, Ze ide o posledny jazyk zaloZeny na formalnej manipuldcii so symbol-
mi, jeho logicki €i expresivnu silu neméZeme charakterizovat. Nemdme totiZ k dispozicii Ziad-
ny silnej§i symbolicky jazyk, vo&i ktorému by sme pojmové pismo vymedzili. MéZeme len
povedat, Ze z hladiska sti¢asného stavu matematiky je expresivna a logick4 sila tohto symbo-
lického jazyka totdlna, t.j. predstavuje prostriedok, v ktorom si¢asnd matematika formuluje
vietky svoje tedric. Vietky ostatné symbolické jazyky, ako napriklad clementdmna aritmetika,
algebra a analyza, st Castami tohto jazyka. Prave toto zabudovanie vietkych jazykov do pre-
dikdtového poctu umoZnilo porovnat ich logickd a expresivnu silu.

Vyvin symbolického jazyka od elementdrne;j aritmetiky cez algebru a analyzu aZ k pre-
dikdtovému pocCtu, ktory sme opisali v tomto paragrafe, moZno chépat ako rozpracovanie
myslienky uvedenej v zdvereCnej Casti Fregeho state Funktion und Begriff [3], kde Frege pise:
. Ked'sa teraz pozrieme spdt na vyvin aritmetiky, méZeme postrehmif postupny vyvin. Najprv
sa pocfialo s jednotlivymi cislami I-tkou, 3-kou atd.. Prislusné tvrdenia

24+3=35 2:.3=6

Potom sa preslo ku vieobecnej$im tvrdeniam, ktoré platia pre kaZdé éislo. Z hladiska
oznacovania tomu zodpovedd prechod na pismenové pocitanie. Napriklad

(a+b).c=ac+bc

Je tvrdenim tohto druhu. TYm sa dospelo ku skimaniu jednotlivich funkcit, aviak ete bez toho,
Ze by sa v matematickom zmysle pouZilo toto slove a Ze by sa chdpal jeho vyznam. Dalstm
vy$§im stupfiom je spoznanie vSeobecnych zdkonov tykajiicich sa funkcii, a tym vznik umelého
terminu ,,finkcia . Pokial ide o oznacenie, tu tomu zodpovedalo zavedenie pismen neurdito
ukazujiicich na funkcie ako f, F. Prislusné tvrdenia

d f(x) d F(x)

=) =F(x). & + f(x). -

dx

Tu uZ figurujii jednotlivé funkcie druhého rddu, avak bez toho, Ze by uchopili to, ¢o ny
nazyvame funkciou druhého rddu. Ak tak urobime, spravime dalsi krok vpred.*
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N4§ vyklad sa od Fregeho vykladu odliuje v dvoch aspektoch. Jednak terminologicky,
ked algebru ¢i analyzu nezahrfiame pod pojem aritmetiky, ale chdpeme ich ako samostatné ja-
zyky. DoleZitejsi rozdiel je vSak v tom, Ze sme ukdzali, ako v tomto vyvine, opisanom Fregem,
spolupbsobil geometricky nazor.

Fregeho analyza, ktord je ¢isto logickd, sa ,,vznéSa v epistemologickom vzduchoprazd-
ne*. Pochopif motivy a vnitorni dynamiku prislusnych prechodov, t.j. podat ich epistemolo-
gickd, nielen Cisto logicki charakterizdciu, sa podla miia d4 len v tomto kontraste symbolické-
ho a ikonického jazyka. Preto kym nepochopime dostatocne §truktiiru ikonického jazyka,
budeme mbct pisat epistemoldgiu algebry &i aritmetiky, ale nebudeme mbct epistemologicky
vyloZit vzdjomny vztah tychto disciplin. Nebude to moZné, lebo tento vzfah je sprostredkova-
ny geometriou. Preto Fregeho frazy ,,potom presli ¢i ,,dalsim vyS$§im stupiiom*, ktoré si
z logického hladiska v poriadku, epistemologicky nesedia. VSetky prechody vo vyvine sym-
bolického jazyka opisané Fregem sa uskuto¢nili cez ur€ité ikonické medzistupne. Logik si
mdZe dovolit tieto medzistupne ignorovat, epistemolég by to viak robif nemal.

8. Zaverectné poznamky. Nasledujica tabulka obsahuje prehlad zdkladnych siedmich
typov jazykov, ktoré vznikli v dejindch matematiky. Prechody medzi tymito jazykmi predsta-
vuji Sest vedeckych revolicii, ktoré spoéivaji v odkryti nového sveta. Tri z nich (1,3 a 5)
predstavuji konstrukciu nového ikonického jazyka, kym zvySné tri prindSaji novy symbolicky
jazyk.

Uvedenych $est revoliicii oznaCujem terminom re-prezentécia, lebo v ich priebehu sa
otvdra novy region, ktory sa potom stdva natrvalo pritomnym vo svete matematiky. Aby bolo
jasné, ¢o mam na mysli, staci si predstavit vedla seba kruZnicu, ako reprezentanta Euklidom
odkrytého sveta, graf nejakého polyndému, ako reprezentanta Descartom odkrytého sveta,
ancjaky fraktdl, ako predstavitela Bolzanovho sveta. Podobne si m&Zeme zvolif typickych re-
prezentantov pre symbolické jazyky, napriklad pre tie, ktoré uvadza Frege. Ked si za kazdym
ndzvom nasledovnej tabulky predstavime takyto typicky objekt, vynikne zvldStna polarita
vyvinu matematiky.
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