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Ako s ndm dané prirodzené ¢&isla? Ako vieme, Ze takéto objekty existuji? Donedévna
prevlddali dve odpovede na tieto otdzky, jedna takd, Ze ndm nie si dané (ani len nepriamo)
a 7e nevieme, e existuji &isla, pretoZe takito hypotézu nepotrebujeme ([3]; [4]), a druhj, Ze
tieto otazky vobec nemaji zmysel (napriklad [22]). Ani jedna z tychto odpovedi ma neuspo-
kojuje. Prvé preto, Ze sa v nej popiera to, ¢o sa mi zdd samozrejmé, totiZ Ze matematici i my
ostatni vyslovujeme pravdivé vyroky, ktoré referuji na &sla. TaiSie je odpovedat’ na otézku,
prefo ma nepresviedéa druhd odpoved’; pre zaiatok by sa dalo povedat, Ze by mala byt
zddvodnend nejakou tedriou tjkajicou sa bud’ &isel ako objektov, alebo ¢iselnych vyrazov ako
takych, ktoré iba zdanlivo referuji na objekty; no potom vznikd otdzka, ¢i sa skuto¢ne lisi od
injch odpovedi, takych, akou je prva. Nie je vEak mojim ciefom obhajovat’ moje odmietnutie
tychto negativnych odpovedi, ale skor preskimat’ jeden pozitivnej¥i pristup.

L. Pristup, o ktorom chcem uvaZovat', sa bude zdat’ na prvy pohl'ad dost’ primitivny. Tvrdi
zhruba to, Ze prirodzené ¢isla si ndm dané v intuicii. To by bola teda jeho odpoved' na nasu
prvii otdzku. Vzhl'adom na to sa odpoved na druhi otdzku zdid byt trividlna. Ak je dané
v intuicii aspoii jedno prirodzené &islo, tak ,,pomocou intuicie” a trividlneho logického kroku
vieme, Ze existuji prirodzené £&isla.

Tito idea by viedla k mnohym otdzkam, z ktorjch tu spomeniem len jednu: v jednom
ohfade nie je krok od danosti ¢isel k poznaniu ich existencie taky Gplne trividlny, ako vyzera.
Danost’ &sel sa tyka intuicie objektov. Podl'a interpretécie, ktorG chcem zddraznit', hoci nie je
jedind moZna, existuji pripady intuicie, ktorych objektami sii prirodzené &isla. Prirodzené
¢isla s objektami intuicie préve tak, ako si makroskopické pozemské telesd objektami vni-
mania. Predpokladajme, Ze v nejakom konkrétnom pripade mé nejak4 osoba A intuiciu &is-
la 7. (Ak to znie hlipo, majte so mnou trpezlivost.) Tato intuicia musi mat' potom taky
charakter, Ze aspofi v typickych pripadoch z toho vyplyva, Ze A vie, Ze 7 existuje. Zhruba
povedané, intuicia nejakého objektu v sebe obsahuje intuitivne poznanie tohto objektu. Zda
sa, Ze nada idea nés privddza k pojmu intuicie objektov i k pojmu intuitivneho poznania.

Ako som zdbraznil vo svojich predchédzajicich pricach o intuicii (najmé [16], ale aj
[18]), v pripade tohto pojmu musime mat na pamiti zdkladné rozliSenie medzi intuiciou
objektov a intuiciou (zrejmych) pravd. Pri prvom pouZiti by sloveso ,intuitivne poznat*” malo
beZny priamy predmet, ale nie je vylifené, Ze by mohol byt intencionélny (a teda intuicia by
bola tym, ¢o sa nazyva ,referenénym postojom“). V druhom pripade je intuicia propozi¢nym

! Starie verzie tohto &lanku som predniesol na Brandeis University a Manhattanville College.
Chcem podakovat Palle Yourgrauovi a Billy Joe Lacasovi aj za ich pohostinnost, aj za ich pripomienky,
ktoré prospeli verzii prednesenej na Amherste. Moja najvidia vdaka patri mjmu komentétorovi na
Ambherste, Thomasovi Tymoczkovi, ktorého pripomienky viedli k takmer vietkych opravam pri priprave
tohto élanku do tlace.

* V originéli ,,intuit*- pozn. prekl.
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postojom. Toto je v sicasnom pouZivani prinajmenSom to beinejSie pouZitie. Hoci sloveso
Jintuitivne poznat* sa obvykle nepouZiva v spojeni s vedlaj8imi vetami zacinajicimi slovom
»Ze", podstatné meno ,intuicia‘ 4no. Ked' lingvista hovori o intuiciidch ¢loveka hovoriaceho
rodnou redou alebo ked sa filozof odvolava na svoje vlastné intuicie tykajice sa istej veci,
obsah je propoziény, napriklad v prvom pripade ten, Ze urcitd veta je, alebo nie je gramaticky
sprévna. Intuiciu v tychto dvoch ,gramatikdch* som nazval ,,intuiciou nie¢oho* a ,intuiciou,
7e“.” Obidve sa v dejinach filozofie vyskytuji. Kantova Anschauung je v prvom rade ,intui-
ciou nieoho". Intuitio Descartovych Pravidiel je ,intuiciou, Ze".

Aby bola takito koncepcia koncepciou intuicie, mala by byt’ podla miia do znaénej miery
analogickd s vnimanim. V pripade intuicii ¢éloveka hovoriaceho rodnou refou to plati v men-
Sej miere ako v prikladoch z dejin. V mnohych pripadoch intuicii filozofov je tito analogia
efte slabfia, pretoZe sG velmi ¢asto nepresné a zat'azené tedriami. (Nechcem tym povedat), Ze
beiné vnimanie alebo iné jasné pripady intuicie také nie s, ale iba to, Ze miera ich nepres-
nosti a zataZenosti by mala byt mensia.) O jasnejSom pripade intuicie v zmysle, ktory ma
zaujima, hovoril vo svojich poznidmkach Kurt Godel. O matematickej intuicii jednoznaéne
hovori ako o ,,nie¢om podobnom, ako je vaimanie objektov tedrie mnozin® ([5], 268). To by
bola ,intuicia niecoho* a Godel je tak, ako sa da lahko zistit, jasnym pripadom filozofa,
ktory sa hldsi k intuicii matematickych objektov. Jednako vak tvrdim (a naznafil som to aj
inde [20]), Ze zdkladnej$im pofiatim intuicie u Gdédela je , intuicia, Ze“. Dokonca aj ,,vnimanie
objektov tedrie mnoZin' ma bliZsie k poznaniu propozicii, ako sa zda na prvy pohlad, pretoZe
podfa Gédela medzi tieto objekty patria pojmy.

Vo svojej praci [15], kde som skiimal vieobecné problémy pojmu intuicie, som predloZil
a obhajoval taki koncepciu intuicie, ktord by vo svojej najprijatel'nejiej podobe bola intuiciou
matematickych objektov. Mala byt v silade s kantovskou ideou o vyjadreni formy, ktora je
spredmetnend v zmyslovom vnimani. Ale historicky model, ku ktorému mé najbliZSie, treba
hladat’ v Hilbertovych a Bernaysovych explanicidch intuitivnej bizy Hilbertovej metamatema-
tiky (a finitistickej matematiky vSeobecne). V tomto pripade si objektami intuicie vyrazy
formélneho jazyka. Mojou ideou bolo, Ze ta istd analjza by sa mala aplikovat’ na vyrazy
prirodzenych jazykov, hoci prdve vzhladom na ich ,prirodzeny* charakter by moZno bolo
lepsie hovorit' v tomto pripade o vnimani? Inymi, do istej miery podobnymi pripadmi sii
zmyslové kvality a geometrické obrazce.

Vietky tieto pripady sa lifia od pripadu prirodzenych &isel v jednom velmi ddlezitom
ohlade. Takéto objekty nazjvam kvazikonkrétne; ich povahu uréuje nejaké spredmetnenie
alebo ,reprezentacia® v konkrétnom. Prirodzené ¢isla, podobne ako d'aldie ddleZité matema-
tické objekty, ako napr. Cisté mnoZiny, si nielen ne-kvazikonkrétne. Nazvali ich distymi ab-
straktnymi objektami® Cisté abstraktné objekty nemaji Ziadnu skutoénd konkrétnu repre-

** V originli ,,intuition of* a ,intuition that“- pozn. prekl.

2 Existuji viak dve strdnky vzt'ahu intuicie a vnimania, ktoré by sa mali rozlifovat. Ak pofujem, o
nickto iny povedal, uvedomujem si (povedzme) vetu, teda niefo abstraktné (vetu ako typ). (Ponechdvam
bokom uvahy o tom, €i by som si mohol uvedomovat' aj niefo iné, povedzme propoziciu. Zrejme by to
viedlo k dalfim problémom.) Takisto viak v beinom pripade vnimam fyzikdlny zvuk a spozndvam, Ze
hovoriaci vyslovil dani vetu. Teda jednym z ddvodov hovorenia o vnimani by bolo, Ze cely tento akt
obsahuje poznanie aktudlnej udalosti, a nielen abstraktnych objektov a ich vztahov. Intuicia tej istej vety
zaloZend na predstave by nemala tento charakter a bolo by pravdepodobne chybou nazjvat' ju vnima-
nim.

3 ([2], 503; pozri aj moju pricu Mathematics in Philosophy ([17], 19). Dummettovo vysvetlenie
vyznamu, ktory udeluje tomuto terminu, sa opiera o Fregeho idey; jeho vyznam sa pritom odliSuje od
mdjho. Myslim si viak, Ze mdme na zreteli takmer tie isté objekty, a domnievam sa, e to isté plati aj
pre pouZitie vjrazu ,listé abstraktné objekty” u injch autorov.
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zent4ciu a necharakterizuji ich podmienky, ktoré ich davaji do vztahu s konkrétnymi objek-
tami uréitého druhu, ale podmienky vysoko abstraktnej povahy, ktoré zahrnuji objekty vo
vieobecnosti. Vzt'ahuji sa tak k objektom tGplne vieobecne. Neexistuje tu Ziadne obmedzenie,
pokial ide o objekty, ktoré mozno ,,pocitat™ (pomocou ordinilnych alebo kardinélnych ¢isel),
ak len nemame takéto obmedzenie hfadat’ prive v pojme samotného objektu. Dal§imi pri-
kladmi é&istych abstraktnych objektov sa ¢isla inych systémov &isel a Cisté mnoZiny. Viimnime
si, Ze Pubovolné objekty (alebo takmer Fubovolné objekty®) méZu byt prvkami nejakej mno-
Ziny alebo z nich moZno vytvorit’ mnoZiny vyS8ieho rangu.

Fakt, #e prirodzené ¢&isla si &istymi abstraktnymi objektami, je neodmyslitelny od vie-
obecnosti ich aplikécie, ¢o zdoraznil Frege vo svojich polemickych argumentoch a ¢o je teda
znime prinajmenSom z tohto prameiia. Medzi tvrdenim, Ze {isla si &isté abstraktné objekty,
a tvrdenim, Ze ¢isla sa daji aplikovat’ Gplne vieobecne (v tom zmysle, Ze fubovofné objekty
sa daji pocitat) je viak jemny rozdiel. Nie je jasné, & toto druhé tvrdenie kladie na &isla
nejaké iné obmedzenie ako to, Ze sii spredmetnenim Struktiry nejakej w-postupnosti. Vie-
obecnost’ aplikicie prirodzenych &isel sa zhruba rovnd tomu, Ze o Tubovolnom ¢isle # a fubo-
volnom predikite ,F* ma zmysel povedat', Ze existuje n F, alebo povedat’ o nejakom kon-
krétnom F, Ze je n-ty v nejakom usporiadani. Z dobre zndmych dévodov viak na to, aby boli
vyroky tychto foriem zmysluplné a dodrZiavali beZné pravidla, stali, aby prirodzené disla
tvorili nejakd w-postupnost; navySe, mohli by byt dokonca kvazikonkrétnymi, ¢i dokonca
konkrétnymi objektami.

Chcel by som ukézat, Ze tieto dve Gzko shvisiace idey o ¢islach, totiZ Ze sa aplikuji na
objekty vieobecne a Ze sii ¢istymi abstraktnymi objektami, si nezlucitelné s existenciou intui-
cie prirodzenych ¢isel v uZ spomenutom vieobecnom kantovskom zmysle. Diskusia sa sotva
bude dotykat’ otdzky, ¢i existuje nejaka podstatne odliSnd koncepcia intuicie, ktord by poskyt-
" la odli¥nt odpoved. Pretoze idea intuicie prirodzenych &sel mé len malo stipencov,” mézete
sa pytar, naco je to vietko dobré. Jednym z ddvodov je, Ze takyto postup poskytuje argument
proti intuicii prirodzenych ¢isel (ktory sa zrejme dé zovieobecnit’ na vidSinu inych ¢istych
abstraktnych matematickych objektov), ktory je nezavisly od odmietnutia matematickej intui-
cie vo vieobecnosti. Druhy je ten, Ze ukazuje na obmedzenia koncepcie intuicie, ktord som
obhajoval vo svojich predchddzajicich pracach. Koncepcia poznania éisel, ktord skutoéne
zodpoveda tejto koncepcii, obsahuje aj prvky tradiéného intuicionizmu, aj Strukturalizmu.

Cielom, ktorému, difam, tito diskusia posldZi a ktory je viacmenej nezéavisly od problé-
mov tykajicich sa intuicie, je viak objasnenie vztahu medzi povahou ¢isel ako Cistych ab-
strakinjch objektov a ich formélnou vSeobecnostou aplikicie. Chcem dokazat, Ze nejde

4 Vznika, samozrejme, problém so samotnymi triedami, o ktorjch by sa viak mohlo tvrdit, Ze nie si
objektami.

5 Medzi velkymi filozofmi poslednjich sto rokov je Husserl jeding, o ktorom viem, e ju jednoznatne
zastdva. Husserlova obhajoba sa navyfe nachiddza v jeho ranej préci Philosophie der Arithmetik (1891),
takZe prirodzene vznika otizka, do akej miery je zlufiteefnd s jeho neskorSou filozofiou. Hoci neskdr
budem o Husserlovi hovorit' obsirnejgie, nemyslim, Ze by sa bolo treba jeho analyzou zaoberat’ podrob-
ne. Godelove ndzory na matematickd intuiciu ho vo vSeobecnosti mohli priviest' k intuicii &isel, ale
v skutofnosti sa k tomuto problému nevyjadruje.

V predhovore k [1] pripisuje editor mdjmu &ldnku v tomto zvizku nédzor, Ze ,konStruktivizmus
poZaduje, aby sa fisla dali intuitivne poznat® (s.XI). To je chybna interpretacia. IIl. ast' mojej price
[13] v8ak bola koncipovana s cielom zddvodnit tvrdenie, Ze aspoii v urfitom zmysle sa &isla dajd intuitiv-
ne poznat. Z nasledujicich Gvah by malo byt jasné, prefo si uZ nemyslim, Ze by mohla dosiahnut’ svoj
ciel; pozri najmé pozndmku 26.

Intuiciu &isel obhajuje Tieszen [23]. Jeho primirnym vzorom je Husserlova koncepcia intuicie,
a preto nie je jasné, do akej miery je jeho nizor priamo ovplyvneny argumenticiou tohto méjho ¢ldnku.
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jednoducho len o to, Ze prirodzené &isla nie si objektami intuicie. Podla pomerne roziirenej
filozofickej intuicie o prirodzenych ¢islach si prirodzené &isla celkom elementérne a transpa-
rentné; na vytvorenie zdkladov matematiky sa dé objasnit’ a ozrejmit’ dostatoné mnoZstvo ich
vlastnosti — tak ako pri inych abstraktnych entitidch. Vysvetfovalo sa to na zdklade myslienky,
%e aspoii uréitd &ast’ elementdrnej algebry, hlavne jej finitistickd &ast, mdZeme intuitivne
ozrejmit’. Aritmetika uréite nedosahuje intuitivnu zrejmost, okrem iného preto, Ze taky nie je
ani vieobecny princip matematickej indukcie, pretoZe je vy3Sieho rddu. Okrem toho dnes
vjvoj aritmetiky prekracuje oblast’ intuitivne zrejmého pravdepodobne hned, akonéhle niekto
rozvija argumentéciu, ktord sa ned4 formalizovat' v primitivnej rekurzivnej aritmetike (PRA).
Tieto dvahy viak nedokazuji, Ze prirodzené &isla nie si objektami, ktoré si intuitivne dané.
D4 sa diskutovat’ o tom, kedy vstupuji do matematiky v podstate neintuitivne objekty. Ale ak
uznévame, Ze v istom okamihu sem vstupuji, potom sa vo vyrokoch o kardinalite a ordina-
lite, tykajicich sa tychto objektov, budi, samozrejme, pouZivat' aj malé Cisla. Je jasné, Ze
takéto vjroky nebudi intuitivne zrejmé.% Ak si prirodzené &isla objektami intuicie, ako sa to
tyka ich aplikdcie v takychto kontextoch, a teda vieobecnosti ich aplikacie?

IL. Hilbertov a Bernaysov opis intuitivnej aritmetiky sa vztahuje na urditd postupnost’

vyrazov

I ol 1
Ak pripustime, Ze tieto si objektami intuicie, potom dostaneme interpreticiu (aspofi finitis-
tickej) aritmetiky, podl'a ktorej sa &isla objektami intuicie.

Opis uvedenych retazcov (alebo &sel) ako ,,objektov intuicie® prehliada vaZny problém,
ktory tu iba spomeniem, ale nebudem sa mu venovat’. Tvrdenie, Ze objekty z uréitého oboru
sl objektami intuicie, by sme mohli chépat’ tak, Ze kaZdy takyto objekt mdéZeme intuitivne
poznat’. Prakticky sa viak dostatoéne dlhé retazce nedaji individudlne uchopit; nebolo by
tazké opisat’ taky, ktorého zapisanie by si vyZadovalo stovky rokov, ani taky, Ze by Ziadny
&lovek nedokézal podas svojho Zivota prejst’ postupne vietkymi jeho zloZzkami. Odpoved'ou by
mohlo byt Ze ,,mdZe” sa tu chape abstrakinejsie; refazec méZeme v zisade poznat intuitivne.
Mozno Ze lepdie by bolo povedat, Ze nie je nutné, aby sme mohli intuitivne poznat’ kaZdy
retfazec; ked hovorime, Ze fyzikilne telesa s objektami vnimania, nemusime preto tvrdit, Ze
kaZdé takéto teleso mdéZeme vnimat’. Ked' som tvrdil, Ze &isla s objektami intuicie, mal som
na mysli to, Ze vo vi&ine priaznivych pripadov by malo byt moZné poznat’ {isla intuitivne
a e by mala existovat’ nejaka netrividlna éast’ intuitivneho poznania ¢isel.®

Pred kaZdou filozofickou & logickou explaniciou prirodzenych ¢isel stoji dobre znidmy
problém. KaZzd4 takito explandcia sa zdd byt’ svojvolnd. Nie je jasné, Ze by sme mali nejaké
dané vysvetlenie vo vieobecnosti uprednostnit’ pred inym vysvetlenim s izomorfnou Struktd-

6 Podra tohto nézoru na intuitivnu zrejmost sa pravdy, ktoré nie s intuitivne zrejmé, daji viastne
formulovat’ bez referencie na takéto objekty. Ak kvdli argumenticii predpokladdme, Ze PRA je hranicou
intuitivne zrejmej aritmetiky, potom by pomerne trividlnym prikladom bol vyraz ,existuje 0 ddkazov
kontradikcie v PRA".

7 Hilbert a Bernays hovoria explicitne, Ze tieto retazce symbolov (Ziffern) si z ich finitného hiadiska
objektami tedrie &isel ([9], 21); pozri tieZ ([8], 171; preklad s. 376-7).

8 Pozri ([18], 222-7). Voti koncepcii intuicie, ktorou sa tu zaoberim, by sa mohlo namietat, Ze sa
opiera o prili§ hrubé zjednodufenie koncepcie vzfahu medzi konkrétnym znakom [token] a typom
v existujicich formach symbolizmu. Takito ndmietku obsahuje komentér profesora Tymoczka a podob-
ne namietala Linda Wetzel pofas néSho rozhovoru. (Pozri jej pracu [24].) Je to zdvaZnd otézka dotyka-
juca sa Zivotaschopnosti a zdujmov tejto koncepcie a chcem sa fiou zaoberat na inom mieste. MGj
¢lanok sa k takto chépanej intuicii stavia zdporne, a preto si nemyslim, Ze tito ndmietka by mala nejaky
vplyv na pravdivost’ jeho tvrdeni, Nereagujem viak na ndmietku, podl'a ktorej moja analyza dokazuje, Ze
disla nie sii objekty intuicie, ktord tak &i tak neexistuje. j

Filozofia 48, 4 245



rou’® VePmi zndmym prikladom st rozdielne reprezentécie &sel pomocou mnozin, pritom
Standardnymi sii priklady Zermela a von Neumanna:

e, {e}, {{e}}, {{{e}}}....
e, {e}, {e.{e}}, {o.{e}.{e,{0}}},...

Tak isto by sme mohli uvaZovat, keby sa niekto pokiisil zastdvat' nézor, Ze konkrétna postup-
nost’ vyrazov, ktoré pouZivaji Hilbert a Bernays, predstavuje prive tieto prirodzené &isla
alebo Ze prirodzené ¢isla st retazce vy$Sie uvedenej postupnosti. Tie viak nie si o ni¢ lepSie
ako to, &o sa pouziva v logistickych kon&trukcidch alebo v konstrukciach tedrie mnoZin.!?

Casto navrhovanym prirodzenym prostriedkom rieSenia tohto problému je ,Strukturalis-
ticky nézor. Cisla sii, ako hovori Quine, ,,znime iba prostrednictvom ich zdkonov, zdkonov
aritmetiky.“!! Trochu presnejiie je tvrdenie, Ze &sla st urtené iba svojimi zdkonmi. Vietko
pravdivé o prirodzenych Cislach je obsiahnuté v ich opise alebo vyplyva z ich opisu ako Struk-
tiry: je tu podiatoény prvok a opericia nasledovnika, ktord splfia zdkladné Peanove axiémy
a princip indukcie (nech u# je formulovany akokolvek).'

Formuldcia $trukturalistického ndzoru predstavuje isté problémy a moZno ju rozvijat’
roznymi spésobmi, z ktorych niektoré sa podujali eliminovat’ referenciu na &isla (pozri [19]).
Ale bez ohladu na jej rozpracovanie, ¢isla tu nie si objektami intuicie v tom zmysle, ktory
nés zaujima, a to z jednoduchého dévodu, Ze podmienku byt §truktirou méZe spifiat’ aj obor,
do ktorého nepatria objekty intuicie (pravda, za predpokladu, Ze takéto objekty existujd).
Podra Strukturalistického nizoru je prirodzené povaZovat’ za predpoklad hovorenia o priro-
dzenych &islach, Ze to, o dom hovorime, v istom ohFade méZe byt §truktiirou. Tymto by podfa
tohto nazoru mohla intuicia nadobudnit’ rozhodujice postavenie, pretoZe intuitivny model by
bol prikladom tejto Struktary (pozri [15], 163; [19], 336). Takéito intuicia viak nemusi byt
intuiciou ¢fse/ a v Standardnych verzidch tohto nézoru fiou ani nie je. Tito Gdajne moZnd
Struktira je fyzikalna, mentélna alebo intuitivne-geometrickd takym spdsobom, akym podfa
tohto §trukturalistického nézoru ¢isla nie si.

Malo by byt jasné, Ze sama existencia modelov aritmetiky pozostivajicej z objektov,
ktoré nie sii objektami intuicie, nevedie k zdveru, Ze &isla nie si objektami intuicie, ale Ze
vedie k nemu iba v kombinAcii so Strukturalistickym nazorom. Ak zoberieme T'ubovolny obor

¢ Kvalifikovat' niefo ,,vo vieobecnosti ma uréity vjznam, pretoze v konkrétnych kontextoch by sme
mohli mat’ vel'mi dobré dovody uprednostnit’ jednotlivé. Yon Neumanova reprezenticia mé viastne td
velki vyhodu, Ze je sifastou velmi elegantnej a prirodzenej reprezenticie ordindlov; v §tandardnej
tedrii mnoZin je to dost’ rozhodujicim dévodom v jej prospech. V inych kontextoch sa viak pouZivaji
iné reprezenticie alebo sa &isla ponechaji ako primitivne.

10 Skutodne, Hilbert a Bernays poznamenavaji toto;

»V tedrii éisel mdme potiatoény objekt aj proces pokrafovania. Obidvoje musi byt urtitym spdso-
bom intuitivne fixované. Konkrétny spbsob fixovania nie je podstatny, ale akondhle sme si ho zvolili,
musi platit’ pre celi tedriu. My si volime ako poéiatofnd fislovku 1 a priddvanie jednotky ako proces
pokratovania® ([9], 20-21; preklad autor).

Dalo by sa to chapat’ ako tvrdenie, Ze postupnost’ retazcov jednifiek je intuitivnym modelom arit-
metiky, samozrejme, jednym z mnohych moZnych. Potom by vznikla otazka, aky vyznam mé pojem
modelu v konceptudlnom rdmci ich metamatematiky.

11 ([21], 44). Na tom istom mieste vyjadruje obdobng nézor na virazy a mnoZiny.

12 Tento vjrok nie je celkom presny, pretoZe medzi pravdami, o ktorjch moZno rozumne povedat,
Ze sa vztahuji na prirodzené &isla, si také, ktoré zahffiaji vzfahy k objektom injch druhov - ako napr.
Ze 9 je polet planét (slnecnej sustavy). Takéto vyroky viak od éisel nepoZaduji viac ako to, aby tvorili
Q-postupnost (pozri ([17], 189-190 alebo [19], 309). :
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objektov s uréitou 3truktiirou za podmienky, Ze je urfend dostatoéne presne, aby malo zmysel
hovorif' o Struktirach, ktoré si s flou izomorfné, tak predpoklad (bezny pre hilbertovskii
koncepciu intuicie), e mnoZiny dostato¢ne vysokého radu nie si objektami intuicie, implikuje
existenciu neintuitivnych modelov tejto Struktdry. PretoZe urite existuje jedno-jednoznaéné
zobrazenie naSich objektov, ktorych obor hodndt tvoria mnoZiny vysSicho rangu, ktoré indu-
kuje izomorfizmus so Struktirou, ktorej obor premennej je oborom hodndt tohto zobrazenia.
Nikto by neusudzoval, Ze tento fakt je sim osebe dostatonym ddkazom toho, Ze pdvodné
objekty nie si objektami intuicie."®

Doteraz som predpokladal, Ze existuji obory premennych, ktoré nie si objektami intuicie
v prislu§nom zmysle. V pripade hilbertovskej koncepcie intuicie a d’aldich moZnych kantov-
skych koncepcii to povaZujem za zrejmé, ked'Ze niektoré druhy objektov (konkrétne mnoZin)
nds vedd ku 3truktiram, ktoré si prili§ bohaté na to, aby boli spredmetnené v priestore
a ¢ase. DalSie priklady objektov, ktoré sa nedaji intuitivne poznat, sa sami natiskaji: d’alSie
druhy ¢istych abstraktnych objektov, transcendentné objekty, ako napr. Boh a iné objekty,
o ktorych sa uvaZuje v teoldgii, a teoretické objekty vo vede. Hoci si ldkavé, nechcem sa na
iaden z nich odvolévar’: na &isté abstraktné objekty preto, Ze to, Ze nie si objektami intuicie,
by malo byt’ visledkom argumenticie, ktord zrejme Gzko sivisi s argumentdciou tykajicou sa
prirodzenych ¢isel; na transcendentné objekty preto, Ze by sme sa nezhodli v otdzke ich exis-
tencie, a na teoretické objekty preto, Ze ak si asopriestorové, potom prinajmeniom nie je
samozrejmé, Ze by sa o nich nemalo uvaZovat ako o objektoch intuicie, hoci je prakticky
nemo#né ich vnimat’.

Je mozné, Ze tito Gvaha plati skOr vieobecne, a nie iba pre $pecificki koncepciu intuicie,
ktorou sa tu zaoberdm. Vzhladom na absenciu jasne formulovanygch vyrokov inych koncepcii
intuicie v8ak na tom netrvdm. Okrem toho to zévisi od existencie oborov objektov, ktoré nie
sii objektami intuicie a nie je jasné, & tito podmienka bude splnend pre iné koncepcie. Nie
je napriklad jasné, & plati pre Gédelovu koncepciu. Nie je jasné, & podla Strukturalistického
nazoru ¢isla nie si objektami intuicie podla koncepcie, pre ktori tito podmienka neplati,
pretoZe potom vlastnost’ byt objektami intuicie trividlne zachovéva Iubovolny izomorfizmus
jednotlivich exemplarov Struktiry.

Dalfou otézkou je, ¢ s podfa Strukturalistického nazoru intuitivne zrejmé samotné
propozicie o &islach. To by mohlo zévisiet' od d’alSich detailov tykajicich sa spdsobu formulo-
vania §trukturalistického nizoru. V pripade eliminacnej verzie, ktord sa mi zd4 byt' najsfub-
nejSou verziou eliminacného Strukturalizmu a ktord pouZiva logiku druhého rddu, bude odpo-
ved zrejme jednoznaéne negativna.'* O tejto otdzke viak budem eite hovorit' na konei tohto
¢lanku.

13 Je tu viak rozsiahly problém, ktorym sa tu nechcem zacberat. Téza o nevyspytatelnosti referencie
je obhajovana na podobnych zakladoch ako $trukturalisticky ndzor na matematické objekty; znamena to,
zZe ide o Strukturalisticky nazor na objekty vObec? Ak 4no, nemohla by moja argumentécia posliZit' ako
dbkaz toho, Ze téza o nevyspytatelnosti znamend, Ze neexistuji Ziadne objekty vnimania (ked'Ze intuicia,
ako ju chdpem ja, zahrnuje aj beiné vnimanie)? Myslim, Ze nie. Predpokladajme, Ze zdstupni funkcia,
ktord svedéi o nevyspytatelnosti referencie, zobrazuje uréité objekty, ktoré si intuitivne objektami
vnimania, na objekty, ktoré nimi nie si. Zd4 sa mi, Ze k nevyspytatelnosti dochddza iba preto, Ze predi-
katy ako ,,x vnima y* sii tieZ zachytené v reinterpretécii tak, Ze ak & je zdstupné funkcia, tak ,x vnima y*
sa reinterpretuje ako ,,#(x) vnima #(y)“. No vztahy zahrnujice vnimanie nie si sdéast'ou Struktir ski-
manych pri Strukturalistickom nézore na matematické objekty.

O vztahu medzi nevyspytatelnostou a Strukturalistickjm nézorom vSak treba povedat viac. Za to, Ze
som si to uvedomil, vdadim Williamovi Brackenovi.

4 Pozri [19]. Jedna verzia nézoru, ktord tento &lanok priamo nekritizuje, je obsiahnuta v [7]. Neza-
oberd sa otdzkami intuitivnej zrejmosti a pozndmka v texte sa tyka jeho konStrukcie.
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III. PoloZme si teraz otdzku, ¢i dostaneme odlidny vysledok - €i uZ pokial ide o otdzku, &i
s &sla objektami intuicie, alebo pokial' ide o pravdivost’ nejakej verzie Strukturalistického
nézoru, ak pristipime k pojmu &sla viac fenomenologicky, poénic zdkladmi jeho aplikicie.

Najelementirnejdie kardinilne a ordindlne aplikicie jazyka disloviek si zrejme vdbec
nevyZaduji Cisla ako objekty. Za kanonickd formu vyroku o kardindlnom &isle budem pova-
Zovat’ vyrok ,existuje (presne) A F*, kde , F** zastupuje predikat alebo vieobecny termin a 7
je ¢islovka. To nés, myslim, nijako nezavizuje, pokial' ide o otizku, ¢i je /i singuldrny termin.
Dévam prednost’ tejto forme pred formou, ktora referuje na mnoZinu. Nemyslim si, Ze najza-
kladnejie viToky o kardinalite musime interpretovat’ tak, Ze referuji na mnoZiny."

Ak to, Ze existuje » F, uréujeme pocitanim, vytvirame jedno-jednoznaénii koreSpondenciu
medzi jednotlivymi F a postupnostou n ,pguliick poditadla“. Cosi podobné kanonickému
spbsobu verifikovania toho, Ze existuje » F, dostaneme, ak si postupne predstavujeme jednot-
livé F a pomenidvame ich alebo ich vnimame, pri¢om ich oznalujeme po sebe idiicimi podi-
tadlovymi guli¢kami. Tento postup udeluje m-tej gulicke pribliZny zmysel ,m-ty*, t.j., v naSom
pripade m-ty F. Samozrejme, musime si byt' isti, Ze Ziadny objekt nepoditame dvakrit, tj., Ze
v kaZdom &tadiu plati, Ze¢ oznaleny objekt nebol oznaleny predtym, a musime pokracovat’
v tomto postupe aZ dovtedy, kfm sme neoznadili kazdé F. Tieto dve podmienky sa viak
rovnajii podmienke, Ze oznacovanie by malo byt’ jedno-jednoznacénou kore§pondenciou medzi
pouZitymi gulitkami poéitadla a jednotlivymi F.

»GOulicky poditadla” budii v beZnom pripade &islovky nejakého 3tandardného systému,
bud’ vyrazy pre £isla v prirodzenom jazyku, alebo arabské &islice. Predpokladajme, Ze tento
systém je pevne stanoveny. PouvaZujme, €o je potrebné na to, aby sme vnimanim verifikovali,
Ze existuje n F. Nestadi, aby sme boli schopni viimat’ kaZdé individuum F; musime byt’ schop-
ni prezriet’ si vietky F jedno po druhom a identifikovat’ ich ako F a ako tie, ktorymi sa vietky

-F vyCerpéavajii. Toto sa viak deje v mnohych kaZdodennych situdcidch, priom sa poéitaji
objekty, ktoré vidime bud’ vietky sicasne, alebo postupne. Vezmime si napriklad poéitanie
tanierov, pohirov a priborov, ktoré treba dat' na stdl pri obede, alebo poéitanie drobnych vo
svojom vrecku.

Pokial' ide o vyznam vyroku ,existuje # F, nebol som vel'mi presny, ale mali by sme si
viimnuat, Ze tvrdenie, Ze v takychto jednoduchych pripadoch sa tento vyrok da verifikovat
pomocou vnimania, by viedlo k problematizovaniu uréitych koncepcii jeho vyznamu. Zoberme
si takidto interpretéciu:

(1) Existuje jedno-jednoznaéna koreSpondencia medzi jednotlivymi F a ¢islovkami od
1 pon.
Toto je na prvy pohl'ad vyrok druhého rddu a obsahuje referenciu na islovky, ktoré budeme
musiet’ kvoli stilosti viznamu pri réznych pouZitiach chépat’ ake typy. Z predpokliadu o moZ-
nosti intuitivneho poznania konenych mnoZin by vyplyvalo, Ze v naSom idedlnom pripade by
sme (1) mohli intuitivne poznat', ale aj pri tomto predpoklade bude siidastou tohto poznania
matematickd intuicia.

Problémy s intuiciou mnoZin, ktoré by vzilli z tychto predpokladov, si samy osebe zauji-
mavé, ale diskusiu o nich si budeme musief’ nechat' na inokedy.!®* Nemyslim si vSak, 7e na

5 Je viak samozrejmé, e v texte uvedend forma naozaj zahffia jednu beind formu obsahujicu
mnofZiny, pretoZe F* by mohlo byt' ,je prvkom a*, kde ,,a“ oznafuje nejaki mnoZinu.

16 Najsilnejsim tak§mto predpokladom by bol ten, % Fubovofné koneénd mnoZina intuitivne pozna-
telnych objektov je intuitivne poznatelnd. Ak chdpeme koreSpondenciu ako mnoZinu usporiadanych
dvojic, potom z toho vyplyva, Ze koreSpondencia je intuitivne poznatelnd vtedy, ked alebo chédpeme
usporiadané dvojice podfa definicie Wienera-Kuratowskeho, alebo predpokladidme (nezévisle a podfa
mojej mienky rovnako prijatelne), Ze usporiadané dvojice intuitivne poznatelnych objektov sii intuitivne
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to, aby sme pochopili najelementarnejdie aplikdcie pojmu kardinality, potrebujeme zavidzat
aZ natofko ontologicky zatafeny vyrok o &isle.”” UvaZujme o nasledovnych ekvivalencidch,
ktoré tvoria z4klad $tandardného pretlmodenia virokov o ¢isle do logiky prvého rdu s identi-
tou:

(28) Gg0)Fx » - (Fo)Fx
(2b) gz 0)Fx » GY)FyAEp)Eehety)]

Jednym zo spdsobov, ako chdpat’ poéitanie, je predpokladat, Ze kazd4 &islovka m pouZitd pri
poditani vystupuje ako ukazovacie zdmeno oznacujiice v tomto kontexte ten objekt, s ktorym
je v koreldcii, tak, Ze tento vystupuje ako ,,m-ty*, Aby som sa vyhol nedorozumeniam, budem
to zapisovat’ tak, ako je uvedené. Mojou predstavou bol takmer idedlny pripad, kedy sa o ob-
jekte v kaZdom okamihu dalo zistit, Ze je F a Ze je odliSny od objektov, ktoré sme poéitali uZ
predtym. Potom by sme dostali:

(3a) F(m-ty)
(3b) K-ty # -ty (pre katdé k, 0 < k < m).

Navy¥e, poznévajiici méZe v n-tom §tadiu zistit, Ze neexistujii Ziadne daldie F. Znamend to,
Ze je tieZ schopny zistit', Ze

(3¢) (Vo) (Freox = prvi V .. Vx = f-ty).

Z (3a-c) vyplyva, Ze na odvodenie ,,(Iyx)Fx“ potrebujeme iba ekvivalencie (2a-b).

To, Ze subjekt pozna (2a-b) alebo principy, z ktorych vyplyvajii, je pomerne rozumny
predpoklad. Ako vSak méme chépat’ tieto poznatky? V nalom pripade by sme ich mali chi-
pat’ predovietkym ako pravidld, v ktorjch je schematické nielen ,F*, ale aj ,A"“, priom
v druhom pripade ide, samozrejme, o £islovku. To by mohlo viest' k domnienke, Ze vyraz
»existuje 7 F* je jednoducho skratkou jeho rozvinutej podoby podPa (2a-b), teda Ze je jedno-
ducho désledkom (3a-c) prvého rddu. Podl'a iného nézoru, ktory je azda d’al§im krokom vo
vyvoji pojmu kardinality, je ,,(3yx)* druhom zovieobecneného kvantifikdtora, z coho vyplyvaji
niektoré zévazné dosledky - ako napr. to, Ze ho treba stile chipat’ ako logicky ddsledok.
Prvorddové roziirenie sa stiva vel'mi nejasnym eite predtym, ako sa » stane velmi velkym.
K poznaniu, Ze existuje n F, by sa viak malo dat’ prist’ aj jemenejim spésobom, ako je ten,
ktory som préve opisal. Jednym z takfchto spdsobov by bolo verifikovat’ na kaZdom stupni

vyrok ,existuje m F, kitoré si G“, prifom ,G“ je nejaky predikit, ktorf je koextenzivny

poznatefné. Tieto predpoklady by sa viak z mnohych dévodov dali spochybnit’.

17 Mohol by som podotknit, e druhoridovy aspekt vyroku (1) by nevzbudil u Fregeho Ziadny
zhujem, pretoZe by ho povaZoval za logicky dosledok vyroku formy ,,H je jedno-jednoznaéné koreSpon-
dencia medzi jednotlivymi F a &islovkami od 1 po A pre konkrétny predikét , A™.

Samozrejme, Frege by neinterpretoval viroky o &isle pomocou referencie na Eislovky. Vyrok ,,podet
F je A* by bol podla Grundlagen dosledkom druhého rddu obvyklého prekladu vyroku ,existuje 7 F* do
logiky prvého rddu a je prikladom fregeovského kritéria identity pre fisla:

pofet F = pofet G vtedy a len vtedy, ked existuje jedno-jednoznaéné koreSpondencia medzi jed-
notlivimi Fa G
(ktoré sa d4, ako je dobre zndme, dokdzat' pomocou axidmy V z jeho definicie vjrazu ,,pofet F** s pouzi-
tim extenzii). V' najidedinejfom pripade, o ktorom tu uvaZujeme, by potom podfa Fregeho bol virok
wpodet F je A* logickym ddsledkom faktov verifikovatefnych pomocou vnimania. -
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s predikitom ,,doteraz poditany“. Zéviselo by od okolnosti, o by bolo ,,G*, ale pravdepodob-
ne by obsahovalo indexovy vyraz, ktorého referencia sa meni spolu s m. V pripade mnoziny
videnych objektov by sme mohli ukazovat’' na nejaké miesto, takie ,G* by znamenalo ,na
tomto mieste“.'"® V ka¥dom pripade tdto postupnd procediira by spoéivala vo verifikovani
wE)FXAG %) pri m-tom kroku (kde ,,G,* vhodnym spdsobom zastupuje vy§ie spome-
nuty indexovy vyraz). Aby sme prefli k (s +1)-€ému kroku, zistili by sme, Ze pre fubovolné x

(@) Fx » [G,y, jt ® GtV = (m +1)4],

a potom by sme pouZili (2b).

Ur¢ite sa pomeme rychlo néjde niekto, kto bude pouZivat’ &islovkové kvantifikatory s pre-
mennou #, teda tak, Ze sa uZ viac nedaji redukovat’ na logiku prvého rddu. To by nds malo
upozornit’ na to, Ze zdaniu, Ze zavidzame ¢isla ako objekty, sa vyhneme iba tym, Ze sa obme-
dzime iba na velmi jednoduchy pripad. BeZnym sp&sobom, ktory nim uZ od zaciatku zrejme
vnucuje referenciu na &sla, je, pripustit’, aby bolo zovieobecnené miesto pre &slovku v kvan-
tifikatore. Rychlo by sa rozsiril aj jazyk, tak, Ze by sme odli¥né vyrazy zadali pouZivat' tak, aby
nreferovali na to isté &islo®. Mohli by sme tu rozliovat’ tri druhy pripadov:

1. Terminy pochédzajiice zo zavedenia vypoftovych opericii, potnic takymi najelementér-
nej§imi operaciami, ako je s¢itanie. V tychto pripadoch budi existovat’ postupy na redukciu
terminov zloZenych z &sloviek a tychto operdtorov na &slovky. Tito redukciu musime chapat’
tak, Ze sa di pouZit' v takych kontextoch ako ,,existuje #» F*; inak by napriklad neplatilo, Ze
wexistuji 4 F* je ekvivalentné s ,existuje 2 + 2 F“,

2. Vyrazy ako ,,pofet F** a iné urdité opisy oznalujiice ¢isla. Tieto predpokladaji nejakid

formu zovieobecnenia miest pre ¢islovky.

3. Alternativne systémy ¢&isloviek. Tieto by sme mohli chépat’ ako tie, ¢o vyvolavaji prob-
1émy prekladu (alebo parafrdzovania, ak si v nafom vlastnom jazyku). Existuje tu v8ak obme-
dzenie presného prekladu alebo parafrdzovania, ktoré nezévisi od idey, Ze &islovky referuji
na &isla. Ak uvaZujeme o dvoch systémoch (nazvime ich N- a M-¢islovky), tak M-¢islovku A*
(azda cudziu) vyjadrime pomocou (nalej vlastnej) N-Cislovky 7 iba v pripade, Ze existuje n
M-&sloviek po #*."” Inym pohladom na tento problém, ktory vedie k tomu istému vysledku
a ktory mézZe byt vhodne;jsi, ak M-¢islovky patria do ndsho vlastného jazyka, je ten, ked ich
povaZujeme za terminy zavedené rekurzivne.

'8 Dalo by sa, samozrejme, povedat, 3¢ to, na o ukazujeme, je mnofina doteraz po&itanych F, teda
Ze ,,G* znamend ,v tejto mnoZine". Toto je zrejme vieobecnejfia aplikicia, a predstavuje teda jednu
mozZnost, ako prist’ k pojmu mnoZiny.

To by mohlo vyhovovat' P. Maddyovej, ktoréd tvrdi v ([12], 58), Ze pri verifikovani napriklad toho, Ze
v 8katuli s tri vajcia, pomocou vnimania vnimame mnoZinu troch vajec. Zd4 sa, ¢ Maddyovd odvo-
dzuje virok ,,Steve vidi mnoZinu vajec, ktord mé tri prvky” z viroku ,Steve vidi, Ze v Skatuli si tri
vajcia®. To vyzerd velmi vieryhodne, ak predpokiadiame, Ze vyrok ,v Skatuli si tri vajcia“ obsahuje
referenciu na mnoZinu. Ale nevidim dbvod, prefo treba takito referenciu predpokladat pri analyze
takych elementdrnych vnemovych zrejmosti, akymi sa zaoberd Maddyovi.

Maddyove] zéver, Ze existuje vnimanie mnoZin, by sa viak dal zd6vodnit pomocou tvrdenia, Ze
v trochu komplikovanejich pripadoch, ako je ten, ktory uvddza (povedzme, ak je v $katuli sedem vajec),
musime v kaZdom $tddiu poditania ukazovat' na mnoZinu vajec, ktoré sme doteraz spocitali. Za pod-
mienky, Ze ukézanic na miesto by takisto posliZilo tomuto zdmeru, to nepovafujem za potrebné. Ale
moZno by to niekto dokézal vyriedit' pomocou prikladov iného druhu.

1 Ak je poliatoénym prvkom 0, tak vyraz ,aZ po #** je nahradeny vjrazom ,menej ako n**; ak sa
zail povaZuje 1, tak vyraz ,,aZ po n** sa chédpe ako ,aZ po a vritane n**. Viimnime si, Ze tieto vztahy sa
dajii rozhodnit’ pomocou vypoltu, v niektorjch pripadoch vePmi jednoduchého.
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Nage pozndmky v 1. a 3. naznaduja, Ze prinajmenSom predtym, ako méme konstrukcie
prirovnatelné k premennym a kvantifikdtorom pre ¢isla, mdme nejaki koncepciu toho, co pre
vyrazy znamend ,oznadovat’ to isté &slo”, ktord nepredpokladd predchddzajicu koncepciu
gisel ako objektov. A pod vyrazom, ktory ,,0znacuje Cislo®, nemusime mat' teraz na mysli ni¢
iné ako jednoducho &slovku nadho podiatoéného systému alebo vyraz, ktory podla prave
uvedenej koncepcie ,,0znaduje to isté &islo" ako takito Cislovka. To nés utvrdzu_]e v tom, aby
sme povaZovali zavedenie premennych a kvantifikitorov ,,nad oborom ¢isel” v prvom rade za
substituéné. A skutoéne, substituéné interpretdcie aritmetiky vznikali a boli obhajované z filo-
zofickych pozicii (pozri najmi [6]).

Takdto interpretdciu by sme mohli chdpat’ bud’ ako vysvetlenie referencie na isla, alebo
ako jej eliminaciu.’ Ako uvidime, ak m4 byt tento druhy nézor niedim viac ako explikéciou
istého §tddia vo vyvine pojmu &sla, je vystaveny prefi osudnym nédmietkam. V Ziadnom pripa-
de viak nerobi z &isel objekty intuicie, pretoZe vlastne popiera, Ze Cisla si vObec nejaké ob-
jekty.

PouvaZujme, ako sa prvj nézor tyka otdzky, & si &isla objektami intuicie. Podla tohto
n#zoru by sa ¢isla tvorili pouZivanim jazyka, konkrétne pomocou vyrazov, ktoré na ne referu-
ji. Prave chépanie a pouZitie uréitého jazyka sa pokladd za uvedomenie si isel. To zahfiia aj
bezné vnimanie, napriklad poéitanych objektov, a intuiciu jazykovych vyrazov, konkrétne
Cisloviek.

Mohli by sme v3ak aj chapanie ¢islovky opisovat’ ako intuiciu &sla? Ak 4no, ako by sa to
tykalo vnimania? Nie tak isto ako pri koncepcii intuicie, o ktord nidm tu ide. Na rozdiel od
vyrazu-typu, to-ktoré &islo nie je forma, ktord spredmetfinje td-ktord &islovka; to-ktoré Cislo
nevysvetlime tym, Ze povieme, Ze jeho podstatou je byt’ spredmetnené prive tymto sposobom.
Cislovka tu hrd Glohu jazykového vyrazu; ukazuje sa to v tom, Ze &slo by bolo prave tak
»pritomné”, keby bolo reprezentované prislusnou &islovkou v odlifnom systéme, moZno dplne
inom z hladiska perceptudlnej povahy.?! Keby sme teda mali tito situdciu opisovat’ ako in-
tuiciu ¢isla, analégia s vnimanim by bola volInejia.

Chépanie referencie na &isla, o ktorej tu uvaZujeme, je ¥pecidlnym pripadom vieobecne]
koncepcie objektu, ktord sa pouZivala pri zdkladoch kondtruktivnej matematiky, kde je objekt
dany jeho kanonickym vyrazom (v priaznivom pripade ¢&islovkou), kiory vo vieobecnosti
ukazuje svoju konStrukciu zo zdkladnych konstrukcii pre tento obor objektu. Dalgie pravidla
by viedli k nekanonickym vyrazom, ktoré by sa mali pomocou vypoétu redukovat’ na kanonic-
ké. Takéto pravidld, prirodzene, vznikaji z konStrukcii, ktorych prejavom si kanonické vyra-
zy; ak sii napriklad kanonické &islovky konStruované (povedzme) z 0 pomocou nasledovnika,
funkcia predchodcu §, (zavedena pomocou trividlnej rekurzie 6(0) = 0, §(Sn) = n) jednodu-
cho anuluje posledny krok konstrukcie ne-poiatoéného ésla.?

® Gottlieb obhajuje druhy ndzor. Prvj ndzor by sa dal vyditat zo vieobecného stanoviska mojej
préce [14]. S osobitnym zretefom na aritmetiku skimam dalej tento problém v recenznom &ldnku [16].

2! Toto viak naozaj naznaluje chépanie &isiel ako objektov intuicie, povaZujic ich za ,,generalizované
typy*: znaky pre Cislovky sii toho istého typu dokonca aj v rezdielnych systémoch, ak ,reprezentujd to
isté &islo* v zmysle vysvetlenom v texte. (Pozri [15], 1634; [17], 43-47, kde sa vak tito koncepcia inter-
pretuje typicky nominalisticky.) Zd4 sa mi, Ze tdto koncepcia strdca na pritaZlivosti, akondhle chipeme
vztah alternativnych systémov &isloviek k nd8mu vlastnému systému ako vec prekladu. V kaZdom pripa-
de za predpokladu, Ze jej rozpracovanim sa takto chdpané fisla stali objektami intuicie, moZno vzniest'
$trukturalistickd nadmietku, Ze je to jednoducho len dal$i konstruk: prirodzenych &isel. Na fom z pojmu
prirodzeného &isla sa zaklada pravdivost' toho, Ze &isla sa skor tieto objekty ako nejaka ind w-postup-
nost"?

2 Koncepcia matematickych objektov ako danych pomocou ich kanonickjch vyrazov tvori zéklad
intuicionistickej tedrie typov Martina-Lofa, silnej konStruktivistickej tedrie, ktordi mozZno elte dalej
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Koncepcia matematickych objektov ako danych pomocou ich kanonickych vyrazov naozaj
v urditych ohladoch nemodeluje koncepciu intuicie, o ktord mi ide, ale skér Husserlovu
koncepciu. Vieobecne povedané, terminy pre matematické objekty by vyjadrovali intencie,
ktoré st splnené ich redukciou na kanonické vyrazy; a mat' kanonicky vyraz je potom analo-
gické pritomnosti ,,samotného objektu”. V konitruktivnom ridmci vzniku tejto koncepcie
moZno potom matematickd propoziciu chipat’ ako intenciu splneni konStrukciou, ktord ju
dokazuje.”

Lahko v3ak moZno vidiet, Ze isto substituénd tedria aritmetiky, ako sme ju naznadili,
nemdzZe byt' adekvétna. Nie je problém formulovat’ substituénii interpreticiu aritmetiky prvé-
ho rddu ako samostatnej te6rie? a d4 sa roziirit’ aj na rozvetvend teériu druhého rédu, pri-
najmenSom v hraniciach predikativity. Okrem toho ju mozno d'alej rozvijat’ vySSie nacrtnutym
spbsobom tak, aby sa v nej zaobchddzalo s ¢islami ako kardindlmi (pozri [6] a [16]). Takéto
zaobchddzanie viak predpokladd, Ze pocitané objekty poch4dzaji z predoslého oboru. Samo-
zrejme, v matematickej praxi pouZivame pojem kardinality pre ¢/s/a a pre matematické objek-
ty inych druhov, ktoré by mohli zavisiet' od prirodzenych ¢isel. NavySe, nade pouZivanie neob-
medzujeme len na konecné.

Toto pomerne viedné zistenie by sme mohli uviest’ ako argument v prospech nizoru, Ze

nafe vysvetlenie kvantifikicie cez &isla je skutofne vysvetlenim oboru objektov. , Trhova
cena® tohto ndzoru v tomto kontexte je viak tak4 istd ako cena toho, ¢o by bolo podla iného
nézoru d'al¥im konceptudlnym skokom od chépania substitu¢nej kvantifikicie ako objektovej.
Ide o to, Ze v matematickej praxi a do istej miery uZ aj v beZnom Zivote nardbame s &slami
rovnako ako s inymi objektmi tak, Ze ich samotné mdZeme nielen pocitat’ (o znamen4, Ze
diselné premenné vyznacujii miesto argumentu nejakého predikdt®), ale mdZu byt tieZ prv-
kami mnoZin, postupnosti a argumentami a hodnotami funkcii.
"V &om by teda spodival tento d'alii konceptuilny skok? Spoéival by v krokoch, ktoré
nasledujii potom, ked’ uZ mame substituénii kvantifikciu &isloviek, ktora je azda oddelené od
ingj kvantifikicie. Azda potom, ked si viimneme formdlnu analégiu medzi sprivanim sa
tychto substituénych kvantifikdtorov a spravanim sa objektovych kvantifikitorov a fakt, Ze
prvé by sa dali zovSeobecnit’ na ¢islovkové kvantifikdtory tym istym spésobom, akym boli
zovieobecnené druhé, by sme mohli zadat' naribat’ s iselnymi kvantifikitormi ako s jednodu-
cho ohranienymi kvantifikdtormi so zdkladnym predikdtom ,je ¢islo”. Ale s predikdtom
rovnosti, ktory je zdkladom vypodtoviich operécii i pouZitia &islovkovych uréitjch opisov, by
sme museli tieZ nardbat’ ako s identitou. Hovorenie o mnoZinich prirodzenych &isel a o funk-
cifch na mnoZine prirodzenych cisel by viak v sebe obsahovalo elte d'aldie kroky. Je zrejmé,
#e iba na pomerne neskorom stupni tohto vjvoja moZu vobec vzniknit otdzky, na ktoré
odpoved4 Strukturalisticky ndzor. Bez toho, aby sme pripustili &sla do oboru kvantifikicie, do
ktorého patria zirovei a iné objekty, nemoZno, samozrejme, otdzku, & platia nejaké identity
medzi ¢islami a objektami danymi nejakym dplne inym spdsobom, formulovat’ a takisto ne-
moZno identifikovat’ &isla ako Struktiru a vieobecne tito Struktiru nemoZno opisat’

rozpracovat'. Tiito ontologickd koncepeiu analyzujem v prici [18] (hovorim tu viiéiinou o celkom jedno-
duchych pripadoch). Pomerme beZné nasledujiice vivahy, ktoré maji dokézat' neprimeranost’ priamej
substitutnej interpretécie, sa nevzt'ahuji na tedriu, akou je tedria Martina-Lofa. Chépanie vySSich typov
v tejto tedrii vyluuje, aby sme tito koncepciu brali ako elimin4ciu ontoldgie.

B Pozri [23], najmi kap. 4, § 5. Je pravdepodobné, Ze Husserl prinajmensom nepriamo ovplyvnil
podiatky intuicionistickej logiky v ranych Heytingovych préicach.

% Pozri moju pricu [14], pozndmku 1 alebo Kripkeho précu ([11], §§ 8-9), kde sa o tomto probléme
pie obdirnejiie.

% Za predpokladu, ¥e forma zékladného viroku o &isle je také, ako sme predpokladali, Ale chipanie
{isel ako pripojenych k mnoZindm by malo tie isté implikdcie (pozri pozndmku 14).
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Mohol by som na tomto mieste uviest' nickolko pozndmok o zndmom fregeovskom krité-
riu identity &isel, ktoré v Grundlagen zohralo taki centrilnu dlohu pri dokazovani jeho tézy,
Ze &isla si objekty, a teda v jeho vysvetlovani referencie na &isla. Vy3Sie som naznadil, Ze pri
vysvetfovani pdvodu referencie na &isla zavidza toto kritérium viac ontolégie, ako mdZeme
priznat’ podiato¢nému 3tadiu vyvoja takejto referencie. Pri aplikicii na prirodzené &isla v plne
rozvinutom 3tddiu matematiky by sa dalo vo¢i nemu eSte namietat’ z pozicii Strukturalizmu,
pretoZe nardba s prirodzenymi ¢&islami v prvom rade ako s kardindlmi. No ako kritérium
kardindlnej ekvivalencie, a teda ako kritérium, ktoré musia kardindlne Cisla ako objekty
spiﬁat’, je, samozrejme, nepochybne extenzionilne korektné. NavySe sa zrejme nevyhneme
tomu, aby sme toto kritérium chépali pri zovieobecfiovani pojmu kardindlneho (isla pre
infinitny pripad ako najzdkladnejsie. Zodpoveda to tomu, Ze historickou situdciou, v ktorej sa
toto kritérium zacalo chdpat’ ako zikladné, bolo vytvorenie teérie transfinitnych ¢isel Canto-
rom. V tomto kontexte je to jediné kritérium, ktoré vedie k tedrii koherentnej s &imkolvek,
¢o sa d4 rozumne nazvat’ aritmetikou infinitnych kardindlov. Potom v¥ak v Standardnej tedrii
mnoZin nehré td dlohu, ktord hralo u Fregeho, totiZ dlohu kritéria identity, ktoré bolo saas-
tou vysvetlenia referencie na urcity druh objektu.

IV. Vrétme sa teraz k otdzke vzt'ahu vieobecnosti aplikédcie ¢isel k ich intuitivnemu alebo
transparentnému charakteru. Po prvé, mohli by sme zistit, Ze nie je evidentné, Ze obraz
o podiatkoch referencie na ¢isla, ktory sme naértli, z nich robi Cisté abstrakiné objekty, hoci
s nepochybne abstrakiné, a nie kvizi-konkrétne. Ale domnievali sme sa, Ze pri ich dlohe
kardindlov ich aplikicia nebola zovieobecnend mimo vopred daného oboru objektov, a eite
sme nemali rdmec, v ktorom by sme o nich uvaZovali abstraktne ako o Struktiire.

Zachovéva sa intuitivna zrejmost’ elementirnych virokov o {islach, ak ich chipeme na
dostatoéne vieobecnom pozadi, aby sme si ich uvedomili ako Cisté abstraktné objekty? Pred-
pokladajme spolu s Hilbertom a Bernaysom, Ze urcité z tychto vyrokov si intuitivne zrejmé
vtedy, ked’ ich chdpeme vo vztahu k nejakému intuitivnemu modelu. St také aj vtedy, ked
ich interpretujeme tak, Ze si to vlastne vyroky o &islach? UvaZzujme o starom zndmom prikla-
de, 7 + 5 = 12. Tento vyrok urcite implikuje platnost’ schémy

() [GRFxNE5)GxA(¥x) - (FrAG)|*(312)(FxVGx).

Malo by byt jasné, Ze budi existovat’ priklady tejto schémy, ktoré nie si intuitivne zrejmé,
akondhle obor kvantifikicie uZ nepozostiva z objektov intuicie. Znamena to, Ze ak vyvodime
takyto ddsledok, musime vyrok ,,7 + 5 = 12 zadat’ chdpat’ tak, Ze uZ nie je intuitivne zrej-
my? Argument v prospech tohto zaveru mime iba vtedy, ked' predpokladime, Ze aj v tomto
rdmci si logika zachovéva intuitivnu zrejmost’. Ale prive preto, Ze tento predpoklad uplatfiu-
jeme tam, kde ma obor kvantifikicie neintuitivny charakter, méZeme ho spochybnit’. Zaver,
Ze ak taky pripad, ako je uvedeny v (5), nie je intuitivne zrejmy, potom taky nie je ani samot-
ny vyraz ,,7 + 5 = 12, teda nie je nevyhnutny.

to nie je také celkom jednoduché, uvidime, ked si viimneme Strukturalisticky nizor
na ¢&isla. Spomenul som, Ze najsfubnejsia elimina¢nd verzia tohto ndzoru parafrizuje aritme-
tické vyroky vritane ,,7 + 5 = 12 ako vyroky logiky druhého ridu, zovieobecnenia o Tubo-
vofnych w-postupnostiach. Alternativou by bolo chipat’ &sla ako vysledok istého druhu ab-
strakcie, akondhle je dan4 nejakd w-postupnost.®® Jeden aj druhj nézor odvodzuje referen-

26 Modelom je tu Taitov pojem ,,Dedekindovej abstrakcie®; pozri jeho pracu ([22], 369, pozn.12);
poeri aj ([19], 308, 336).
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ciu na &sla bud zo vieobecného pojmu w-postupnosti, alebo z identifikicie Specifického
pripadu, a teda z tej & onej formuldcie indukcie ako vieobecného principu.

Uvedené predstavy o genéze referencie na &sla sa odlifuji od oboch spomenutych verzii
Strukturalizmu v tom, Ze podla nich urfitd forma referencie na ¢isla existuje uzZ predtym, neZ
mbZu vdbec vzniknit' otdzky vedice k abstrakcii alebo zovieobecneniu. Pripadnd integricia
aritmetiky s tedriou mnoZin (pripadne s inymi vysoko abstraktnymi vedeckymi tedriami)
spdsobuje, Ze ¢isla sa dostavaji do akejsi holistickej sivislosti s vysoko neintuitivnymi spdsob-
mi referencie a poznania. Nie je viak jasné, ¢i viroky, ktoré boli intuitivne zrejmé pred tymto
roz8irenim nasich konceptudlnych prostriedkov, maji tto svoju zrejmost’ stratit’. Z prikladov,
akym je spomenuty vyrok ,7 + 5 = 12“ je jasné, Ze ich aplikdcia mimo intuitivnej sféry
nebude mat’ spravidla ten isty intuitivny charakter. Ak modelujeme ,transparentnost™ é&isel
pomocou naSich pojmov intuicie a intuitivnej zrejmosti, potom musime zastivat nézor, Ze
vieobecnost’ ich aplikécie, teda jedna stranka ich statusu ako Cistych abstraktnych objektov, je
nieco, ¢o je pridané k tomu, ¢o je o nich transparentné. Hoci niektori urcite nebudi so mnou
sthlasit’, ja sdm to nepokladdm za neZelany vysledok.

Z anglického origindlu CHARLES PARSONS: Intuition and Number preloZil Dezider Kam-
hal.
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CITALI STE UZ?

JAROSLAV PEREGRIN: Uvod do analytické filosofie — Logika ve filosofii a filo-
sofie v logice. Praha, Hartmann a synové 1992, 124 s,

Velmi indtruktivna kni¥otka, umoZiiujica rychlo preniknat do rozfahlej oblasti
stiasnej analytickej filozofie. Nazvy kapitol: Co je analytickd filozofia? Frege. Russell.
Rozvoj formdlnej logiky. Camap a Viedensky kruh. Obrat k jazyku. Wittgenstein. For-
mdina sémantika. Quine. Perspektivy. V piatich prilohach sa podéva prehfad najdole-
Zitejsich logickych systémov.

PAUL TILLICH: Biblické ndboZenstvi a ontologie. Praha, Kalich 1990, 239 s.

V stbore $tidii vfznamného krest'anského filozofa a teoléga Paul Tillicha (1886
- 1965) sa rozvadza Tillichova ,,existencionilna ontologia nového bytia“. Nazvy 3ti-
dif: Biblické ndboZenstvo a hladanie poslednej skutoénosti. NdboZenstvo ako rozmer
duchovného Zivota ¢loveka. Dva typy filozofie ndboZenstva. Svdr ¢asu a priestoru.

KRESTANSTVI A FILOSOFIE (VELKE EPOCHY). Praha, Krest'ansk4 akademie
1991, 94 s.

Stbor 3tyroch prednaSok o postaveni krestanského myslenia v rAmci eurdpskej
filozofie v roznych dejinngch etapach. Citatel tu najde tieto predni¥ky: Werner
Beierwaltes: Krestanstvo a platonizmus; Albert Zimmermann: Krestanstvo a aristote-
lizmus; Robert Spacmann: Krestanstvo a filozofia novoveku; Mikula¥ Lobkowicz:
Krestanstvo a filozofia XX. storodia.

LADISLAUS BOROS: Bith mezi nidmi. Praha, Signum unitatis 1991, 131 s.
Desat’ brilantnych biblicko-filozofickych Gvah k desiatim kI'i¢ovym tematickym

okruhom duchovného Zivota: Idska, pokora, rozhovor, zFutovanie, cudzota, pokdnie,
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