GODELOVE VETY O NEUPLNOSTI

KAROL HABART, Katedra logiky a metodoldgie vied FFUK, Bratislava

Zatalo sa 20. stor. — to hlahoslavené, radostné, zaplavené sinkom a po-
hodou. Pred c¢lovekom sa otvdrajui velkolepé perspektivy, ved akoZe aj inac,
pri stcasnom vysokom stupni rozvoja kultiry a civilizdcie. MoZnosti a schop-
nosti &loveka si necbmedzené., Niet prefiho nevyrieSiteIného problému. Na &o
sa nenachéddza odpoved dnes, ndjde sa zajtra. Co je teraz zdhadou, buda nasi
synovia pokladat za trivialitku.

Skvely a obdivovany David Hilbert, krdlovecky profesor algebry a geo-
metrie, formuluje najvfznamnejie otvorené problémy matematiky — problémy
pre nové storocie. UZ len tie vyrieSit — a bude v3etko jasné. Fyzici prepadaja
podobnym ildzidm.

Uplne inak sa to uZ vdak javi v roku 1831. Ludstvo je vdaka svetovej vojne
rozCarované z nového storofia. Nastupuje explozia objavov vo fyzike, usilovne
sa pripravuji predpoklady pre HiroSimu a Nagasaki. AZ po nich zafne Tudstvo
brat vedu véZne. Rakisky logik Kurt Godel dokazuje v tomto roku svoje slédvne
vety o nedplnosti. Znamend to neuskutotnitelnost velkolepého plénu Dévida
Hilberta, zndmeho ako Hilbertov program, ktnr;‘r mal, hrubo povedané, uké&zat
rovnocennost ,abstrakinych” a ,konkrétnych“ metéd v matematike. Star',’l pan
tomu do smrti celkom nechce uverif. A sklamanie trvd dodnes.

Preco? -

Godel ndm nedprosne dokézal, Ye naSe poznanie ma hranice. Ze nae moZ-
nosti a schopnosti nie si neocbmedzené. A Ze tieto hranice nelefia niekde
v transcendentne, mimo dosahu nd%ho rozumu a predstavivosti, ale Ze si aZ
privelmi konkrétne: dnes je moZné formulovat otdzky, na ktoré Iudstvo, i keby
existovalo nekonetne dlho a i keby sa narodili akikolvek géniovia, nikdy ne-
ndjde odpoved. A pritom to nemusia byt otdzky melafyzxckeho rdzu, ale pros-
tucké aritmetické tvrdenia.

Skvely to argument v rukédch apologétov agnosticizmu, viak?

Je naozaj zaujimavé, ako je dodnes vieobecne rozdirend viera vo viemoc-
nost vedy a techniky, ako je uzndvany py3ny antropocentrizmus, veriaci v ne-
obmedzenost Tudskej schopnosti pozndvat a podmafiovat si. Vieobecné vedo-
mie je vlastne na urovni bradatych starjch pénov v cylindroch a redingotoch.
Zaostdva tedy o sto rokov. A to nielen v krajindch, kde bolo po desatrocm
kastrované tupou demagdgiou.

Je vSak znepokojujice, ak ,hurdoptimizmus“ minulého storo¢ia penetruje
filozofickd obec. Po Gddelovi to nie je moZné oznadit inak, ako prejov igno-
rantstva a nevedomosti. A Gplnou nehordznostou je, ak niekto dezinterpretuje
Godelove vysledky ako argument proti formalizmu vo vede a filozofii. Désledky
tychto viet st velmi vSeobecné, netykaji sa len &isto formdlnych metod.

Neochota &i nevéla prijat Godelove vety aj s dosledkami nie je prekvapiva.
Jedna sa o ,negativny“ vysledok, na rozdiel od vysledkov ,pozitivnych“, ako
je napriklad prezentdcia metddy na rieSenie istej triedy diferencidlnych rovnic
alebo, aby sme dali slovo aj starovekej vede, metdda na konStrukciu pravého
uhla. Negativny v¢sledok je aj taZSie pochopif, ako pozitivny. Snad nikdy
neskonéia pokusy.laikov o trisekciu uhla. Pritom bola dokédzand nemoZnost
rozdelenia IubovoIného uhla na tri rovnaké &asti pomocou kruZidla a pravitka.
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A to nie v tom zmysle, Ze stiCasny stav poznatkov to neumoZiiuje a Ze snad
v budticnosti, vdaka dajakému nepredvidateInému objavu, sa to predsa len
podari. Vie sa s tdplnou urditostou, Ze vietky podobné pokusy musia skondcit
nezdarom. Tento poznatok je dosledkom sldvnej Galoisovej teorie, produkiom
matematiky 19. stor.. Tato tebria priniesla, ak sa nemylim, prvé ,negativne”
vysledky vobec. Nepochybujem o tom, Ze negativne vysledky vo vede zname-
naja kvalitativny zlom v naSom poznani. Ba €o viac, v matematike je moZné
pozorovat citeIny posun od pozitivhych vysledkov k negativnhym. Zatial &o
Galoisova tedria bola v kontexte matematiky minulého storoCia ojedinela, v 20.
storo®i vznikli celé matematické discipliny, ako rekurzivna tedria a teoreticka
kybernetika, v ktorjch sa dokazuje samé ,nedd sa“ a ,nembdZe sa“. Ako pri-
klad negativneho vysledku vo fyzike by bolo moZné uviest Heisenbergov prin-
cip neurcitosti.

Myslim si, Ze existuje priama sﬁvislost medzi ,hurdoptimizmom“ minulého
storccia, spdsobenym nevidanym nahromadenim pozitivnych vysledkov vo vede
a tech’nike, a ideoldgiami, ktoré viedli k zverstvdm tohto storocia, ¢i sa uZ
odvoldavali na Nietzscheho alebo na Marxa. V mysleni doSlo ku skratu ,viem
vietko, takZe smiem v3etko“. Je to asi bliZSie k pravde ako transcedentdlne
reCicky o.strate nadosobnej mordlnej autority, viery v Boha naSich otcov. Alebo
snad presnej$ie: tento skrat je pri¢inou sic¢asného duchovného stavu civilizacie
s jeho absenciou metafyzickych hodnodt a istot.

Po Godelovi vedie rovnaké krdtke spojenie k téze: ,NeméZem vedief viet-
ko, takZe nemdéZem smiet vietko“. Asi je to lepSie vychodisko. I ked u &loveka
sa neoplati odddvat prilisnému optimizmu. Hldpost je nevykurenite]na a s ilou
aj Tudska zloba.

Ale dostali sme sa uZ prili§ daleko. Cielom tohto élanku nie je in¥pirovat
sa Godelovymi vetami k dalekosiahlym tvahdm, ale objasnit, o fom pojedné-
vaji. . _

Aby mohol niekto Godelom argumentovat, musi podstatu jeho dékazu po-
chopit, A to sa nezaobide bez urfitej ddvky formalizmu. Velmi Tutujem, ale ak
checete v Citani tohto Clanku pokracovat, musite sa odhodlat &itat formélne
zdpisy a musite sa pripravit na isté mnoZstvo ,matematiky”.

Godelove vety o nedplnosti dzko sivisia s pojmom efektivnosti v zmysle
efektivneho algoritmu. Je to fundamentdlny pojem aj v uZ spominanej rekur-
zivnej tedrii a teoretickej kybernetike. Efektivnost je koncept iniciovany prdve
vetami o netiplnosti a vlastne len tak mimochodom sa stala zdkladnym teore-
tickym prostriedkom pri popise &innosti pocitacdov, vyndjdenych aZ o 20 rokov
neskor.

1. Efektivny algoritmus a gidelizacia

llustrujeme pojem efektivneho algoritmu na priklade: Predstavte si velmi
svedomitého tradnika, ktory dostdva listy, na ktoré potom odpovedd. Na vy-
bavenie tejto koreSpondencie méa velmi presny a podrobny névod, taky presny,
Ze akykolvek iny udradnik, ba akykolvek iny ¢lovek by podla tohto ndvodu ve-
del jeho prdcu zastipit. Tato koreSpondencia je vzorovym prikladom efektivne-
ho procesu. V ndvode — algoritme je presne zakotvené, akd bude odpoved na
Iubovolny list, aky by Gradnik mohol dostat. Aby sme tiradnikovu &innost dosta-
li do exaktinej matematickej roviny, predstavime si listy zakédované ako priro-
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dzené &isla a dradnikovu &innost ako funkciu f, ktord prirodzenych ¢islam x
(kddom listov, ktoré dostdva) rpiradi &islo f(x) [kod listu — odpovede). Proces
kédovania IubovoIného textu ako prirodzené ¢islo sa vold gddelizdcia a je jed-
nym z dvoch zdkladnych metodick§ch prostriedkov, ktoré sa pouZivaji v doka-
ze Godelovej vety.

Ako vyzerd godelizdcia?

Priradme pismenidm abecedy 4, B, C, ... €¢isla 1, 2, 3, .... Potom slovo
ABECEDA kodujeme takto: kedZe slovo ABECEDA méa 7 pismen, vezmeme 7
najmensich prvodéisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17; a umocnime ich v poradi na kod
pismena v slove, t. j. v poradi na 1, 2, 5, 3, 5, 4, 1; a vyndsobime ich. TakZe
kéd slova ABECEDA je ¢islo 21.32,55,73,115.134.171 Je to pomerne velké
¢islo. KedZe kaZdé prirodzené Cislo sa dd jednoznatne vyjadrit ako si€in moc-
nin prvocisel, ktoré ho delia, z kédu Iubovolného slova vieme opdt zrekon-
Struovat povodné slovo. Napriklad ¢&islo 262440 rozloZime na si€in mocnin
prvodisel: 2538 5L Toto ¢islo kdduje teda slovo s tromi pismenami, ktorym
st priradené &isla 3, 8, 1; t. j. slovicko CHA. PretoZe méZeme zvlast priradit
Cisla pismendm velkym i malym, s diakritikou i bez nej, ba aj zvlast podla
typografie a velkosti alebo i podla materidlu, na ktory sd vyt]ae“:enéjce_h’(
tasopis, ktory drZite v ruke, méZe byt kédovany ako jedno velikanske prirodze-
ng gislo. . c : _ .

Aritmeticka funkecia f, ktord koéduje ¢innost néSho dradnika, je teda v in-
tuitivnom zmysle efektivna. sEfektivnost” znamend, Ze existuje spdsab, ako jej
hodnotu pre dané &islo x vypocitat. Takéto efektivne, vypo&itatelngé sd napr.
aj také funkcie ako s&itanie, ndsobenie, a pod. '

Existuja aj také funkcie, ktorfch hodnoty nevieme vypoé&itat?

Aby sme na tdto otdzku vedeli odpovedat (a odpoved bude kladnd), potre-
bujeme presne, matematicky definovat, o s efektivne aritmetické funkcie.
Rozni matematici sa pokndali tento pojem upresnit réznym spdsobom. Turing
definoval efektivne funkcie ako tie, ktorjch hodnoty dokéZe vypofitat isty
presne definovany abstraktny stroj. Tento stroj je idealizdciou akéhosi me-
chanického stroja, mezniCiteIného a meopotrebovédvajiceho sa, ktory dnes vo-
ldme Turingov stroj. Na rozdiel od tohto pokladd Markov funkciu f za efektiv-
nu, ked z argumentu x vieme odvodit hodnotu f(x) manipuldciou so symbolmi
podla istého presného ndvodu, ktor§ dnes voldme Markovov algoritmus. Post,
Church a Kleene zaviedli dal3ie, navzdjom sa liSiace definicie efektivnosti.
Pozoruhodné vSak je, Ze postupom &asu sa vSetky tieto navonok sa od seba
velmi liSiace definicie uké&zali byt navzdjom ekvivalentné. Tie isté funkcie
st efektivne podla Turinga, ako podla Markova, Posta &i Churcha a Kleeneho.
Ba dokonca aj tzv. ,registrovany stroj s Tubovolnym pristupom®, o je vlastne
idealizovany pocita¢ s nekonetnou pamétou, dokdZe vyratat prdave tieto funkcie.

Tento fakt je argumentom pre tézu, Ze intuitivnhe sa efektivne prdve tie
funkcie, ktoré dokadZe vypoditat Turingov stroj. Tato tézu formuloval Church,
a preto je v literatire zndma ako Churchova téza-

Je doleZité si uvedomit, Ze Churchova téza je hypotéza, ktord nie je moZné
dokdzat, Nanajvy$ tak vyvrétif. Niekto by mohol podat presn§ ndvod na vy-
podet istej funkcie, o ktorej dokdZe, Ze ju nevypodita Ziadny Turingov stroj.
Teda v istom zmysle naSe dalSie tdvahy (i ked nie priamo formdélne dékazy
Godelovych viet) zdvisia od Churchovej tézy. AvSak spomenuté vyvratenie
Churchovej tézy by nemalo za nédsledok neplatnost nafich tdvah. Znamenalo
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by len, Ze v naSich dalSich argumentédcidch je nevyhnutné Turingov stroj
nahradit inym, komplikovanejSim strojom.

2. Diagonalizacia

Druhym hlavnym prostriedkom v dékaze Gddelovych viet je metdda dia-
gonalizécie. Vysvetlime si ju na priklade: dokdZeme, Ze existuja funkcie, ktoré
nie si efektivne, &i%e ktoré sa nedaji ,vypotitat® (hla, negativny vysledok].
Je to velmi vyznamnd metéda v matematike a ako prvy ju pouZil koncom mi-
nulého storofia Georg Cantor v tedrii mnoZin v dfkaze existencie navzédjom
sa li%iacich ,nekonedien®.

Aritmetické funkcie, ktoré dokdZe vypocitat Turingov stroj, méZeme oéislo-
vat, t. j. dd sa predpokladat, Ze f1, f2, f35,... s vSetky takéto funkcie. Dokazuje
sa to exakinou matematickou cestou vyuZitim presnej matematickej definicie
Turingovho stroja. My si to ozrejmime na priklade n&3ho dradnika. Vietky efek-
tivne funkcie si reprezentované vZetkymi moZnjymi ,spdsobmi“ dradnikovej
koreZpondencie. Tie zodpovedajd vSetkfm mo¥nym ndvodom, ako mu mdZu
byt poskytnuté. Vdaka godelizlcii vieme kaZdému névodu priradit ¢islo. Takto
ziskame isté oCislovanie v3etkych efektivnych funkcii, ktoré v3ak nevyuZiva
vietky prirodzené ¢isla, MéZeme ale z neho dostat poZadované ocislovanie
nasledovne: jednotku priradime funkcii s najmen3im &islom, dvojku funkcii
s druhym najmen3im ¢&islom, trojku s tretim najmen3im, atd. A teraz vstupuije
do hry diagonédla: Predstavme si nasledovni ,,nekoneﬁnﬁ“ tahurku v ktorej do
i-teho riadku zapiSeme hodnoty funkcie f; pre ¢isla 1, 2,.

(1) A2 f1(3)
o
f2(1) f2(2) f2(3)
f5(1) f5(2) f5(3)
; _ ! s

Skiimajme hodnoty, ktoré leZia na diagonédle {su to ,fi , f2(2), f3(3
a definujme funkciu g nasledovne:

9(x) = f(x] + 1.
Je jasné, Ze g nie je Ziadna z funkcii f1, f2,..., pretoZe keby f; = g, tak by belo

f:(1) = g(i), a kedZe g(i) = f;(i) + 1, tak f,(i]) = f;(i) + 1, o je oEividny spor.
Tym sme dokédzali existenciu neefektivnej funkcie.

3. Prvé veta o nefiplnosti

Godel m4 dve vety o nedplnosti. Prvéd z nich znie nasledovne:

Nech ¢ je jormdlny systém vhodnych vlastnosti. Potom existuje veta g
v jazyku antmet!ky, ktord sa nedd dokdzat vo formdlnom systéme ¢. Veta ¢
tvrdi: ,Som nedokdzatelnd veta“.

Co je vSak jazyk aritmetiky a ¢o formélny systém?

Veta ¢ jazyka aritmetiky je zloZend zo symbolov ¥, y, z,... pre premenne,
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symbolov +, *, ' pre operécie s¢itania, ndsobenia a nasledovnika (zvétSenie

¢isla o 1), symbolu 0 pre konitantu ,nula®, = pre rovnost, logickfch spojok
—,A,V , =>, <=> a kvantifikdtorov % a 3 . Napriklad vyraz
xX=y+z

znamena, ¥e &islo x je siftom &isel y a z. KedZe nevieme, ktoré &isla x, y, z méd
autor na mysli, nedd sa pri takomto vyraze a priori hovorit o tom, ¢i je prav-
divy alebo nie. Z&visi to od toho, aké ¢&isla X, y, z mdme na mysli. Takymto
vjrazom hovorime ,formula“. Formuly, pri ktorjch vieme rozhodntt, &i sd
pravdivé alebo nie, voldme ,vety“, ako napr.

0 =10,

Téato veta je nepravdivd. Tvrdi, Ze nasledovnik nuly (jednotka) sa rovnd 0.

Z danych formdl g a ¢ vieme vytvarat nové formuly pomocou logickych
spojok: T g znamend ,nie je pravda, Ze g“, p A ¢ znamens ,sGfasne g aj ¢
@ v ¢ znamend ,p alebo ¢“ ¢ =>¢ je ,ak g, potom aj ¢ “ ag<=>g¢le
»p prave vtedy, ked ¢“. Nové formuly mdZeme vytvdrat aj kvantifikovanim:
» X @ znamend ,pre kaZdé x plati ¢“ a 3 x ¢ je ,existujica aspoil jedno x,
pre ktoré plati ¢“. Tak napriklad z formuly x = y + z ziskame kvantifikovanim
vetu

v Xy Yy AhX=y+1, _ _
ktora je nepravdivé, lebo tvrdi, Ze safet Iubovolnych dvoch &isel je Iubovolné
tislo, &o nie je pravda (napr. ak x =1; y = 2, z = 3). Ak v8ak kvantifikujeme
takto: : TR

Yy ¥ zdxx=y+4z,

dostaneme pravdivi vetu. Tvrdi, Ze TubovoIné dve ¢isla maji sicet.

_ Vety st teda také formuly, v ktorych si vSetky premenné, ak sa vobec
dajaké vyskytujd, kvantifikované, Takd premenni formuly p, ktord nie je kvan-
tifikovand, voldme volnd premennd. Ak -x, y si voIné premenné formuly g,
zapisujeme to takto: . _ !

@ (X, 4).

Formdlny systém & je, hrubo povedané, presny ndvod na urcenie toho, aké
postupnosti g; g,...p, za sebou napisanych viet pokladdme za dbkaz. ¢ je
dokézateIné v systéme %, ak existuje dokaz ¢1---¢n v & taky, Ze posledny
¢len ¢, tejto postupnosti-je prave .

V zneni 1. vety o nedplnosti je formulovand poZiadavka na ,vhodné“
vlastnosti formédlneho systému . Tieto poZiadavky si nasledovné:

1. % ma pracovat s vetami takého jazyka, ktory obsahuje jazyk aritmetiky. Mo-
Ze to byt ovela bohatsi jazyk, ktor§ obsahuje akékolvek dalSie symboly.

2. Lubovolna veta jazyka aritmetiky, ktord sa di dokédzat v .%°, musi byt prav-
diva.

Godelova veta tvrdi, Ze existuje veta nedokéazatelnd v systéme & , ktora
tvrdi: ,Som nedokazatelnd veta“. Hladdme teda tdto vetu v jazyku aritmetiky.

Vdaka godelizacii existuje pre kaZdd formulu g jej kod, ktory budeme
oznafovat symbolom [ ¢ 7 (uvedomme si, Ze kaZdé prirodzené tislo mdZe byt
zapisané v jazyku aritmetiky: jednotka je 0’, dvojka 0”, trojka 0’”, atd.). Dalej,
kaZdé efektivna funkcia sa da vyjadrit v jazyku aritmetiky v tom zmysle, Ze
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ak f je efektivna funkcia, tak existuje formula ¢ (x, y) s voIngmi premennymi
x,y takd, Ze pre lubovoIné &islo x je p(x,y) pravdivé prave vtedy, ak y = f(x).
Toto sa dokazuje tie¥ pomocou gbdelizdcie: ,staiastky” Turingovho stroja sa ko-
duji ako prirodzené ¢isla a celd jeho &innost sa popiSe ako aritmeticky vztah
medzi &islami.

Vieme kodovat aj postupnosti viet, a to tak, e z kodu postupnosti vieme
efektivne vypoditat aj kod jej posledného prvku. PretoZe sa dd efektivne roz-
hodnnt, & nejakd postupnost viet je dékazom (je to vlastnost zahrnutd v de-
finicii formélneho systému), existuje efektivna funkcia f(x) takd, Ze ked x
nie je k6dom dékazu, tak f{x) =1 [Ziadna veta nemé kod 1), a ked x je kodom
dokazu, tak f(x) je kddom poslednej vety v postupnosti kddovanej ¢islom x,
Ak ¢ je formula prislichajica f podla predchddzajiceho odstavca, tak formula
o (x, y) v 1 (y=0) (ozname ju Prov(x,y) ) je pravdiva prave vtedy, ked x
je k6édom dbékazu vety s kodom y. TakZe potom formula 3 x Prov(x, y) (oznaé&-
me ju Pr(y) ) je pravdivda prave vtedy, ked y je kod dokdzatelnej vety.

My hladdme vetu , Som nedokdzateIni veta“, teda nieo ako vetu 7 Pr(m]),
kde m je kod prave vety 7 Pr(m). Ziskame ju diagonalizdciou na Gddelovej
substitucnej funkeii @.

Tato funkcia realizuje dosadenie za volné premenné vo formule, t. j. kédu
formuly pred dosadenim priradi k6éd formuly po dosadeni. Majme formulu ¢ (x)
s jednou volnou premennou X, ktorej k6d je a. Néch b je IubovoIné ¢islo. Potom
hodnota Gddelovej substituénej funkcie @ pre'a a b je kdd vety ¢ (] (t. j. vo
formule ¢ (x) dosadime za premenni x &islo b — ak napr. b= 3, tak to bude
veta ¢ (0") ). MoZeme teda pisat @ (a,b) = T ¢ (b) 7 alebo, €o je to isté,
OlT¢X)T,3)=T¢0") 7. _

Tédto funkcia je otividne efektivna — z kodu formuly vieme efektivne vy-
pocitat formulu, previest dosadenie za volnd premenni a potom vypotitat jej
kod, Preto existuje formula x v jazyku aritmetiky, pre ktord je (x, y, z) prav-
divd prave vtedy, ked z = @ (X, y). Oznafme formulu 3 z ] Pr(z) A x (%, y, 2)
skrdtene ako 7T Pr(@(x, y)). Tdato formula je pravdivd prave vtedy, ked je
nedokazateInd veta, ktord ziskame z formuly s kédom x dosadenim &isla y
za kaZdd volnd premennd.

Postavme n=7T T Pr(@(x, x]}) 7 , t. j. n je kéd formuly T Pr{@(x, x)).
Hladand veta je potom 7 Pr(@(n, n)). Skutofne, tdto veta tvrdi, #e nie je
dokdzateInd veta, ktord ziskame z formuly s kédom n (t. j. z formuly 7 Pr(@
(x, x]] ) dosadenim ¢€isla n za volnd premennd — a to je veta 7 Pr(@(n, n)),
teda ona sama. _

Preco je tdto veta nedokédzatelnd v % ?

Keby bola veta 7 Pr(@(n, n)) (,Som nedokédzatelnd veta“) dokdzateIna
A%, tak by musela byt podla 2. podmienky, ktord sme na formilny systém
kladli, pravdivi — a teda mala by byt mnedokdzatelna. To je spor. Preto
T Pr{@(n,fn)) nie je dokdzatelnd, a preto pravdiva.

4. Druha veta o neiiplnosti
V skutofnosti je prvd veta o neiiplnosti formulovand trochu inak, ako sme
to urobili v predchddzajicom paragrafe. Predpokladi sa presnejSie vymedzenie

pojmu ,formdlny systém®“, ktoré umoZiiuje vyuZivat v ddkaze niektoré jeho
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vlastnosti. Je presne definovany tzv. kalkul predikdtového poétu 1. rddu. Je to
striktny predpis, ako sa z danych vychodzich viet, ktoré voldme axidmy, vytva-
raji dokazy. Jednotlivé formdlne systémy sa potom li§ia prdve tym, ktoré vety
sa zvolili za axidémy. Tento zvoleny siibor axiom voldme tedria a v dalSom
ho budeme oznacovat T.

TaktieZ prvd poZiadavka na % je silnejSia: poZaduje sa, aby vo formalnom
systéme boli dokédzateIné isté pravdivé vety aritmetiky. Specidlne ak Prov{a, b)
je pravdivé pre dajaké &isla a, b, tak musi byt aj dokédzatelné v.% .

Druhéd poZiadavka na .% je v3ak slabfia. Vietky dokdzatelné vety nemusia
byt nevyhnutne pravdivé. Staci, ak si vety, kloré sa v % daji dokdzat, navza-
jom neprotiretia, t. j. nemd byt sifasne dokdzatelné p aj T p. Tato vlastnosf
sa vold konzistentnost.

. Uk&Zme, preCo je 7 Pr(@[(n, n)) nedokizatelné i za tychto podmienok:
Ak je 7 Pr(@(n, n)) dokézateIng, tak existuje &islo m (kéd dbkazu) také, Ze
Prov(m, @(n,n)) je pravdivé, Podla prvej podmienky na . je potom Prov
{m,@(n, n)) dokédzateIné. AvSak T Pr{(@(n, n)) znamend T 3 x Prov(x,
O(n, n)), €o je to isté ako ¥ x 7 Prov(x, @(n, n)}. Kalkul predikatovej logiky
ma také vlastnosti, ¥e ak dokazuje T3 x Prov(x, @(n, n)), tak dokazuje aj
w x 7 Prov(x,@(n, n)) a potom aj 7 Prov(m, #(n, n)) Specidlne pre ¢islo m.
Mame teda dékazy pre Prov(m,@(n, n)) aj T Prov(m, @(n, n)). To je spor
s predpokladom, Ze .% je konzistentny systém. : .

Druha veta a netiplnosti znie nasledovne: - : ;

Veta ,, & je konzistentny formdlny systém” je nedokdzatelnd v & .

Formdlny systém je dany tedriou T. Tedria T teda nevie dokézat konzistent-
nost 7. - Al ' '

Ako vyzera veta ,, % je konzistentny formalny systém™?

D4 sa ukézat, %e T je konzistentna prave vtedy, ked sa z nej neda dokazat
otividnd nepravda, ako napr, T 0 = 0. Preto veta ,T je konzistentnd“ je prave
TPr{ T T0=0 T ). Oznatme ju Cony.

Doékaz druhej vety o netdplnosti si len naznacime. VyuZiva sa v flom ddkaz
prvej vety o nedplnosti, ktory sa godelizuje. Videli sme, Ze z predpokladu
konzistentnosti T vieme dokazat, Ze wveta T Pr(@ (n, n)) nie je dokdzateIna
v T a Ze je zdroveii pravdivd. TakZe T + Con, dokazujeT Pr(@ (n, n)). Preto
keby T dokazovalo Cong, tak by T priamo dokazovalo 7T Pr(@(n, n)). To je
spor s prvou vetou o netiplnosti.

Veta Con; je lep3i priklad na nedokdzatelnd vetu ako 7 Pr(0(n, n)), lebo
kym o T Pr(@(n, n)) vieme, Ze je pravdivd, o Con; to a priori nevieme po-
vedat.

Nech ZF je Zermelo-Fraenkelova tedria mnoZin. Celd sufasng matematika
je vyjadrend v jazyku tedrie mnoZin a vSetko, o sa v matematike dokazuie,
sa vlastne dokazuje v ZF. Podla na8ich predchddzajicich dvah sa Con,, nedé
dokazat v ZF, to znamend, Ze sa nedd dokdzaf neprotiredivost matematiky.
A my naozaj nevieme, ¢i je matematika neprotiredivd. My v to (aZ na niekto-
rych velmi skeptickych jedincov) verime. Ale nikdy nebudeme mat istotu.
Konzistentnost matematiky je prdve ten aritmeticky problém (Cong, je veta
v jazyku aritmetiky), ktory Iudstvo nikdy nevyriesi.

Dakujeme, pdn Gédell
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5. Disledky

E3te niekolko pozndmok k tomu, ako Goédelove vety presahuji ramec
striktne forméalnych metod.

Akykolvek problém sa bude formulovat v nejakej knihe. MéZ%eme ho gdde-
lizovat ako &islo. KaZdé rieSenie problému bude v nejakej knihe. MéZeme ho
opét godelizovat ako ¢&islo. Rozhodniit, ¢i je navrhované rieSenie naozaj riese-
nim daného problému, by mal vediet Iubovolny tlovek jednoznatne — teda
efektivne. TakZe vSetka ludskd argumentécia, ak je dobréd, prezentuje forméliny
systém v tom najSirSom zmysle slova, ako sme ho uviedli v 3. paragrafe.

Zdanlivo sme teda stlacili vSetku ludskid argumentdciu na troveii formél-
neho systému. Dostaneme v3ak nasledovny paradox: Podla prvej Gddelovej vety
existuje aritmetickd veta, ktord tvrdi ,Neexistuje argument pre moju pravdi-
vost” a ktord je pravdivd. Mame teda argument (Gdodelovu vetu) pre jej prav-
divost., KedZe je pravdivd, neexistuje argument pre jej pravdivost. To si pro-
tireci.

Kym teda gtdelizdcia a intuitivny pojem efektivnosti smeruje k velkému
zovSeobecneniu Godelovych viet, mimo exakiné formalne systémy, tento para-
dox sved¢i o hraniciach ich aplikovateInosti.

Kde su tieto hranice.

Ja vidim tri hlavné prekaZky:

1. Hlavnou prekéZkou je protirefivost prirodzeného jazyka ako celku. Doka-
zuje to sldvny Richardov paradox: Nasledovna definicia prirodzeného @isla:
Najmensie prirodzené ¢&islo, ktoré sa nedd definovat menej ako dvadsiatimi
slovenskymi slovami ma len 12 slovenskych slov, &iZe protire¢f sama sebe.
Préve tento paradox je argumentom pre nutnost rozliSovania medzi jazykom,
ktory skiimam (jazykom-objektom), a jazykom, v ktorom skiimané popisujem
(metajazykom). UZ sdm o sebe je tento-paradox dost silnym argumentom
pre nutnost formalizacie vo vede a filozofii.

2.Cim v3eobecnej$ia je nejakd argumentdcia, tym je nepresnejSia a nie je
moZné efektivne rozhodnit, & dany problém rie¥i alebo nie. K¥m v8ak moZu
existovat vd#ne ndmietky vo&i odpovedi na dany problém, nemdZeme ho
pokladat za vyrieSeny. Nevyhnutnos! eliminovat nepresnosti a nejasnosti
z argumentov tieZ svedCl v prospech formélnych metdd.

3. VSeobecne akceptovand (efektivne rozhodnutelnd) Iudskd argumentdcia sa
nepohybuje vZdy v medziach pravdivosti, resp. neprotiredivosti. Tato alter-
nativu pokladdm za najzaujimavejSiu. Ak sa vyhneme predchéddzajicim dvom
fenoménom, Godelova veta (a paradox s fiou spojeny) je argumentom pre
tézu, Ze bludy v ludskom dovodeni sa zdakonitym javom. Tak, ako na8i pred-
kovia v3eobecne prijimali existenciu nadprirodzenych bytosti ako argument,
aj my vSeobecne prijimame ako argument niefo, fo nebude argumentom
pre na¥ich potomkov, a oni zase niefo, o neuznaji ich potomkovia, atd.
Pozndm len jeden recept proti bludom — formalizdciu. AvSak v tomto pri-
pade to nemusi byt vSeliek. Formalizovany blud je ten najobludnejsi.
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