DISKUSIA

MOHOL BYT ZENON INSPIRATOROM PYTAGOROVSKEHO DOKAZU
NESUMERATELNOSTI?

MARIAN SKALSKY, Filozoficky dstav SAV, Bratislava

ZenoOnove apOrie a pytogorovsky dokaz nesumeratefnosti byva zvykom
uvadzat ako dva od seba nezavislé objavy, sivisiace nanajvy$ tym, Ze spolot-
ne podmienili krizu v zékladoch starogréckej matematiky. Oddelené chépanie
zérovell vedie k tomu, e aj ich tutinkovanie v krize sa hodnoti rozdielne.
Objav nestimeratelnosti je kvalifikovany preva¥ne ako rydzo matematicky
poznatok, ktory v sitlade so svojou povahou bezprostredne inicioval vytvorenie
matematickej tedrie proporcii, schopnej vyrovnat sa s problémom iracional-
nych ¢isel. Hoci vo svojich dosledkoch zasiahol aj podstatu pytagorovskej
ontoldgie, tvoriacej v tomto obdobi metodologickii bdzu matematiky, & teda
mal aj svoje filozofické pozadie, tdto skuto®nost skér zvyraznila tendenciu
odligit od seéba oblast matematiky a filozofie (t. j. nespdjat dosah objavu so
sférou filozofického skimania) a povaZovat ho za €isto matematicky problém.
Naproti tomu Zendnove ndmietky vystupuji v 3SirSom filozofickom kontexte
a o ich vplyve na matematiku sa uvaZuje predovSetkym ng vSeobecnej me-
todologicko-filozofickej urovni.

Aj ked v prospech uvedeného ortodoxného néazoru sved&i absencia akej-
kolvek zmienky o vzdjomnej historickej védzbe medzi oboma objavmi v staro-
vekych textoch, ktoré méme k dispozicii, proti tiplnej nezdvislosti méZeme
uviest dva logické argumenty. Po prvé, podla Komarovej Zenén nepochybne
poznal jav nestumerateInosti ako nemoZnosti uréit spolotnd mierku medzi
dvoma €i viacerymi veli¢inami, nakolko v kaZdej apérii je t4to nestumeratel-
nost tak @i onak pritomnd (11, s. 171}, A po druhé, ako upozoriiuje Szabo,
s technikou nepriameho ddokazu, pomocou ktorej bol uskutofneny aj pytago-
rovsky objav, sa po prvykrat stretdvame u Zenodnovho ufitela Parmenida.
Neméme Ziadne informdcie o tom, Ze by sa t&to technika objavila v matema-
tike (t. j. u pytagorovcov) uZ prv, a preto Szabd pripisuje jej odhalenie elea-
tom (16, s. 219). Ak v3ak uzndme relevanciu tychto tvrdeni, Ziada sa ist este
dalej. Ved prefo by mali pytagorovei prebrat od eleatov len novd metddu
dékazu a obsah eleatského udenia spochybfiujiici ich dokirinu nechat bez
povSimnutia? Predsa tym, Ze akceptovali eleatsky dékazovy postup, dali jas-
ne najavo, Ze podla nich Parmenides vo svojich tivahdch postupoval z for-
madlneho hladiska korekine. Nemali by sme skor ofakavat, Ze pytagorovei sa
novou metddou pokiisia obhdjit vlastné ufenie? A to tym skér, Ze Zenén vo
svojich apoériach wuplatnil nepriamy dokaz priam majstrovskym spdsobom,
pri€om nimi uviedol na scénu pre pytagorovcov viac neZ neprijemny jav nest-
meratelnosti. Ak sa pytagorovci obozndmili s apériami — a my neméame davod
uvaZovat, Ze pytagorovci v tomto smere tvoria oproti druhym filozofickym
pradom vynimku —, potom od myslitelov ich kalibru sotva méZeme ofakavat,
Ze si nev8imniu leitmotiv nestimeratelnosti, ktory v nich vystupuje. Pravda,
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svoj objav nesimeratelnosti mohli urobit nezdvisle od apérii, ba mohli ho
uskutocnit skbér ako Zenon. Predsa len, ak by sa nam podarilo ukéazat, Ze
medzi oboma objavmi je moZny jednoduchy logicky prechod, potom by nézor
o ich nezavislosti musel celit metodologickému principu Occamovej britvy.
V &lanku sa pokusim ukézat, Ze pytagorovsky ddkaz je skutofne moZné re-
kondtruovat transformovanim Zenénovej tivahy do matematickej podoby.

Nevyhnutnou podmienkou pre obhajobu tézy o prepojeni oboch objavav
je ich Easovd nédslednost; celd dvaha mé vyznam iba vtedy, ak Zendénove
aporie boli formulované skor neZ pytagorovsky ddkaz. Presné datovanie ob-
javov vSak postrddame a maximum, o mdZeme podnikndt v tomto smere, je
pokusit sa priradit im aspofi pravdepodobné fasové rozpétie, v ktorom mohli
byt uskuto€nené. o

Pozrime sa najprv na Zenonove aporie. Ak uzndme Platénov dialog Par-
menides za historicky vierohodny, potom sa Zendn narodil v r. 490 p. n. L
Dialdg sa odohréva pofas néavitevy vtedy Styridsatrofného Zenona v Até-
nach, kam prisiel spolu so svojim ufitelom Parmenidom. Podla Platénovho vy-
jadrenia Zendn vtedy po prvykrat priniesol do Atén svoje spisy (12, s. 2],
ktoré napisal eSte ako mladik (12, s. 4). Ak budeme za mlady vek povaZovat
20—30 rokov, potom mdZeme odhalenie aporii datovat do rokov 470—460
p. n. 1. V dial6gu sa v8ak rozoberaji vylutne problémy zakotvené v apéridch
proti mnohosti. V spojitosti s tym si Komarova v8imla (11, s. 16), Ze aj Sim-
plikiove opakované citéty Zendna sa vZdy dotfkajd len problematiky mnohos-
ti. Na zdklade toho usudzuje, Ze Zenon napisal prinajmenej dve samostatné
diela, z ktorych prvé by sa venovalo otdzke mnohosti a druhé (ktoré Sim-
plikius pravdepedobne nemal k dispozicii]) zasa pohybu. Komarova zaroveil
podotyka, Ze takéto vysvetlenie by kore3pondovalo so zlomkom 29A15, v kto-
rom sa hovori, Ze Zendn vystipil na obranu Parmenidovho ufenia dvakrat,
pritom aZ druhé vystdpenie sa dotykalo pohybu. V siilade s tym musime pu-
blikovanie pohybovych apérii vztahovat aZ za rok 450 p. n. L. (t. j. aZ po Pla-
tonom zachytene] besede v Aténach). Rok Zendnovej smrti sice obdobnym
sposobom nedokéaZeme Specifikovaf, no pri uvdZeni toho, Ze zomrel nésilnou
smrtou v doésledku svojej aktivnej politickej angaZovanosti (Diogenes IX 28],
nemohlo ist o pokrodild starobu. Za hornd hranicu odhalenia pohybo-
vych apbrii moZeme preto povaZovat rok 430 p. n. 1. Dospeli sme tak k dvom
Intervalom: objav apodrii proti mnohosti pravdepodobne spadd do obdobia ro-
kov 470—460 p. n. 1. a formuldcia ap6rii proti mnohosti sa viaZe k rokom
450—430 p. n. 1. Upozoriiujem vSak, Ze sprdvnost tychto dedukcii sa opiera
predovietkym o Platdna, pretoZe napr. Diogenes Laertios tvrdi, Ze Zenon
stravil cely svoj Zivot v rodnom meste Elea (IX 28), Co samozrejme vylutuje
vylet do Atén. ' ' _

Pri pokuse o upresnenie obdobia odkrytia pytagorovského dékazu nesime-
ratelnosti sme na tom neporovnatelne horSie. Urdujici zdchytny bod méZeme
ndjst opat u Platdna, ktory v dialogu Theaitefos pripisuje dbkaz iracionality
V3, 5, ... V17 matematikovi Teodorovi Kyrénskemu (11, s. 14). Nakolko Pla-
tén pripad {2 neuvddza, predpokladd sa, ¥e tento ddékaz bol uskutofneny uZ
skor, a to pytagorovcami., Pytagorovei v tomto obdobi totiZ disponovali tedriou

parneho a nepdrneho, ktord v zdsade ddvala moZnost dokdzat iracionalitu \E
K dikazu by teda doSlo niekedy v 5. storo&i p. n. 1., presnejSie pred rokom
410 p. n. 1. Viac, Zial, nevieme. Pritom nejasnym zostdva nielen :obdobie zrodu
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objavu, ale nepozndme ani to, kto z pytagorovcov ho urobil, a nezachoval sa
ndm ani autenticky pytagorovsky postup.

Hypotézy usilujice sa o rekonStrukciu objavu moéZeme rozdelit na dve
skupiny. Do prvej by patril klasicky néazor, spdjajtici objav s dfkazom nest-
meratelnosti strany a uhloprietky S§tvorca, a do druhej skupiny moZeme za-
radit ostatné ndvrhy. V prospech Standardného nédzoru hovori najméd svedec-
tvp Aristotela, ktory na viacergch miestach vo svojich spisoch uvddza tento
pripad ako typicky priklad nemoZnosti (2, s. 64; 3, s. 31). Pravda, Aristoteles
nespomina presny postup, ktorym bol dékaz uskutotneny [(hovori len vo vie-
obecnosti o nepriamom ddkaze], a naviac, nezmiefiuje sa pri fiom o pytago-
rovcoch. Od Prokla v3ak vieme (14, II 23), Ze pytagorovci rozliSovali medzi
vyjadriteInou uhloprietkou, zastipenou tzv. diagonélnym ¢&islom, a skuto&nou,
prirodzenym &islom nevyjadritelnou uhloprieckou (diametros arretos]).

Z hypotéz, ktoré sa odkldiiaji od Standardnej predstavy, je najzndmejSou
asi postup, ktory navrhol von Fritz. Svoju hypotézu vybudoval na elegantnej
variante dékazu nestimeratelnosti strany a uhloprieCky pravidelného pétuhol-
nika, na ktora museli podla neho pytagorovci nevyhnutne narazit pri odhale-
ni geometrickej kon$trukcie pentagonu (podrobny postup pozri 7, s. 566—567).
Pokial ide o historické fakty, vieme, Ze pytagorovci si pdtuholnik vysoko ce-
nili, ba dokonca ho pozdvihli na svoj emblém. No a pretoZe prvé skiimania
pravidelného dodekaedra, ktorého strany tvori 12 pédtuholnikov, sa- spdjaji
5 menom Pytagorovho Ziaka Hippasa z Metapontu (star5i Zenonov sicasnik],
von Fritz ho povaZuje za autora celého ddkazu. Zostava vSak pritom nejasns,
predo Platdn dokaz iracionality |5 pripisuje jednoznatne Theodorovi a nie
Hippasovi.

Z ostatnych hypotéz uvediem eSte ndzory dvoch na$ich autorov. Kolman

navrhuje, Ze mySlienka iracionality Vé- mohla vyplynit z pytagorovského zé-
ujmu o hudobni nduku. Konkrétne, navodzuje ju disonancia, ktord obdrZime

pri rozdeleni oktlvy (zadnej pomerom 1:2) na dva rovnaké diely [—; = —::---’;—:
odkial y:y =Y2) (10, s. 87). Hejny pozri 8) sa zasa vo svojom pokuse o
rekonstrukciu opiera o $pecificky charakter chdpania ¢isla v ranej pytago-
rovskej Skole (tzv. figurdlne €isla).

Nebudem sa pustat do analytického komentdra tychto moZnosti, pretoZe
by nés to odviedlo od hlavného zdmeru Stidie — pontknut novd alternativu
dbkazu. Koniec koncov, z rydza logického hladiska si vSetky ndvrhy rovno-
cenné a torzovity charakter naSich historickych vedomosti ndm nedovoluje
jednoznactne rozhodnuf v prospech Ziadneho z nich. Vo svojom variante vy-
chddzam z faktu, Ze pytagorovci poznali postupnosti stranovych a diagonal-
nych €isel, ktoré celoCiselnej hodnote strany Stvorca (stranové €islo s,) umoZ-
fiujd priradit najbliZ8iu celo€iselnd aproximéciu velkosti uhlopriedky (diago-
ndlne €islo d,). V Proklovych komentaroch mdéZeme nédjst aj explicitny nédvod
na generovanie zdruZenych dvojic (s, d,] stranovfch a diagondlnych ¢&isel
(14, IT 27), ktory, zachyteny prehladne v stiasnej symbolike, znie: s,,;, =
s, + d,, d,,; = 2s, + d,. Nepozndme sice spésob, ako k tomuto poznatku
pytagorovei prisli, no geometricki kon$trukciu, pontikajicu jeho nézornd evi-
denciu, priznaént pre pytagorovsky §tyl ddkazu, nie je ta¥ké ndjsi. Je zachy-
tend na obr, €. 1,

Ak pytagorovei odhalili vztahy medzi diagondlnymi a stranovymi &islami na-
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ozaj prostrednictvom uvedenej konStrukcie, potom by zrejme predpokladali
ich totoZnost so skutofnou stranou a uhloprietkou. AZ idea neobmedzenej
deliteInosti, uplatnend v Zenonovych aporidch, ich mohla upozornit na prvok
nesumeratelnosti potencidlne obsiahnuty v konStrukcii, a t¥m i na netotoZnost

Obr. €. 1.

diagondlneho ¢€isla so skutofnou uhloprietkou. In3pirdcia zo strany Zendéna
mohla mat v zdsade rdzne silnt podobu, Ak budeme predpokladat, Ze pytago-
rovci prevzali do svojho dfkazu len vSeobecny motiv neobmedzenej delitel-
nosti, potom Zendnov vplyv méZeme vztiahnut uZ na jeho prvé vystipenie,
tykajiice sa apdril proti mnohosti., Pytagorovel v8ak nemuseli odhliadnut od
konkrétnej néplne aporii. Cely dékaz moZeme totiZ Iahko pochopit ako ma-
tematicka verziu konkrétnej apodrie, totiZ aporie Achilles a korytnaéka. V tom-
to pripade by dékaz zohrédval iilohu geometrického modelu aporie, ktorym. sa
p6vodne mohli pytagorovei pokdSat apOriu vyvratit, priCom obdrZali neZelany
vysledok — dokaz nesGmeratelnosti strany a uhlopriefky 3tvorca.

Pripometfime si znenie uvedenej apobrie. Jej lakonické podanie, ndaleZiace
snad samoinému Zenodnovi, ndjdeme v Aristotelovej Fyzike: ,Zendén ma Styrl
dbkazy o pohybe, ktoré spdsobuji taZkosti t¥m, ¢o ich chci rieSit. ... Druhy je
takzvany ,Achilles®. Podla neho pomaldieho tvora nikdy nemdZe dohonit
najrychlejdi, pretoZe prenasledujaci vZdy musi prist najprv ta, odkial vybehol
utekajaci, takZe pomal3i vidy musi byt o niefo vpredu” (1, s. 182). Formula-
cia aporie vedie k Cleneniu pohybu na jednotlivé fazy — zakaZdym, ked
Achilles dobehne na korytnatkine miesto, zafina sa novad fdza pohybu. Tym,
¥e Achilles postupne prekondva korytnatkine etapy, stdvaji sa tieto Castami
jeho celkovej drdhy. Ak prijmeme tvrdenie o sumeratelnosti celku a jeho
tasti, potom mdme zarufent stimeratelnost Achillovej drdhy s korytnadkinymi
tisekmi. PretoZe Achilles je rychlejdi, budi prekondvané etapy stdle mengie,
priom neustdle dobiehanie nesie v sebe obsiahnuté ich neobmedzent deli-
telnost. Pri dobehnuti korytnadky Achillom bude celkovd drdha korytnatky
fastou dréhy Achilla a ako taka bude s fiou siumeratelnd. Spolu s tym sme
vSak tieto drahy zloZili z tdsekov, ktoré sa nechranifene zmen3uji, takZe
nedokaZeme fixovat mierku, pomocou ktorej ich méZeme odmerat. Celkové
dréhy musia byt nesimeratelné. Dostdvame spor.

V striktnom slova zmysle si problém nestimeratelnosti obsiahnuty v aporii
moZeme uviest dvojakym spdsobom — dynamicky a staticky. Dynamické ver-
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zia vychddza z odmietnutia dobehnutia korytnatky, zatial Co statickd toto
dobehnutie predpoklada. V prvom pripade velitiny, ktoré realizuji svojim
pohybom Achilles a korytnatka, nedokdZeme porovnat, pretoZe sa neustdle
menia. Achilles je odstideny na ustavitné dobiehanie a celkové drdhy Achilla
a korytnacky sa nikdy nerealizuji. Medzi nejestvujicimi velifinami sa zrejme
mérne budeme pokisat stanovit pomer. V druhom pripade zasa nedokéZeme po-
rovnat aktudlne existujice veli€iny realizované korytnadkou a Achillom po u-
kon€eni nahéiiatky, pretoZe neobmedzend delitelnost dr&h prekracuje kaZdd
moZnii mierku. Viimnime si, #e redukciou tvrdenia o neustdlom dobiehani na
tvrdenie o neustdlom zmenSovani priestorovfch etdp sme apbriu ochudobnili o
tasovy aspekt. Geometrizdcia aporie, preferujica jej priestorovd stranku, od-
kryva teda len jednu vrstvu apbrie a nie je schopnd vyjadrit sa k hlavnému
problému, k problému pohybu. Inymi slovami, ak aj dokdZeme geometrickou
konStrukciou zostrojit miesto stretnutia Achilla a korytnadky pri zadani pr-
vyich tsekov, ktoré prekonajd, neznamend to, e sme apdriu vyriedili. Apéria
totiZ priamo neodmieta lokalizdciu ciela v priestore, no spochybiiuje jeho do-
siahnutie v redlnom tase. Pravdupovediac, pytagorovcov sa polemika s pohy-
bom v zmysle nemoZnosti jeho ukonfenia nemusela velmi dotknit. AvSak
vyklad aporie, podmiefiujici dobehnutie Kkorytnatky nestimeratelnostou cel-
kovych drahovych dsekov, zasabuje ich ufenie naplno. Pre tplnost eSte uved-
me, Ze stmeratelnosf celku a Fasti ndvdzne spochybiiuje apéria Dichotémia.
Této skutofnost prehladne vystupuje v reformuldcii aporie, s ktorou prisla
Janovskaja. Podla nej nds apéria Dichotdmia stavia pred problém odmerat
dradhu neustdle zmen3ujicim sa pravitkom (9, s. 172).

Zostdva ndm spojit aporiu Achilles a korytnadka s pytagorovskou znalos-
tou stranovych a diagonélnych &isel. Videll sme, e aporia spochybiiuje stime-
ratelnost veli€in, ktoré s zadané kon3truktivne, a prive tdto poZiadavku
splita zadanie stranovych a diagondlnych ¢isel vo forme postupnosti. Naviac,
a to je velmi doéleZité, ak si zvolime v§¥chodziu dvojicu, o ktorej budeme pred-
pokladat, Ze ju tvoria prirodzené &isla, potom musia byt prirodzenymi islami
aj vietky odvodené dvojice, pretoZe st urfené ako kombindcie sittu predché-
dzajacich E€lenov (s,,, = s, + d; d,,, = d, + s, + s,). Postupnosti tak
automaticky generuji veli€iny stmeratelné s vychozimi. Modelovanie aporie
prostrednictvom stranov§ch a diagondlnych ¢&isel vedie k jednej zmene. Na-
miesto rastdcich postupnosti budeme uvaZovat postupnosti klesajice (s, =
dhyy — Spyy; 4, = 2s,,, — d,.,). Z hladiska generovania dvojic tento obrat
nie je podstatny a zdleZi len na nds, ktord postupnost (klesajicu &i rasticu)
si vyberieme. Obr. €. 1 ndm ndzorne predvddza rovnocennost oboch pripadov.
No préve toto obratenie postupnosti, stimulované zohladnenim apodrie, vedie
okamZite k dbkazu nestimeratelnosti strany a uhlopriefky 3tvorca [obr. &. 2].

Nech velkost potiatofnej vzdialenosti medzi Achillom, Startujicim z mies-
ta A, a korytnatkou, vybiehajicou z miesta K, je rovnd diagondlnemu d&islu
d,. Po vyStartovani Achilles dobehne na vychodzie miesto korytnatky (K),
priom ta zatial stihne prejst vzdialenost (KK,]} rovnajicu sa hodnote o stupeii
menSieho diagondlneho &isla dp-1. Prekondvané tiseky budi teda sledovat po-
stupnost diagonélnych ¢&isel (resp., €o je to isté, Achilles a korytnatka sa budi
pohybovat po uhlopriet¢kach pravouhlych irojuholnikov], ¢im méme zarudené
jednak ich proporciondlne zmenSovanie a jednak prenos stimeratelnosti. Z obr.
€. 2 je evidentné, Ze korytnactka sa bude svojim pohybom snaZit realizovat veli-
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¢inu rovnajicu sa prvému staronovému Cislu (strane pravouhlého trojuholni-
ka, ktorého preponu tvori poéiatofnd vzdialenost medzi Achillom a korytnaé-
kou KA}, pri¢om plati:r s, = d,_; +d,_, + ... +d,_, + ... + ad inf.
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Stranové Cislo s, mé byt prirodzené, no zdrovefl sa méd rovnat nekonefnému
stiftu prirodzenych diagondlnych ¢&isel. Dostdvame spor. Nesmie teda platit
vychodzi predpoklad, €iZe dvojica (s, dp), tvorend z prirodzenych Cisel, sa
nemodZe kryt so stranou a uhlopriefkou &tvorca. Prave tento zaver je zohlad-
neny pri rozliSovani medzi vyjadriteInou uhlopriefkou, zastipenou diagondl-
nym d&islom, a uhloprietkou skutofnou, nevyjadritelnou prirodzenym &islom.
vV Gvahe sme zatial reSpektovali kon3tatcvanie neustdleho dobiehania.
V matematickej verzii sa nam tdto skutofnost premietla do tvrdenia, Ze veli-
tina s, (celkova drdha korytnaCky) sa bude skladat z neobmedzeného pottu
neustdle sa zmensujicich diagondlnych &isel. Pytagorovsky systém vSak vy-
chddzal z toho, Ze zdklad Tubovolnej veli¢iny tvoria nedeliteIné jednotky, zo-
hravajice ulohy svojrdznych monad. Inymi slovami, generovanie stdle men-
Sich prirodzenych &isel sa musi zastavit na jednotke (resp., pretoZe jednotka
ako mondda v presnom slova zmysle &islom nebola, na dvojke). V silade
s tym museli pytagorovci odmietnut Zendnovu poZiadavku neobmedzenej deli-
telnosti. Predpokladajme teda spolu s nimi, Ze& Achilles korytnacku po urcitom
konednom poéte krokov dobehne v bode C (obr. &. 2). Mimochodom, uznanie
zdkladnych etalénov problém pohybu eSte nerieSi. Ako prva totiZ doslahne
zdkladny etaldon korytnatka a ked k nemu dorazi Achilles, korytnatka sa uZ
stihne premiestnit prdave o dlZku etalénu. Dalej sa uZ obaja pohybuja len v
medziach etalénov, ich pohyby sa vyrovndvaja a Achilles dokonca strdca vy-
hodu rychlejdieho, Preto okrem zavedenia etaldonu musime pripustit, Ze Achillo-
vi sa v poslednom kroku podarilo prekonat svoj tsek spolu s tdsekom Kkoryt-
aafky takpovediac na jeden zatah. Pozrime sa, ¢i sa ndm podari zachrdanit
tymto krkolomnym spsobom stmeratelnost strany a uhloprietky Stvorca.
Nech diagondlne &islo d, reprezentuje uhloprietku Stvorca a stranové
tislo s, zasa stranu Stvorca, prigom d, a s, st nestdelitelné. Zo vztahu d,_, =
2s, — d, vyplyva, Ze ak je &islo d, pdrne (nepdrne), potom sd parne [nepdr-
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ne) vietky generované diagondlne c¢isla. UvaZujme najprv prvi moZnost. V
tomto pripade je d, pdrne a s, neparne. Z obr. €. 2 svidiet”, ¥e pri dobehnuti
korytna€ky Achillom mus{ platit s, = d,_;, + d,_, + ... + d,_,. PretoZe
vietky diagondlne ¢&isla si v uvaZovanom pripade pdrne, musi byt pérny aj
ich sifet — ¢gislo s,. Predtym sme vSak uviedli opak, takZe Tislo s, md byt
zdroveil parne aj nepdrne. Dostdvame spor. A to dokonca v tvare, ktory na-
chddzame u Aristotela. V jeho Prvgeh analytikdech sa moZeme dolitat, Ze
»uhloprietka Stvorca je nestimeratelnd so stranami, pretoZe by sa za predpo-
kladu jej simeratelnosti nepdrne &isla rovnali pdrnym“ (2, s. 64]. Druhu
moZnost, podla ktorej by uhloprietka 3tvorca, zastipend v naSom modeli dia-
gondlnym ¢islom, bola neparna, vyluuje z hry Pytagorova veta (dp® = 2sp?)
spolu s poznatkom, Ze Stvorec parneho €isla je Cislo pérne.

Zdoraznime, Ze verzia dOkazu nestimeratelnosti operujica s konetnym
poftom diagondlnych &isel je z pohladu neskorSej euklidovskej matematiky,
reSpektujicej neobmedzend delitelnost, logicky nekorektnd. Zohladiuje vSak
pytagorovsky pohlad na matematiku, ktory reprezentuje svojim spdsobom
atypicka logiku vediicu k diskrétnemu chdpaniu geometrie. Na tito predstavu
nadviazala neskdr ,bodnd“ linia starogréckej matematiky, do ktorej méZeme
zahrnit Demokritovu koncepciu amér, Xenokratove nedelitelné ¢iary, ako aj
Platonove ,atomédrne“ trojuholniky. MoZno prave tdto skutofnost prispela k
tomu, #e dokaz sa ndm nezachoval. Jeho infinitnd modifikdcia vychddzajica
z neobmedzenej delitelnosti nevyhnutne povaZuje finitnd verziu za logicky
chybnd, takZe model si uZ tym pddom neméZe klist ndrok na rieSenie aporie. D6-
kaz sa prestdva spdjat s pokusom o vyvratenie apérie, ved jeho infinitné verzia
jei svujim spbésobom dédva za pravdu. Geometrické urfenie predpokladaného
miesta stretnutia obchddza poZiadavku apdrie a neskladé postupne jednotlivé -
seky drédhy. Pri ich nechranifenom mno#stve by ndm to zrejme trvalo nekoned-
ny cas. Pod vplyvom apdrii si matematika oproti pévodnym pytagorovskym as-
piraciam zGZila predmet svojho skimania a vzdala sa ndrokov postihndf cely
kozmos, vrétane jeho &asovej, resp. pohybovej strdnky. Spolu s odmietnutim
moZnosti matematizovat pohyb sa automaticky vyhla tdtokom zo strany po-
hybovych aplril. Tie totiZ spochybfiovali pohyb, zatial o geometria sa svojim
zameranim programovo obmedzila len na jeho priestorovy aspekt a CGasovi
strdnku zo zorného pola skiimania rad3ej vypustila. Pravda, problematika po-
hybu predsa len v latentnej podobe v gréckej matematike pretrvava, a to pre-
dovietkym vo forme potencidlneho nekonetna, no rozbor tejto skuto&nosti
uZ presahuje rdmec tejto Stadie.

Nakoniec eSte upozornim na pribuznost navrhnutého postupu s hypotézou
von Fritza, preferujicou nestimerateInost strany a uhloprietky pétuholnika.
Kon3trukcia pravidelného pétuholnika je spojend so znalostou konStrukcie
zlatého rezu, deliaceho tsetku na dve &asti a, b tak, %e plati a:zb = b:fa+b/.
Ak sl porovndme konStrukciu rezu s postupom, ktor§ sme pouZili pri urovani
dridh Achilla a korytnacky, potom zistime, Ze rozdiel je len v tom, ¥e v naSom
pripade vyuZivame pravouhly trojuholnik s rovnakymi odvesnami, zatial ¢o
v pripade zlatého rezu je jedna z odvesien dvojndsobne dlh3ia (obr. &. 3).
Tato podobnost nie je ndhodnd. Je ddsledkom toho, #e obidve hypotézy
vyuZivaji vlastne rovnakd stratégiu. Vychddzame pri nej z rovnosti dvoch
pomerov, umoZiujicej postupné zmenSovanie vychodzej geometrickej situd-
cie, pritom jeden z ¢lenov pomerov je zadany ako sG&tovd & rozdielova
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kombinécia ostatnych. Prdve tdto poslednd poZiadavka zabezpeduje automa-
tické prendSanie vychodzej mierky na vSetky zmenSené pripady bez vynimky.
Dostédvame spor v podobe moZnosti konStrukeie neobmedzene malych priro-
dzenych C€isel, pokial budeme, samozrejme, povaZovat za prirodzené ¢isla i
prvotni dvojicu.

1% (a + 3b)
2d 4 4s
dis 124 ) tafath)

[—— — - o — —
d 5
Obr. & 3.

Analogickili geometrickn konStrukciu, akd som pouZil pri modelovani apo6-
rie, navrhli v savislosti s nestimeratelnostou uhloprietky a strany Stvorca
Rademacher a Toplitz (15, s. 258). Dékaz vSak neuvédzaji v kontexte s diago-
ndlnymi a stranovymi ¢islami a ani so Zendénom. VyuZivaji pri flom 2. teoré-
mu z X. knihy Euklidovych Zdkladov: ,Ked sa z dvoch nerovnakych velidin
striedavo od¢ita zakaZd¢m menSia od vaZSej a zvySok nikdy nedomeriava Casti
predchéddzajiace, budid tieto velifiny nestGmeratelné” (6, s. 160). Tiato teorému
dokazuje Euklides nepriamym spdsobom poukazom na spor spofivajici v tom,
Ze v pripade ich sumeratelnosti by sme v istom 3tddin od¢itania museli dospiet
k veli€ine, ktord by ako Cast jednej z p6vadnych velicin mala byt meratelna
spoloénym etaldnom, no zdroven by mala byt menSia, ako je tento etaldon. Ak
v tomto dbkaze pochopime vytvdrané rozdiely ako useky, ktoré Achilles a
korytnacka postupne prekonavaji, a poZiadavku o nedomeriavani ako Zeno-
nov ziver o nemoZnosti ukonZit cely pohyb, potom ho mdZeme identifikovat
ako svojrazny vyklad aporie, pretlmogenej do ,strohého” matematického jazyka.

LITERATURA

1. ARISTOTELES: Fyzika. In: Od Aristotela po Plotina. Antolégia z diel filozofov.

2. zv, Bratislava 1973.

ARISTOTELES: Prvni analytiky. Praha 1961.

. ARISTOTELES: Druhé analytiky. Praha 1962.

. DIELS, H.: Die Fragmente der Vorsokratiker. Berlin 1922

DIOGENES LAERTIOS: Zivotopisy sldvnych filozofov. Bratislava 1954.

. EUKLEIDES: Zéklady. Praha 1807.

. FRITZ, K. von: Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft, Berlin 1971.

. HEJNY, M.: Pséfoforia a iracionalita ¥2. Rozhledy matematicko-fyzikalne, 60, 1981/82.
¢ 3.

9. JANOVSKAJA, S.: Zenon Elijskij. In: Filosofskaja enciklopedija, t. 2, Moskva 1962.

10. KOLMAN, A.: DE&jiny matematiky wve starovEku. Praha 1968.

11. KOMAROVA, V. ].: Ucenije Zenona Elejskogo. Leningrad 1988.

12. PLATON: Parmenides. Praha 1936.

13. PLATON: Theaitetos. Praha 1933.

14. PROCLUS DIADOCHUS: In Platonis Rem Publicam Commentarii. Lipsiae 1899.

15. RADEMACHER, H. — TOPLITZ, O.: Von Zahlen und Figuren. Berlin 1930.

16. SZABO, A.: The Beginnings of Greek Mathematics. Budape&t 1978.

17. WAERDEN, B. L. van der: ProbuZdajuifajasja nauka. Matematika drevnevo Jegipia,

Vavilona i Grecii. Moskva 1959.

SR =N WS

108



