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The problem of construction of deductive systems of some non- 
iclasical logics is influenced by inadequacy of certain classical 
rules to be used in the logics. Thus, inadequacy of conditional mo
dus poneits does not allow to derive the confusion rule and it, the
refore, makes the relation of derivability defective an view to impli
cation. It is not, in fact, possible for such logics to) construct an 
axiomatic system of the Hilbert type while (preserving the genuine 
sense of the inference relation. These rules are, however, adequate 
on the meta-language level, so it is possible' to represent the most 
(kinds of logics in question by the deductive system of some type 
of natural deduction.

Rozšírenie logiky za je] klasické hranice, určené extenzionälitou 
a dvojhodnotovosťou, prináša okrem zamýšľaných aplikačných výhod 
i niektoré problémy, v klasickej logike neznáme. Medzi ne patrí aj prob
lém deduktívnej reprezentácie neklasických logík určitého druhu. Ana
lýze tohto problému a jeho riešeniu je venovaný tento článok.

Fundamentálnou otázkou pri deduktívnej výstavbe logického systé
mu je adekvátna formálna reprezentácia deduktívneho odvodzovania 
(deductive inference) v uvažovanej logike. Často sa namiesto o deduk- 
tívnom odvodzovaní hovorí o logickom dôsledku.

Po tom, čo G. Frege rozvinul logické kalkuly ako formalizované 
axiomatické systémy, sa deduktivně odvodzovanie (v určitej logike) 
pokrývalo s dokazovaním v takomto axiomatickom systéme (uvažovanej 
logiky). Logický kalkul L uvedeného typu je zadaný v určitom jazyku JL 
a determinovaný istou množinou postulátov POL. Pre naše potreby bude 
stačiť, keď sa obmedzíme na uvažovanie v rámci výrokovej logiky. 
V takomto prípade obsahuje jazyk JL ako svoje primitívne symboly,

a) výrokové premenné; pu p2, Рз, ■ ■ ■
b) logické spojky: &, V ~
c) zátvorky ( , )

Okrem toho môže pravda jazyk fL obsahovať celý rad iných, predovšet
kým intenzionálnych operátorov, v závislosti od charakteru uvažovanej 
logiky. Môžu to byť operátory pre aletické, epistemické, deontické, prí
padne iné modality, ako aj rôzne neklasické implikátory a negátory. 
O charaktere týchto primitívnych logických spojok sa zmienime neskôr.

Z uvedených symbolov sa pomocou tzv. formačných pravidiel defi
nuje dobre utvorený výraz (formula) jazyka JL. Formuly budeme ozna
čovať metaj azykovýml premennými A, B, C, Ai, Az, A3, . .. ; množiny 
formúl ako U, V, Uu U2, U3, ....
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Množina postulátov POL, logického kalkulu L, sa skladá z množiny 
axióm AXl a z množiny tzv. odvodzovacích pravidiel PRL. Každé odvo- 
dzovacie pravidlo možno zapísať vo forme

Au An \ B
kde Ab ..., An, B sú formuly z jazyka ]L.

Treba upozorniť, že tu i v ďalšom texte neznamená zápis Aj, ..., A„ 
usporiadanú n-ticu formúl, ale je to skratka za výraz {A3, ..., A„j. Od 
ináč zaujímavého problému zápisu sekvencie pomocou množín, resp. 
postupnosti formúl (pozri 19) budeme abstrahovať. Ďalej uvažujeme iba 
o logických kalkuloch, t. j. o kalkuloch iba s logickými postulátmi.

Deduktivně odvodzovanie je v takomto kalkule reprezentované poj
mom dôkazu, resp. dôkazu z predpokladov. Nech A je teraz ľubovoľná 
formula z jazyka JL a U konečná množina formúl z JL. Pod dôkazom A 
z množiny predpokladov U rozumieme postupnosť formúl Bb . . ., Bk, 
kde Bk = B takú, že pre každé Z á i š к nastáva jeden z nasledujúcich 
prípadov.

1. Bt je axióma
2. Bj e U

3. V \ Bi je pravidlo systému L, kde V C [Bi, . ■ ■, 3}.

Ak existuje dôkaz formuly B z množiny U, hovorí sa, že B je dokázateľ
né z U (v L) a označujeme to ako U\tB. Ak je mnnožina U prázdna, je 
postupnosť Bb ..., Bk f — B) dôkazom formuly B a hovoríme, že B 
je dokázateľné v kalkule L, resp., že je jeho teorémou, a označíme to

Uvedené pojmy sú aplikovateľné aj vo všeobecnejšom prípade, keď 
ide o logiku, v jazyku ktorej sa vyskytujú kvantifikátory, ako je naprí
klad predikátová logika, logika 2. rádu či logiky modálne. V týchto prí
padoch sa zvyčajne uvažuje o uzavretých formulách, vetách (sentence), 
a preto budeme v ďalšom texte hovoriť namiesto o formulách o vetách.

Neskôr zaviedol A. Tarski sémantické chápanie logického dôsledku 
odvodené od svojej definície pravdy. Pri tomto je veta B logickým dô
sledkom vety A, ak je pravdivá vo všetkých modeloch, v ktorých je 
pravdivá veta A.

Pretože sa pohybujeme v ríši neklasických logík, pod modelom 
rozumieme intenzionálny model, konkrétne model v zmysle kripkeovskej 
sémantiky možných svetov.‘V klasickej logike, kde sú všetky operátory 
extenzionálne, t. j. interpretovateľné operáciami na konečnej (v tomto 
prípade dvojhodnotovej) množine pravdivostných hodnôt, je každý mo
del spojený s jedinou interpretáciou, s jediným priradením pravdivost
ných hodnôt. Ak jazyk istej logiky obsahuje aj neextenzionálne, t. j. 
intenzionálne operátory, model sa v takomto prípade chápe ako súbor 
navzájom závislých pravdivostných ohodnotení.

V teórii modelov založenej na sémantike možných svetov je každé 
takéto ohodnotenie reprezentantom určitého „možného stavu vecí“ či
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„možného sveta“. Základnou zložkou takéhoto modelu je teda istá mno
žina možných svetov, označme ju W. Každému intenzionálnemu operá
toru p je priradená určitá relácia Rp, definovaná na množine W. Táto 
relácia je obvykle binárnou reláciou dosiahnuteľnosti, ako je tomu u väč
šiny modálnych, epistemických a temporálnych operátorov či v prípade 
logiky intuicionistickej, alebo ternárnou reláciou relatívnej dosiahnu
teľnosti, ako je tomu v prípade relevantných logík. Teória modelov pre 
tieto logiky je obsiahnutá v (6, s. 67—93; 7, s. 92—129; 5; 2, s. 8; 12; 
13, s. 199—243].

Relácia dosiahnuteľnosti reprezentuje závislosť pravdivostnej hod
noty v svete w vety p [Aj, ..., Д), obsahujúcej intenzionálny operátor p 
nielen od hodnoty viet Au ..., Aí„ v svete w, ale aj od hodnôt, ktoré 
nadobúdajú v možných svetoch dosiahnuteľných vzhľadom na w. Ako 
príklad uveďme operátor nevyhnutnosti N. Veta NA je v svete w pravdi
vá, ak je veta A pravdivá v každom svete w\ pre ktorý platí wRNw\

Sémantika možných svetov, vyvinutá pôvodne pre modálne logiky, 
sa ukázala byť aplikovateľnou aj na logiky extenzionálne, akými sú 
napríklad mnohohodnotové logiky hukasmwicza, Posta a Bočvara. (Pozri 
15, s. 244—273; 16, s. 411—435; 22, s. 111—114) Umožňuje to prevedenie 
mnohohodnotovošti na mnohohodnotovosti (pozri 15) a použitie relácie 
relatívnej dosiahnuteľnosti, analogickej ako pri logike releventnej im
plikácie.

Univerzálnosť problému reprezentácie deduktívneho odvodzovania 
viedla k snahe vybudovať všeobecnú teóriu logického dôsledku. To pri
viedlo Tarského k formalizácii teórie logického dôsledku, ako operácie 
Cn, definovanej na množine všetkých viet uvažovaného jazyka. Tarski 
urobil tiež axiomatizáciu takejto teórie dôsledku. (21)

Zhruba v tom istom čase študoval Hertz abstraktnú výrokovú logiku 
s reláciou j— medzi konečnými množinami viet a ich dôsledkami. Pritom 
vzťah medzi |— a Cn je takýto:

Aj,... , An |— B vtvt B e Cn ({Д,..., An}).
Z Hertzových prác vychádzajúci G. Gentzen (3) rozšíril túto teóriu na 
tzv. sekvencie, t. j. výrazy v tvare

Aj, ..., An I Bj, . .. , Bm,
ktorých zmysel je ten, že disjunkcia formúl Bt je logickým dôsledkom 
konjunkcie formúl A,-, kde 1 s i s м a 1 í j s n.

Spomenuli sme tri pojmy, ktorými možno reprezentovať deduktivně 
odvodzovanie v istej logike. Sú to dokázateľnosť v axiomatickom deduk- 
tívnom systéme, logické vyplývanie a relácia dôsledku. Žiadna z uvede
ných foriem nevedie k plne uspokojivému riešeniu pôvodného problému, 
t. j. k vyčerpávajúcej charakteristike deduktívnej odvoditelnosti. (Pozri 
10, s. 63—77)

Tak v prípade axiomatického systému sa pod deduktivně odvoditeľ- 
ným rozumie to, čo je dokázateľné z predpokladov pomocou tzv. logic-
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kých odvodzovacích pravidiel. Ide tu vlastne o redukciu problému lo
gického dôsledku na problém logickosti pravidla.

Ale aj relácia logického vyplývania nie je zbavená prítomnosti 
istého definičného kruhu. Tak napríklad to, či veta (3r) ~ P x logicky 
vyplýva z vety ~ ( V x)Px, je závislé od toho, či je veta (3 x) ~ Px prav
divá v každom modeli, v ktorom je pravdivá veta ~ (Vx)Px. Ale prelo
žené do jazyka sémantiky znamená to odpoveď na otázku, či existuje
prvok z daného univerza nepatriaci do množiny P interpretujúcej symbol 
P, vždy vtedy, keď nie každý prvok z univerza patrí do P. To je ale 
v podstate návrat k otázke, či veta { 3 x] ~ A(x) vyplýva z vety 
~ ( Vx] A[x).

Podľa D. Prawitza (10) ďalším nedostatkom reprezentácie logického 
dôsledku v zmysle logického vyplývania je to, že neberie do úvahy 
vnútornú štruktúru úsudku, vzťah premís a záveru je redukovaný iba na 
závislosť pravdivostných hodnôt. Správnosť úsudku by však, podľa Pra
witza, mala závisieť od jeho vnútornej štruktúry. Podľa Prawitza sa 
tejto požiadavke najviac približuje intuicionistické chápanie dôkazu. 
Podľa neointuicionistov môže byť veta B logickým dôsledkom vety A, 
ak existuje funkcia, ktorej aplikácia na dôkaz vety A dáva dôkaz vety B. 
Dôkaz je tu abstraktnou entitou reprezentovanou formálnym dôkazom, 
teda postupnosťou jazykových výrazov, tak, ako je propozícia abstrakt
nou entitou reprezentovanou vetami.

Na základe takéhoto prístupu k logickému dôsledku buduje potom 
D. Prawitz tzv. zovšeobecnenú teóriu dôkazu (9, s. 225—250; 10), ktorej 
základným pojmom je tzv. kostra úsudku.

Iným typom zovšeobecnenia je „elementárna logika“ G. C. Moisila. 
(8, s. 3—11) Ide o generalizáciu vzťahu „implikuje“ na úrovni jazyka 
a metajazyka, čiže o zovšeobecnenie vzťahu medzi formálnou impliká
ciou a reláciou dôkazu |—. Vstupnou metódou je typové odlíšenie rôznych 
úrovní jazyka a metajazyka. Predmetný jazyk má typ I, jeho metajazyk 
typ II, metametajazyk typ III at ď. Implikácia na úrovni I je teda impli
kácia z predmetného jazyka, implikácia na úrovni metajazyka je ozna
čená 7? • atď. Všeobecne formuly jazyka iV-tého typu obsahujú implikáciu 
vo forme Tv a pravidlá pre axiomatický systém v tomto jazyku sú formu
lami jazyka N+ 1-typu obsahujúceho implikáciu^ .

Pojem dôkazu sa dá teraz definovať na rôznych úrovniach. Pri pred
tým uvedenej definícii dôkazu v axiomatickom systéme išlo o postupnosť 
formúl predmetného jazyka, teda o postupnosť formúl typu I. Dôkaz 
však možno zaviesť aj pre jazyky vyšších typov. Tak v tomto prípade 
axiomatického systému to bude postupnosť formúl typu II., pričom for
muly typu II sú výrazy vo forme

Ai, .. . , An íý B,
reprezentujúce vlastne výrazy

Alt ■ • ■, An I- B,
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alebo môžu byť tiež vo forme gentzenovských sekvencií,

-Aj, . . . , A„ j j Bj, . . . , Bm, 
ktoré možno chápať ako reprezentantov výrazov 

Aj,.... , A„ I- В, V . .. V Bm.

Odvodzovacie pravidlá pre axiomatický systém typu II sú potom formuly 
jazyka typu III a sú teda v tvare

A A h S B11,

kde A ý,..., A", B11 sú formuly v jazyku typu II. Takými sú napríklad 
pravidlá v gentzenovskom systéme prirodzenej dedukcie.

Týmto postupom možno potom zaviesť formulu k-f 1-ého typu ako 
výraz

kde A*,..., A*, Bk sú formuly v jazyku Ic-tého typu. Pojmy dôkazu, 
dôkazu z predpokladov, teorémy atď. v jazyku Ic-tého typu sú analogické 
tým z predmetného jazyka. Ako ukážeme neskôr, uvažovanie o kalku- 
loch v jazyku vyšších typov nie je márne, pretože niektoré neklasické 
logiky nie sú v kalkuloch prvého typu reprezentovateľné.

Moisil vychádzal z toho, že každá známa neklasická logika je na 
istej úrovni axiomatizovatelná a naviac, určité sekvemcie sú platné pre 
každú takúto logiku bez ohľadu na to, v jazyku akého typu boli formu
lované. Je zaujímavé, že ide v podstate o pravidlá, ktoré nazval Gentzen 
štruktúrnymi, teda o pravidlá, ktoré sú neskôr v texte označené ako 
(R), [M] a [Ti?]. Logiku, ktorú súbor takýchto pravidiel determinuje, 
nazval Moisil elementárnou logikou.

Tretím typom zovšeobecnenia relácie dôsledku je relácia „podmie
neného tvrdenia“ D. Scotta (16), definovaná na istej abstraktnej ne
prázdnej množine S, ktorá nemusí byť vo všeobecnosti množinou jazy
kových výrazov. Relácia podmieneného tvrdenia je ľubovoľná binárna 
relácia |— definovaná na množine všetkých konečných podmnožin mno
žiny S, spĺňajúca podmienky

(R) U I- V, ak U n V * 0
____U \-_V

(M) U, U’ i-- V, V’

U h А, V
[TR] U, A\- V

U I- V

kde U, V, U’, V’ sú konečné množiny prvkov z S. Každá takáto relácia 
je reprezentovateľná istým súborom pravidiel. Jednou z predností takto
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všeobecne definovanej relácie je možnosť zjednodušeného dôkazu celého 
radu vlastností logického dôsledku, pri ktorých možno abstrahovať od 
konkrétnych logických operátorov, ktoré obsahuje jazyk tej ktorej lo
giky. (16; 17, s. 787—807]

Pomocou takejto relácie podmieneného tvrdenia realizuje D. Scott 
definíciu tzv. logickej implikácie. Ináč povedané, určuje podmienky, 
ktoré musí spĺňať implikácia v danej logike, reprezentovanej súborom 
pravidiel pre reláciu podmieneného tvrdenia, ktoré budeme ďalej na
zývať reláciou dôsledku, aby mohla byť nazvaná logickou.

Prvou podmienkou je prítomnosť tzv. pravidla konfúzie, t. j. dvoj- 
pravidla

A I- B

Ide vlastne o dvojicu pravidiel, ktorú tvorí postup v oboch smeroch, teda 
zhora nadol a obrátene. Symbol => je operátorom logickej implikácie.

Uvažujú sa tzv. normálne súbory pravidiel, t. j. súbory obsahujúce 
okrem pravidiel (Й), [M], [TR) a (C], pravidlá pre klasickú konjunkciu 
a disjunkciu a konštanty T, F, reprezentujúce na syntaktickej rovine 
pravdu, resp. nepravdu,

A, B 1- A & B 
(<&) A&B l-A

A & В I- B 
[T] 1-7

A M В I- A, B 
(V] A\-AM B

B\— AM B 
(F) F I—

Ďalej ak U, V sú konečné, neprázdne množiny formúl daného jazyka, 
bude U označovať konjunkciu, v ktorej sa vyskytujú všetky a iba prvky 
z množiny U a V je disjunkcia obsahujúca všetky a iba prvky množiny 
V. Ak U = 0 a V = 0, potom U — T aV = F.

Druhou podmienkou je, aby sa každé pravidlo zapísané, takpovediac, 
vertikálne, teda vo forme (y],

[v]
Un-i I- Vn

Un I- vn
dalo prepísať do horizontálnej formy, t. j. formy (ft), 

(ft) Oi =>Vh..., => и„_г I- Un => Vn.

Scott dokázal (pozri 18), že k tomu stačí prítomnosť nasledujúcich 
pravidiel v danom normálnom súbore (teda súbore obsahujúcom pravidlá
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{R), (M), [TR), [C], (&), (V), (Г) a (F)),

{MP^- ) A => B, [A => B] => [C => D) \— C D 
(T => ) A => B, C => D |- (B=> C) => [A =>D)
[T&v] A => [В V C), (A & В) =>C I- A => C.
Ináč povedané, v každom logickom systéme, reprezentovanom normál
nym súborom pravidiel, v ktorom sú odvoditelné pravidlá [MP => ), 
(T => ) a [T&v ], ak je odvoditelné isté pravidlo vo vertikálnej forme, 
potom je tam odvoditelná aj jeho horizontálna forma. Platí samozrejme 
aj obrátené, triviálnejšie tvrdenie.

Rozlíšenie medzi horizontálnou a vertikálnou formou určitého pra
vidla, v reči elementárnej logiky rozdiel medzi vyjadrením toho istého 
logického princípu v jazyku typu II a v jazyku typu III je zvlášť význam
né pri niektorých logikách s neklasickými implikáciami. Jedným z naj
dôležitejších z týchto princípov je modus ponens, ktorý sa vyskytuje 
medzi odvodzovacími pravidlami axiomatických systémov v niektorej 
z nasledujúcich troch foriem

[CMP] A, A -*
\~A

{MP’} A\-B
1 -в

1- A
[MP] 1- A-*.

1— в
Prvá z týchto foriem je tzv. podmienený modus ponens či modus ponens 
v horizontálnej forme. V ostatných dvoch prípadoch ide o vertikálnu 
formu uvedeného princípu. [MP] a (MF’j sú v prítomnosti pravidla (C) 
ekvivalentné. Ako ukážeme v ďalšej časti, adekvátnosť resp. neadekvát- 
nosť pravidla [CMP] v tej ktorej neklasickej logike je kľúčovým problé
mom jej axiomatizácie. ,

Implikácia a relácia dôsledku

Problém formálnej reprezentácie deduktívneho odvodzovania pre
nesieme teraz zo všeobecnej roviny na konkrétnejší problém výstavby 
axiomatického systému.

Predpokladajme prítomnosť istej logiky L. Axiomatický systém sa 
považuje za adekvátny vzhľadom na uvažovanú logiku vtedy, ak je ko
rektný a úplný (vzhľadom na danú sémantiku uvažovanej logiky). Vy
jadrené v termínoch dokázateľnosti a logického vyplývania, od axioma
tického systému sa požaduje, aby pre ľubovoľnú konečnú množinu viet 
U z jazyka JL a ľubovoľnú vetu A z JL platilo, že U j— A vtedy a len vtedy, 
keď je A pravdivá vo všetkých modeloch, v ktorých sú pravdivé všetky 
prvky z U.
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Obmedzíme sa na také logiky, ktorých jediným neklasickým operá
torom bude operátor implikácie -» a ktoré sú pozitívne, t. j. v ich jazyku 
sa nevyskytuje operátor negácie. Pod klasickým operátorom rozumieme, 
stručne vyjadrené, operátor interpretovateľný operáciou definovanou na 
dvojprvkovej množine pravdivostných hodnôt {0,1}.

Operátor ->■ má vzhľadom na naše úvahy kľúčové postavenie. Jeho 
prítomnosť a spôsob interpretácie vo formálnej logike v akejkoľvek 
podobe bola a je zdrojom bohatých diskusií a podnetom k vzniku väčši
ny neklasických logík. Hlavnú úlohu tu hrá vzťah implikácie a relácie 
dôsledku. Na vykreslenie genézy tohto vzťahu uvedieme teraz niekoľko 
myšlienok D. Scotta. (17]

V jednej zo základných prác modernej logiky, v Principia Mathe- 
matica, zavádza B. Russell tzv. „materiálnu implikáciu“, ktorá podľa 
neho nevyjadruje nič iné ako disjunkciu p V q“ označenú výrazom 
,,p D q“ a ktorú káže čítať ako „p implikuje q“ alebo ,,ak p potom q“. 
Russell teda stotožňuje „kondicionál“ s implikáciou a tým, ako mu 
vytýka Quine (11, s. 175], nezostalo miesta pre vlastný deduktívny 
vzťah medzi vetami. Quine kritizuje tiež C. I. Lewisa, ktorý síce vystihol 
nedostatky takejto redukcie a vytýčil si program vytvorenia všeobecnej 
teórie deduktívnej odvoditeľnosti, ale namiesto toho zamenil s ňou tzv. 
„striktný“ kondicionál a nazval ho implikáciou. Tieto nedôslednosti 
vyplynuli poväčšine z toho, že v počiatkoch modernej logiky sa ešte 
nerozlišoval prísne jazyk od metajazyka a dochádzalo k zámene použitia 
nejakého termínu s jeho spomenutím, k zámene symbolu s jeho deno- 
tátom.

Rozlíšenie implikácie na úrovni predmetného jazyka od jej použitia 
na úrovni metajazyka ako reprezentanta deduktívnej odvoditeľnosti vy
voláva otázku o ich vzájomnom vzťahu, o tom, aké podmienky musí 
spĺňať implikácia v uvažovanej logike, aby bola adekvátnou predmetno- 
jazykovou reprezentáciou deduktívneho odvodzovania v danej logike. 
Zaraďme teraz tento problém do rámca axiomatického deduktívneho 
systému. Preložené do jeho reči to znamená skúmať vzťah medzi impli
káciou a reláciou dokázateľnosti.

Najvhodnejším kritériom pre tento vzťah sa zdá byť tzv. Suszkova 
podmienka (pozri 14, s. 68—89) pre operátor aby mohol byť považo
vaný za logickú implikáciu. Je to podmienka

[Ch ) A\TB

Ide tu vlastne o dvojpravidlo, t. j. o dve pravidlá získané jednak postu
pom zhora nadol, jednak zdola nahor, čo je zvýraznené dvojitou čiarou. 
Toto pravidlo sa nazýva, pri jeho všeobecnom zápise (D. Scott), pravid
lom podmienenosti alebo pravidlom konfúzie. Pretože pojem dôkazu je 
pri axiomatickom systéme pojmom prvotným, dvojpravidlo (C~) by malo 
byť v kalkule L odvoditelné. Skúmajme teraz, čo je k tomu potrebné.
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V oboch smeroch ide o vzťah medzi dôkazom vety B z predpokladu A 
a dôkazom vety A - B.

Nech POL je množina všetkých postulátov kalkulu L, rovnajúca sa 
zjednoteniu množiny všetkých axióm kalkulu L, AXL a množiny všet
kých pravidiel kalkulu L, PRL. Charakter postulátov nebude bližšie urče
ný, relevantná je tu iba jeho minimálna charakteristika. Presnejšie po
vedané, bude nás zaujímať, ktoré axiomy a odvodzovacie pravidlá musia 
byť prítomné medzi postulátmi systému L, aby bolo dvojpravidlo (Cj— } 
v ňom odvoditelné.
Uvažujeme najprv o pravidle

\— A - B
[PC] —a| ~b~

Predpokladáme existenciu postupnosti Alt..., An (— A -* B), ktorá je 
dôkazom vety A - B. Treba teraz ukázať, že z tohto predpokladu vyplýva 
existencia dôkazu vety B z A. Postupnosť A1}. .., An_u A-B, A, B bude 
zrejme hľadaným dôkazom, ovšem za podmienky, že pravidlo [CMP) 
patrí do množiny PRL. Prítomnosť tohto pravidla medzi základnými, prí
padne odvodenými pravidlami systému L je teda nevyhnutnou podmien
kou odvoditelnosti pravidla [PCj vi.

Na druhej strane ide o pravidlo
A\— B

IDT) -px^T

ktoré je slabou formou známej vety o dedukcii. Pravidlo je platné v L, 
ak z existencie dôkazu B z A vyplýva existencia dôkazu vety A-* B. 
Nech postupnosť Bu...,Bm [= B) je dôkaz vety B z predpokladu A. 
Utvorme z nej odvodenú postupnosť A -» B3,. .., A - Bm, o ktorej ukážeme, 
že je dôkazom vety A - B. K tomu je potrebné dokázať, že pre ľubovoľné 
1 = i = m platia nasledovné tvrdenia:
a] \~TA-*Bi
b) Ak Bi bolo získané z predpokladov Bn,..., Bjk, kde jb.. ., jk < i, 
potom je A - B, dokázateľné v L z predpokladov A -* Bn,..:, A -* Bjk.

Ľubovoľné Bi z uvažovanej postupnosti môže byť vetou A, axiómou 
alebo získané pomocou nejakého odvodzovacieho pravidla Pr z predpo
kladov Bju ..., Bjk, kde J x,..., jk < i- Uvažujeme teraz o vete A - B,. 
Z uvedeného vyplýva, že

1. Ak je B, = A, potom bude ž-ty prvok uvažovanej postupnosti v tva
re A -* A, a preto musí byť |— A - A.

2. Ak je B, axiómou, potom k demonštrácii tvrdenia |— A -* Bř je 
nutná prítomnosť axiómy В,-»(Л-^В,] v L. Pretože B, je axiómou, bude 
potom postupnosť

ВГ
Bi-* (A -» B,j
A-Bi

dôkazom vety A - B,.
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3. V prípade, že B; bolo získané z By a Bk, kde Bk = B j -> Bŕ a k, j < ir 
malo by platiť, že

A -* Bj, A-* [B,-Bd |-г A -> Bt.
Ale podľa indukčného predpokladu je |— A-* Bj a |— A -> [Bj -* Bj] a, preto 
bude postupnosť 

■A - B j 
A -* [Bj -* Bj]
B j-* (A -» B j)
A->(A-*B;)
A-B,

za predpokladu, že platí
В-» (C-»0)|—C-{B-+D)
B -» (B-*C)|—B-C 
(B-»C), (C-D)|~B-D 

dôkazom vety A-> Bj v systéme L.
Prítomnosť niektorých ďalších odvodzovacích pravidiel sa môže pravda 
prejaviť na zväčšení počtu nevyhnutných postulátov systému L. Tak 
napríklad prítomnosť pravidla zavedenia konjunkcie 

(PZK) A, B \ A & B 
si vynucuje, aby v L platilo,

|— ((C -> D) & [C^E))-,[C^[D&E)).
Z uvedeného vidieť, že nevyhnutnou podmienkou pre odvoditelnosť 

pravidla (PC) ako aj pravidla [DT] v danom systéme L, je prítomnosť 
princípu modus ponens v definícii dôkazu resp. dôkazu z predpokladov 
pri zachovaní ich spoločnej štruktúry. Je však dôležité uvedomiť si roz
diel v charaktere modus ponensu v oboch prípadoch. Zatiaľ čo pri defi
nícii dôkazu vystupuje toto pravidlo vlastne v nepodmienenj forme

\~A
(MP) 1-A->B

l-B

pri definícii dôkazu z predpokladov vystupuje v podmienenej forme, 
t. j. ako pravidlo

(CMP) A, A -* B \ B.
Tento rozdiel sa prejaví markantne v tých logikách s neklasickou 

implikáciou, v ktorých z hľadiska sémantiky možných svetov, z pravdi
vosti vety A & (A -* B) v istom možnom svete w nevyplýva ešte pravdi
vosť vety B vo w. Ak ide o mnohohodnotovú logiku, tak potom, povedané 
rečou pravdivostnofunkčného ohodnotenia, je to vtedy, keď existuje 
ohodnotenie, pri ktorom je hodnota pre B menšia, ako sú hodnoty viet 
A a A -* B. Pre logiky s takouto implikáciou nie je potom pravidlo (CMP) 
korektné ani v prípade, keď pravidlo (MP) takým je. Ako príklad možno 
uviesť bukasiewiczovu trojhodnotovú logiku L3 (15, s. 244—273; 22, s.
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111—114] alebo axiomatický systém F0 logiky neostrých termínov. (4, 
s. 325—373; 20)

Logiky tohto typu sú potom, z hľadiska uvedeného chápania axio
matického systému zvaného hilbertovským (1, s. 340—351), neaxioma- 
tizovateľné. Najľahšie sa tomuto problému vyhneme vtedy, keď [ako sa 
to niekedy robí) prijmeme takú definíciu axiomatického systému, ktorá 
nebude obsahovať pojem dôkazu z predpokladov, ale iba pojem dôkazu. 
Ale to je, v istom zmysle, degradácia metódy axiomatizácie. Operácia 
logického vyplývania nie je v takomto kalkule reprezentovateľná.

Situácia sa dá zachrániť úpravou definície dôkazu z predpokladov. 
Prvou takou možnosťou je definotorické priradenie pravidla (PC) k od- 
vodzovacím pravidlám uvažovaného axiomatického systému. V takom 
prípade preveriť dokázateľnosť vety B z vety A znamená vlastne de
monštrovať dokázateľnosť vety A -* B. Relácia vyplývania bude mať síce 
svoju syntaktickú reprezentáciu, ale relácia |— nebude už reláciou od
vodzovania v pôvodnom zmysle.

Druhá možnosť spočíva v zmene definície dôkazu z predpokladov 
v axiomatickom systéme. Táto už nebude štrukturálnym analógom de
finície dôkazu, ale bude mať samostatnú štruktúru. Dvojpravidlo konfúzie 
(C) si zachová svoju korektnosť; presnejšie povedané, pravidlo (PC) 
bude v uvažovanom kalkule odvoditelné, ak bude tento kalkul uzavretý 
vzhľadom na dokázateľné implikácie. Dokázateľnosť z predpokladov sa 
od dokázateľnosti bude líšiť v dvoch veciach:

1. Prvkom dôkazu z predpokladov môže byť ľubovoľná veta, ktorá 
je v danom kalkule dokázateľná.

2. Pravidlo (CMP) bude nahradené metapravidlom, ktoré možno 
zapísať takto:

(UI) A I B, za predpokladu, že \~A^B.

Ináč vyjadrené, ak na istom stupni konštrukcie dôkazu z predpokladov 
tento už obsahuje ako svoj prvok vetu A, pričom A -* B je v L dokázateľ
ná, potom možno pripojiť ako ďalší prvok vetu B. Podmienka (UI) je 
vlastne požiadavkou uzavretosti uvažovaného pojmu vzhľadom na do
kázateľné implikácie.

Ľahko sa preverí, že táto zmena v chápaní odvodzovania v axioma
tickom systéme bude irelevantná vzhľadom na korektnosť pravidla (PC). 
Ak je totiž Bu . . ., Bm dôkaz formuly A-+ B, potom bude zrejme postup
nosť A, Bb ..., Bm, B dôkazom formuly B z formuly A.

Ak zhrnieme naše úvahy o axiomatizácii neklasických logík, vidíme, 
že niektoré z nich nemožno reprezentovať vo forme axiomatického de- 
duktívneho systému hilbertovského typu. Vo väčšine prípadov to možno 
napraviť modifikáciou pojmu pravidla a dôkazu. Ide to však obvykle 
na úkor prirodzenosti týchto pojmov. V takých prípadoch je adekvátnej
ším prístupom k výstavbe deduktívneho systému jedna z foriem priro
dzenej dedukcie.
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К ПРОБЛЕМЕ АКСИОМАТИЗАЦИИ ИНТЕНСИОНАЛЬНЫХ И МНОГОЗНАЧНЫХ 
ЛОГИК

Ян Сомолани

Расширение логики за ее классические границы, определенные экстенсиональностью 
и двузначностью логических операторов, вызывает некоторые проблемы, которые неизвестны 
в классической логике. Одной из таких проблем является адекватная репрезентация не
классических логик в форме дедуктивных аксиоматических систем (исчислений).

В настоящей работе автор исходит из анализа основного отношения при дедуктивной 
репрезентации логических систем, тем является отношение между импликацией и реляцией 
следствия, которая при дедуктивной системе выступает в форме реляции выводимости 
(доказательства из посылок). Формальным выражением указанного отношения является 
т. н. двойное правило конфузии
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|—А-В

"ÄFb

Б статье анализируются общие условия, которые должны быть выполнены, чтобы было 
выводимо правило конфузии в данном исчислении.

Необходимой предпосылкой — при движении в любом направлении — выводимостж 
этого двойного правила является присутствие обусловленного модус поненс, т. е. правила 

(СМР). А, А - В I В
■среди правил рассматриваемого исчисления.

Многие из интенсиональных и многозначных логик имеют, однако, такой семанти
ческий характер своих имликаций, что при определенном возможном положении вещей 
предложения А и А-*В будут истинными, но предложение В будет ложным. В таком 
случае правило (СМР), очевидно, не будет действительным, следовательно, в Исчислении, 
которое должно было бы быть адекватно такой логике, правило (С|—) невыводимо. Однако 
и в таком случае модус поненс бывает выражен в метаязыке, следовательно, в форме

(МР) I— А, |— А - В I В
большей частью действительным правилом. Это дает возможность представить рассматри
ваемую логику в форме дедуктивной системы естественной дедукции определенного типа.

ZUM AXIOMATISIERUNGSPROBLEM INTENSIONALER ÚND MEHRWERTIGER 
LOGIKEN

]án Szomolányi

Die Ausweitumg der Logik hmter ihre durch Extensionalität und Zweiwertigkeit 
bestimmte klassischem Granzen bringt einige Probléme mit sich, die der klassischen 
Logik unbeikamnt sind. Ein solches Problem stellt die adäčjuate Repräsentierung nicht 
klassicher Logiken in Form von deduktiven axiiomatischen Systemem (Kalkulem) dar.

Im Aufsíatz setizen wir an mit Analyse der Grumdbeziehumg bei deduktiver Re
präsentierung logischer Systeme und das 1st die Beziehung zwisohen Imputation und 
Relation der Konsequenz, die bei deduktivem System im Form der Ableíitbarkeitsreilation 
(der Be weds aus den Voraussetzumgen) hervortritt.

Im Aufsatz warden Bedingungen analysiert, die im allgemeine.n erfilllt werden miissen, 
damit die Regel der Koinfusion im gegebenen Kalkill ableitbar ware1.

Eine motwendige Voraussetzung, beim Veirfahren in beliebiger Ableitbarkeitsrich- 
tuing dieser Doppelregel, 1st die Gegenwärtigkedt des bedimgten Modus ponems, d,h. 
der Regel

[CMP] A. A B \ B
unter den Regeln des betrachtaten Kalktlls.

Viele iimtensionaile und mehrwertige Logiken habem aber solch einen semantischen 
Implikationschariakiter, dass bei gewlissem moglichem Sachverhalt die Sätze A und 
A-^B wahr seim werden, abeir der Satz B unwahr. In solch einem Falle wird offenbar 
die Regel (CMP) nicht gelten und daher ist im Kalkill, der solch einer Logik adäquat 
seim solíte, die Regel (C) nicht ableitbar. Doch auch in solohem Fall bleibt der Modus 
poinens in Metasprache ausgedruckt, d.h. in der Form 

(МР) I— A, |—A - B j B
grôsstenteils gultlige Regel. Dies ermôglicht die Repräsentierung der betrachteten 
Logik in Form eines deduktiven Systems naturlicher Deduktion bestimmten Typs.
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