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The problem of construction of deductive systems of some non-
-clasical logics is influenced by inadequacy of certain classical
rules to be used in the logics. Thus, inadequacy of conditional mo-
dus ponens does not allow to derive the confusion rule and it, the-
refore, makes the relation of derivability defective in view to impli-
cation. It is mot, in fact, possible for such logics to comstruct an
axiomatic system of the Hilbent type while preserving the genuine
sense of the inference relation, These rules are, howewver, adequate
on the meta-language level, so it is possible to represent the most
kinds of logics in question by the deductive system of some type
of natural deduction.

Roz8irenie logiky za jej klasické hranice, ur&ené extenzionalitou
a dvojhodnotovostou, prindSa okrem zamySlanych aplikadnych vyhod
i miektoré problémy, v klasickej logike nezname. Medzi ne patri aj prob-
1ém deduktivnej reprezentéacie neklasickych logik urcitého druhu. Ana-
lyze tohto problému a jeho rieeniu je venovany tento Clanok,

Fundamentdlnou otdzkou pri deduktivnej vystavbe logického systé-
mu je adekvatna formdlna reprezentdcia deduktivneho odvodzovania
{deductive inference) v uvaZovanej logike. Casto sa namiesto o deduk-
tivnom odvodzovani howvori o logickom désledku.

Po tom, ¢o G. Frege rozvinul logické kalkuly ako formalizované
axiomatické systémy, sa deduktivne wodvodzovanie (v urcitej logike]
pokryvalo s dokazovanim v takomto axiomatickom systéme (uvaZovanej
logiky). Logick¥ kalkul L uvedeného typu je zadany v urditom jazyku Jr
a determinovany istou mnoZinou postuldtov PO;. Pre naSe potreby bude
stadit, ked sa obmedzime na uvaZovanie v ramci vyrokovej logiky.
V takomto pripade obsahuje jazyk ], ako svoje primitivne symboly,

a) vyrokové premenne; pj, Pz D3 - - -

b) logické spojky: &, V -, ~

c]) zatvorky [, )
Okrem toho mdZe pravda jazyk [; obsahovat cely rad inych, predoviet-
kym intenziondlnych operdtorov, v zdvislosti od charakteru uvaZovanej
logiky. MoZu to byt operatory pre aletické, epistemické, deontické, pri-
padne iné modality, ako aj rdzne neklasické implikdtory a negétory.
O charaktere tychto primitivnych logickych spojok sa zmienime neskor.

7Z uvedenych symbolov sa pomocou tzv. formadnych pravidiel defi-
nuje dobre uivoreny vyraz (formula) jazyka J;. Formuly budeme ozna-
tovat metajazykovymi premennymi A, B, C, A1, Az, A, ...; mnoZiny
formidl ako U, V, Uy, Us, Us, ...

378



MnoZina postuldtov PO;, logického kalkulu L, sa skladd z mnoZiny
axiom AX, a z mnoZiny tzv. odvodzovacich pravidiel PR;. KaZdé odvo-
dzovacie pravidlo moZno zapisat vo forme

AI, ) An ‘ B
kde Ay ..., A,, B st formuly z jazyka J,.

Treba upozornit, Ze tu i v dalSom texte neznamenda zéapis A;, ..., A,
usporiadani n-ticu formul, ale je to skratka za vyraz {A;, ..., A, Od
ina¢ zaujimavého problému zdpisu sekvencie pomocou mnoZin, resp.
postupnosti formil (pozri 19) budeme abstrahovat. Dalej uvaZujeme iba
o logickych kalkuloch, t. j. o kalkuloch iba s logickymi postuldtmi.

Deduktivne odvodzovanie je v takomto kalkule reprezentované poj-
mom dékazu, resp. dékazu z predpokladov. Nech A je teraz lubovolna
formula z jazyka f, a U konetnd mnoZina formdl z [,. Pod dékazom A
z mnoZiny predpokladov U rozumieme postupnost formil B;, ..., By,
kde B,=B taki, Ze pre kaZdé ! = i = k nastava jeden z nasledujflcich
pripadov.

1. B; je axidoma

2. B; = U

3. V | B; je pravidlo systému L, kde V C By, ..., B;_j}.

Ak existuje ddkaz formuly B z mnoZiny U, hovori sa, Ze B je dokdzatel-
né z U (v L) a oznadujeme to ako U7 B. Ak je mnnoZina U prazdna, je

postupnost B;, ..., By [=B) ddékazom formuly B a hovorime, Ze B
je dokéazatelné v kalkule L, resp., Ze je jeho teorémou, a oznacime to
— B,

L

Uvedené pojmy s aplikovatelné aj vo vSeobecnejSom pripade, ked
ide o logiku, v jazyku ktorej sa vyskytuju kvantifikatory, ako je napri-
klad predikatové logika, logika 2. radu &i logiky modéalne. V tychto pri-
padoch sa zvytajne uvaZuje o uzavretych formuldch, vetdch {sentence],
a preto budeme v dalSom texte hovorit namiesto o formuldch o vetach.

Neskor zaviedol A, Tarski sémantické chéapanie logického doésledku
odvodené od svojej definicie pravdy. Pri tomto je veta B logickym dé-
sledkom vety A4, ak je pravdivd vo vSetkych modeloch, v ktorych je
pravdiva veta A.

PretoZe sa pohybujeme v risi neuk]asmkych logik, pod modelom
rozumieme intenziondlny model, konkréine model v zmysle kripkeovskej
sémantiky moZnych svetov.'V klasickej logike, kde st vSetky operdtory
extenzicnélne, t. j. interpretovatelné operaciami na konecnej (v tomto
pripade dvojhodnotovej) mnoZine pravdivostnych hodndt, je kaZdy mo-
del spojeny s jedinou interpretdciou, s jedinym priradenim pravdivost-
nych hodnét. Ak jazyk istej logiky obsahuje aj neextenziondlne, t. j.
intenziondlne operdtory, model sa v takomto pripade chdape ako stbor
navzdjom zavislych pravdivostnych ohodnoteni.

V tedrii modelov zaloZenej na sémantike moZnych svetov je kaZdé
takéto ohodnotenie reprezentantom urditého ,moZného stavu veci® &
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,,moZného sveta“. Zdkladnou zlozkou takéhoto modelu je teda istd mno-
Zina moZnych svetov, oznadme ju W. KaZdému intenziondlnemu opera-
toru p je priradend urcitda reldcia Rp, definovana na mnoZine W. Tato
relacia je obvykle bindrnou reldciou dosiahnutelnosti, ako je tomu u vac-
S§iny modéalnych, epistemickych a temporalnych operatorov ¢i v pripade
logiky intuicionistickej, alebo ternarnou reldciou relativnej dosiahnu-
telnosti, ako je tomu v pripade relevantnych logik. Tedria modelov pre
tieto logiky je obsiahnutd v (6, s. 67—93; 7, s. 92—129; 5; 2, s. 8; 12;
13, s. 199—243).

Relacia dosiahnutelnosti reprezentuje zévislost pravdivostnej hod-
noty v svete w vety p (A, ..., 4;), obsahujicej intenziondlny operator p
nielen od hodnoty viet A;, ..., As v svete w, ale aj od hodnédt, ktoré
nadobtdaji v moZnych svetoch dosiahnuteInych vzhladom na w. Ako
priklad uvedme operdtor nevyhnutnosti N. Veta NA je v svete w pravdi-
va, ak je veta A pravdiva v kaZdom svete w’, pre ktory plati wRyw’.

Sémantika moZnych svetov, vyvinutd pévodne pre modalne logiky,
sa ukéazala byt aplikovatelnou aj na logiky extenziondlne, akymi st
napriklad mnohohodnotové logiky Lukasiewicza, Posta a Bolvara. (Pozri
15, s. 244—273; 16, s. 411—435; 22, s, 111—114} UmoZiiuje to prevedenie
mnohohodnotovosti na mnohohodnotovosti [pozri 15) a pouZitie relacie
relativnej dosiahnutelnosti, analogickej ako pri logike releventnej im-
plikécie.

Univerzalnost problému reprezentacie deduktivneho odvodzovania
viedla k snahe vybudovat vSeobecnt tedriu logického désledku. To pri-
viedlo Tarského k formalizAdcii tedrie logického dosledku ako operédcie
Cn, definovane] na mnoZine vSetkych viet uvaZovaného jazyka. Tarski
urohil tieZ axiomatizaciu takejto tedrie dosledku. (21)

Zhruba v tom istom Case Studoval Hertz abstraktnd vyrokovid logiku
s relaciou |— medzi konetnymi mnoZinami viet a ich désledkami. Pritom
vztah medzi |— a Cn je takyto:

Ay...,A;, |— Buotvt Be Cn ({A..., Ad).
Z Hertzovych prac vychdadzajici G. Gentzen (3) rozs$iril tdto teériu na
tzv. sekvencie, t. j. vyrazy v tvare
AI:---‘An ]_ B_Is---mey
ktorych zmysel je ten, Ze disjunkcia formul B; je logickym désledkom
konjunkcie formul A, kde I =i=mal=j=n

Spomenuli sme tri pojmy, ktorymi moZno reprezentovat deduktivne
odvodzovanie v istej logike. St to dokazatelnost v axiomatickom deduk-
tivhom systéme, logické vyplyvanie a relacia désledku. Ziadna z uvede-
nych foriem nevedie k plne uspokojivému rieSeniu pévodného problému,
t. j. k vyCerpavajicej charakteristike deduktivnej odvoditelnosti. [Pozri
10, s. 63—77)

Tak v pripade axiomatického systému sa pod deduktivne odvoditel-
nym rozumie to, ¢o je dokdzatelné z predpokladov pomocou tzv. logic-
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kych odvodzovacich pravidiel. Ide tu vlastne o redukciu problému lo-
gického désledku na problém logickosti pravidla.

Ale aj relacia logického vyplyvania nie je zbavend pI‘llDIIIHIDStl
istého defini¢ného kruhu. Tak napriklad to, €i veta (dx) ~ Px logicky
vyplyva z vety ~ [ * x)Px, je zdvislé od toho, &i je veta (3 x) ~ Px prav-
diva v kazdom modeli, v ktorom je pravdiva veta ~ (% x)Px. Ale prelo-
Zené do jazyka sémantiky znamend to odpoved na otdzku, ¢i existuje
prvok z daného univerza nepatriaci do mnoZiny P interpretujicej symbol
P, vzdy vtedy, ked nie kaZdy prvok z univerza patri do P. To je ale
v podstate ndvrat k otdzke, ¢i veta (I x) ~ A(x) vyplyva z vety
~ [ ¥ x) A(x).

Podla D. Prawitza (10) dalsim nedostatkom reprezentdcie logického
dosledku v zmysle logického vyplyvania je to, Ze neberie do tvahy
vnltorni Struktiru tisudku, vztah premis a zaveru je redukovany iba na
zavislost pravdivostnych hodnét. Spravnost dsudku by v3ak, podla Pra-
witza, mala zavisiet od jeho vnitornej Struktiry. Podla Prawitza sa
tejto poZiadavke najviac pribliZuje intuicionistické chdpanie ddékazu.
Podla neointuicionistov méZe byt veta B logickym ddsledkom vety A,
ak existuje funkcia, ktorej aplikdcia na dékaz vety A ddva ddékaz vety B.
Dokaz je tu abstrakinou entitou reprezentovanou formdalnym dékazom,
teda postupnostou jazykovych vyrazov, tak, ako je propozicia abstrakt-
nou entitou reprezentovanou vetami.

Na zédklade takéhoto pristupu k logickému dosledku buduje potom
D. Prawitz tzv. zovS8eobecnend tedriu dékazu (9, s. 225—250; 10), ktorej
zékladnym pojmom je tzv. kostra tsudku.

Inym typom zovSeobecnenia je ,elementarna logika“ G. C. Moisila.
(8, s. 3—11) Ide o generalizaciu vztahu ,implikuje“ na tdrovni jazyka
a metajazyka, ¢iZe o zovSeobecnenie vztahu medzi formdalnou implika-
ciou a reldciou dékazu |—. Vstupnou metodou je typové odliSenie réznych
trovni jazyka a metajazyka. Predmetny jazyk ma typ I, jeho metajazyk
typ II, metametajazyk typ III atd. Implikdcia na trovni I je teda impli-
kécia - z predmetného jazyka, implikdcia na Grovni metajazyka je ozna-
dena 7 . atd. VSeobecne formuly jazyka N-tého typu obsahujt implikaciu
vo forme N a pravidla pre axiomaticky systém v tomto jazyku st formu-
lami jazyka N+ I-typu obsahujiceho implikaciuy .

Pojem dékazu sa dé teraz definovat na réznych tarovniach. Pri pred-
tym uvedenej definicii dékazu v axiomatickom systéme i5lo o postupnost
formdl predmetného jazyka, teda o postupnost formul typu I. Dékaz
viak moZno zaviest aj pre jazyky vy$Sich typov. Tak v tomto pripade
axiomatického systému to bude postupnost formil typu II., pridom for-
muly typu IT si vyrazy vo forme
AI)"'}A‘H .[_“IJ‘ B)

reprezentujice vlastne vyrazy

A‘I!--'}Au |_ Br
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alebo méZu byt tieZ vo forme gentzenovskych sekvencii,
Ag ..., A, T By, ..., By,

ktoré moZno chédpat ako reprezentantov vyrazov
A,..., A, |— B; V...V B,

3 ..

Odvodzovacie pravidla pre axiomaticky systém typu II si potom formuly
jazyka typu III a s teda v tvare

Alx ,_‘_’Ail T B[l,
kde A, ..., A" BY st formuly v jazyku typu II. Takymi si napriklad
pravidlé v gentzenovskom systéme prirodzenej dedukcie.
Tymto postupom moZno potom zaviest formulu k+1-ého typu ako
vyraz

. —> pk
Al sy B,

kde A*,...,A¥, B* si formuly v jazyku k-tého typu. Pojmy dékazu,
dokazu z predpokladov, teorémy atd. v jazyku k-tého typu si analogické
tym z predmetného jazyka. Ako ukaZeme neskér, uvazovanie o kalku-
loch v jazyku vys8ich typov nie je mdrne, pretoZe niektoré neklasické
logiky nie st v kalkuloch prvého typu reprezentovatelné.

Moisil vychadzal z toho, Ze kaZda znama neklasicka logika je na
istej Grovni axiomatizovatelnd a naviac, urCité sekvencie si platné pre
kazdd takito logiku bez ohladu na to, v jazyku akého typu boli formu-
lované. Je zaujimaveé, Ze ide v podstate o pravidla, ktoré nazval Gentzen
Struktirnymi, teda o pravidla, ktoré si neskér v texte oznacené ako
(R), (M) a (TR). Logiku, ktort subor takychto pravidiel determinuje,
nazval Moisil elementéarnou logikou.

Tretim typom zovSeobecnenia reldacie désledku je reldacia ,,podmie-
neného tvrdenia“ D. Scotta [16), definovana na istej abstrakinej ne-
prazdnej mnoZzine S, ktord nemusi byt vo v3eobecnosti mnoZinou jazy-
kovych vyrazov. Reldcia podmieneného tvrdenia je lubovolnd bindrna
reldcia |— definovand na mnoZine vietkych koneénych podmnoZzin mno-
ziny S, spliiajaca podmienky

(R) Ul-V,akUN V=0

R 1 el
(M) U, o v, v
Ul— A,V
(TR) UAIZV
Uul—v

kde U, 7, U’, IV’ su kone¢né mnoZiny prvkov z S. KaZda takato relacia
je reprezentovatelna istym stborom pravidiel. }ed_nuu 7 prednosti takto
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vSeobecne definovanej reldcie je moZnost zjednoduSeného dékazu celého
radu vlastnosti logického désledku, pri ktorych moZno abstrahovat od
konkrétnych logickych operatorov, ktoré obsahuje jazyk tej ktorej lo-
giky. (16; 17, s. 787—807)

Pomocou takejto reldcie podmieneného tvrdenia realizuje D. Scott
definiciu tzv. logicke] implikdcie. Ina¢ povedang, urcuje podmienky,
ktoré musi spliiat implikdcia v danej logike, reprezentovanej stiborom
pravidiel pre reldciu podmieneného tvrdenia, ktoré budeme dalej na-
zyvat reldciou dosledku, aby mohla byt nazvand logickou.

Prvou podmienkou je pritomnost tzv. pravidla konfuazie, t. j. dvoj-
pravidla

Al|—B
—
Ide vlastne o dvojicu pravidiel, ktort tvori postup v oboch smeroch, teda
zhora nadol a obratene. Symbol = je operdtorom logickej implikécie.

Uvazuji sa tzv. normdlne stibory pravidiel, t. j. st@bory obsahujice
okrem pravidiel (R}, (M), (TR) a (C), pravidla pre klasickd konjunkciu
a disjunkciu a konStanty 7T, F, reprezentujiice na syntaktickej rovine
pravdu, resp. nepravdu,

(C)

A,B|—A&B AVB|—A, B
(&) A& Bl—A (v) A|l—AVB

A&B|—B B|—AVB
(T) =i (F) Fi—

Dalej ak U, V su konec¢né, neprazdne mnoZiny formil daného jazyka,
bude U oznaéovgt' konjunkciu, v ktorej sa vyskytuji vetky a iba prvky
z mnoziny U a V je disjunkcia obsahujica vietky a iba prvky mnoZiny
V.AKU =@aV =@, potomU =TaV =F.

Druhou podmienkou je, aby sa kaZdé pravidlo zépisané, takpovediac,
vertikdlne, teda vo forme (v),

U |- v
(v)
Byl W
Un |_ Vn

dalo prepisat do horizontdlnej formy, t. j. formy (h),

[h] ET; =>Vg,...,Un._;=‘-'Vn_; ]”‘“ Un::"V.n.

Scott dokazal (pozri 18], Ze k tomu stac¢i pritomnost nasledujicich
pravidiel v danom normalnom stbore (teda stbore chsahujicom pravidla
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(R), (M), (TR), (C], (&), (V), (T) a (F)),

(MP=1 A= B,[A= B)=(C=D)|—C=D

(T+) A=B,C=D|-(B=C)=(A=D)

(T'ev) A=(BVC),(A&B)=C|—A=C.

Inac¢ povedané, v kaZdom logickom systéme, reprezentovanom normaél-
nym siborom pravidiel, v ktorom si wodvoditelné pravidla (MP = ),
(T =) a (Tsv), ak je odvoditelné isté pravidlo vo vertikdlnej forme,
potom je tam wodvoditelnd aj jeho horizontdlna forma. Plati samozrejme
aj obréatené, trividlnejSie tvrdenie.

RozliSenie medzi horizontdlnou a vertikdlnou formou urcitého pra-
vidla, v reci elementdrnej logiky rozdiel medzi vyjadrenim toho istého
logického principu v jazyku typu II a v jazyku typu III je zvlast vyznam-
né pri niektorych logikdch s neklasickymi implikdciami. Jednym z naj-
déleZitej3ich z tychto principov je modus ponens, ktory sa vyskytuje
medzi odvodzovacimi pravidlami axiomatickych systémov v niektorej
z nasledujicich troch foriem

(CMP) A, A=~B|— B

— A
(MP’) A|—B
i— B
|— A
(MP) |—A-B
|— B

Prva z tychto foriem je tzv. podmieneny modus ponens ¢i modus ponens
v horizontdlnej forme. V ostatnych dvoch pripadoch ide o vertikdlnu
formu uvedeného principu. (MP) a (MP’) st v pritomnosti pravidla (C)
ekvivalentné. Ako ukaZeme v dalSej Casti, adekvatnost resp. neadekvat-
nost pravidla (CMP) v tej ktorej neklasickej logike je klaCovym problé-
mom jej axiomatizacie. '

1

Implikdcia a reldcia désledku

Problém formdlnej reprezentdcie deduktivneho odvodzovania pre-
nesieme teraz zo vSeobecnej roviny na konkrétnejsi problém vystavby
axiomatického systému.

Predpokladajme pritomnost istej logiky L. Axiomaticky systém sa
povaZuje za adekvdtny vzhladom na uvaZovani logiku vtedy, ak je ko-
rektny a Gplny (vzhladom na dani sémantiku uvaZovanej logiky). Vy-
jadrené v terminoch dokédzatelnosti a logického vyplyvania, od axioma-
tického systému sa poZaduje, aby pre lubovolni konednt mnoZinu viet
U z jazyka ]; a lubovolni vetu A z [, platilo, Ze U |- A vtedy a len vtedy,
ked je A pravdivd vo vSetkych modeloch, v ktorych si pravdivé vietky
prvky z U.
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Obmedzime sa na také logiky, ktorych jedinym neklasickym operéa-
torom bude operédtor implikdcie - a ktoré si pozitivne, t. j. v ich jazyku
sa nevyskytuje operdtor negéacie. Pod klasickym operdtorom rozumieme,
stru¢ne vyjadrené, operdtor interpretovatelny operdciou definovanou na
dvojprvkovej mnoZine pravdivostnych hodnét {0,1}.

Operator - méd vzhladom na naSe dvahy klGcové postavenie. ]eho
pritomnost a spdsob interpretdcie vo formalnej logike v akejkolvek
podobe bola a je zdrojom bohatych diskusii a podnetom k vzniku v&acsi-
ny neklasickych logik. Hlavnia tlohu tu hra vztah implikdcie a relacie
doésledku. Na vykreslenie genézy tohto vztahu uvedieme teraz niekolko
myS3lienok D. Scotta. (17)

V jednej zo zakladnych prac modernej logiky, v Principia Mathe-
matica, zavadza B. Russell tzv. ,materidlnu implikdciu®, ktord podla
neho nevyjadruje ni¢ iné ako disjunkciu ,~pVg“ oznafeni vyrazom
D D g“ a ktora kaZe &itat ako ,,p implikuje g“ alebo ,,ak p potom g*“.
Russell teda stotoZiiuje ,kondiciondl” s implikdciou a tym, ako mu
vytyka Quine (11, s. 175], nezostalo miesta pre vlastny deduktivny
vztah medzi vetami. Quine kritizuje tieZ C. I. Lewisa, ktory sice vystihol
nedostatky takejto redukcie a vytycil si program vytvorenia vSeobecnej
teérie deduktivnej odvoditelnosti, ale namiesto toho zamenil s fiou tzv.
»striktny“ kondiciondl a nazval ho implikdciou. Tieto nedéslednosti
vyplynuli povécSine z toho, Ze v pociatkoch modernej logiky sa eSte
nerozliSoval prisne jazyk od metajazyka a dochadzalo k zdmene pouZitia
nejakého terminu s jeho spomenutim, k zdmene symbolu s jeho deno-
tatom.

RozliSenie implikdcie na trovni predmetného jazyka od jej pouZitia
na urovni metajazyka ako reprezentanta deduktivnej odvoditelnosti vy-
volava otdzku o ich vzdjomnom vztahu, o tom, aké podmienky musi
spliiat implikacia v uvaZovanej logike, aby bola adekvatnou predmetno-
jazykovou reprezentdciou deduktivneho odvodzovania v danej logike.
Zaradme teraz tento problém do rdmca axiomatického deduktivneho
systému. PreloZené do jeho refi to znamend skiimat vztah medzi impli-
kéaciou a relaciou dokéazatelnosti.

“Najvhodnej$im kritériom pre tento vztah sa zdd byt tzv. Suszkova
podmienka (pozri 14, s. 68—89) pre operdtor -, aby mohol byt povaZo-
vany za logickd implikdciu. Je to podmienka

A |+ B

cH U ——
[ ] I—-A = B

Ide tu vlastne o dvojpravidlo, t. j. o dve pravidia ziskané jednak postu-
pom zhora nadol, jednak zdola nahor, o je zvyraznené dvojitou ¢iarou.
Toto pravidlo sa nazyva, pri jeho vSeobecnom zapise (D. Scott], pravid-
lom podmienenosti alebo pravidlom konfdzie. PretoZe pojem dékazu je
pri axiomatickom systéme pojmom prvotnym, dvojpravidlo (€ ~) by malo
byt v kalkule I odvoditelné. Skimajme teraz, o je k tomu potrebné.
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V oboch smeroch ide o vztah medzi dékazom vety B z predp-okladu A
a dokazom vety A - B.

Nech PO; je mnoZina vSetkych postuldtov kalkulu L, rovnajica sa
zjednoteniu mnoZiny vSetkych axiom kalkulu L, AX, a mnoZiny vSet-
kych pravidiel kalkulu L, PR;. Charakter postuldtov nebude bliZSie urce-
ny, relevantnd je tu iba jeho minimalna charakteristika. PresnejSie po-
vedané, bude néds zaujimat, ktoré axiomy a odvodzovacie pravidla musia
byt pritomné medzi postulatmi systému L, aby bolo dvojpravidlo (Ci—

v fiom odvoditelné.
UvaZujeme najprv o pravidle
|—A-B
(PC) TA-B
Predpokladdme existenciu postupnosti A;, ..., A, {= A - B), ktorad je
dbékazom vety'A — B. Treba teraz ukazat, Ze z tohto predpokladu vyplyva
existencia dékazu vety B z A. Postupnost A, ..., A,_;, A-B, A, B bude
zrejme hladanym doékazom, ovSem za podmienky, Ze pravidlo (CMP)
patri do mnoZiny PR;. Pritomnost tohto pravidla medzi zdkladnymi, pri-
padne odvodenymi pravidlami systému L je teda nevyhnutnou podmien- '
kou odvoditelnosti pravidla (PC) v L.
Na druhej strane ide o pravidlo
A|l—B
B T AwE
ktoré je slabou formou znamej vety o dedukcii. Pravidlo je platné v L,
ak z existencie dbokazu B z A vyplyva existencia dékazu vety A - B.
Nech postupnost B;,...,B, (= B) je dokaz vety B z predpokladu A.
Utvorme z nej odvodenu postupnost A- By,..., A - B,,, o ktorej ukazeme,.
7e je ddkazom vety A - B. K tomu je potrebné dokazat, Ze pre Iubovolné
I = i = m platia nasledovné tvrdenia: .
a) |- A-+B;
b) Ak B; bolo ziskané z predpokladov B, ..., B, kde ji,...,je < i,
potom je A~ B; dokézatelné v L z predpokladov A - By, ..., A - By,

Lubovolné B; z uvaZovanej postupnosti méZe byt vetou A, axiémou
alebo ziskané pomocou nejakého odvodzovacieho pravidla Pr z predpo-
kladov By;,...,Bj, kde j,...,}r < I. UvaZujeme teraz o vete A- B
Z uvedeného vyplyva, Ze :

1. Ak je B; = A, potom bude i-ty prvok uvazmvane} postupnosti v tva-
re A- A, a preto musi byt |- A - A.

2. Ak je B; axiomou, potom k demonstlacu tvrdenia |[—— A - B; je
nutnéd pritomnost axiomy B, - (A - B;) v L. PretoZe B; je ax10muou, bude
potom postupnost

B;

B;~ (A~ B;)

A - B;
dékazom vety A - B,
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3. V pripade, Ze B; bolo ziskané z B; a By, kde B, = B;~B;a k, j<|,

malo by platit, Ze

A- B, A-(B;- B;) |I-L—A-—>Bi.
Ale podla induk&ného predpokladu je |- A - B; a-—A - (B;~ B;) a, preto
bude postupnost :

‘A — B,

A~ (B;- B;)

B~ (A~ B,)

A~ (A~ B

A B,
za predpokladu, Ze plati

B - [CﬁD]JTCﬂ-[B-»D]

B~ (B-C)—B-~C

(B-C),(C~D)~B-D
dékazom vety A - B; v systéme L.
Pritomnost niektorych dalsich odvodzovacich pravidiel sa méZe pravda
prejavit na zvdc¢Seni poctu nevyhnutnych postulatov systému L. Tak
napriklad pritomnost pravidla zavedenia konjunkcie '

(PZK) A,B|A&B
si vynucuje, aby v L platilo, _

[ ((C~D)&(C~E))~(C~(D&E]).

7 uvedeného vidiet, ¥e nevyhnutnou podmienkou pre odvoditelnost
pravidla (PC) ako aj pravidla (DT) v danom systéme L, je pritomnost
principu modus ponens v definicii dékazu resp. dékazu z predpokladov
pri zachovani ich spolo¢nej Struktiry. Je vSak doleZité uvedomit si roz-
diel v charaktere modus ponensu v oboch pripadoch. Zatial ¢o pri defi-
nicii dékazu vystupuje toto pravidlo vlastne v nepodmienenj forme

|— A
(MP) |—A-B
|— B

pri definicii dékazu z predpokladov vystupuje v podmienenej forme,
t. j. ako pravidlo

(CMP) A, A- B| B.

Tento rozdiel sa prejavi markantne v tych logikach s neklasickou
implikaciou, v ktorych z hladiska sémantiky moZnych svetov, z pravdi-
vosti vety A & (A~ B) v istom moZnom svete w nevyplyva eSte pravdi-
vost vety B vo w. Ak ide o mnohohodnotovd logiku, tak potom, povedané
retou pravdivostnofunkéného ohodnotenia, je to vtedy, ked existuje
ohodnotenie, pri ktorom je hodnota pre B men3ia, ako si hodnoty viet
A a A- B. Pre logiky s takouto implikdciou nie je potom pravidlo (CMP)
korektné ani v pripade, ked pravidlo (MP) takym je. Ako priklad moZno
uviest Eukasiewiczovu trojhodnotovi logiku £; (15, s. 244—273; 22, s.
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111—114) alebo axiomaticky system F, logiky neostrych terminov. (4,
s. 325—373; 20)

Logiky tohto typu si potom, z hladiska uvedeného chédpania axio-
matického systému zvaného hilbertovskym (1, s. 340—351), neaxioma-
tizovatelné. NajlahSie sa tomuto problému vyhneme vtedy, ked (ako sa
to niekedy robi) prijmeme taki definiciu axiomatického systému, ktora
nebude obsahovat pojem dékazu z predpokladov, ale iba pojem doékazu.
Ale to je, v istom zmysle, degraddcia metody axiomatizdcie. Operéacia
logického vyplyvania nie je v takomto kalkule reprezentovatelna.

Situdcia sa da zachrénit tpravou definicie dékazu z predpokladov.
Prvou takou moZnostou je definotorické priradenie pravidla (PC) k od-
vodzovacim pravidlam uvaZovaného axiomatického systému. V takom
pripade preverit dokdzatelnost vety B z vety A znamend vlastne de-
monstrovat dokazatelnost vety A - B. Reldcia vyplyvania bude mat sice
svoju syntaktickG reprezentdciu, ale reldcia | nebude uZ reldaciou od-

vodzovania v pévodnom zmysle.

‘Druha moZnost spotiva v zmene definicie dékazu z predpokladov
v axiomatickom systéme. Tato uZ nebude Strukturdlnym analogom de-
finicie dékazu, ale bude mat samostatnt Struktiru. Dvojpravidlo konfizie
(C) si zachova svoju korektnost; presnejSie povedané, pravidlo (PC)
bude v uvaZovanom kalkule odvoditeIné, ak bude tento kalkul uzavrety
vzhladom na dokazatelné implikacie. Dokdazatelnost z predpokladov sa
od dokazatelnosti bude 1i8it v dvoch veciach:

1. Prvkom ddkazu z predpokladov moZe byt IubovoIna veta, ktora
je v danom kalkule dokézatelna.

2. Pravidlo (CMP) bude nahradené metapravidlom, ktoré mozno
zapisat takto:

(UI} A|B, za predpokladu, Ze ]_L_A ek

Ina¢ vyjadrené, ak na istom stupni konStrukcie dékazu z predpokladov
tento uZ obsahuje ako svoj prvok vetu A, pridom A - B je v [ dokazate!-
na, potom moZno pripojit ako daldi prvok vetu B. Podmienka (UI] je
vlastne poZiadavkou uzavretosti uvaZovaného pO]mu vzhladom na do-
kéazatelné implikacie.

Lahko sa preveri, Ze tato zmena v chdpani odvodzovania v axioma-
tickom systéme bude irelevantna vzhladom na korektnost pravidla (PC).
Ak je totiZ By, ..., B,, ddkaz formuly A - B, potom bude zrejme postup-
nost A, By, ..., B, B dokazom formuly B z formuly A.

Ak zhrnieme naSe tvahy o axiomatizacii neklasickych logik, vidime,
Ze niektoré z nich nemoZno reprezentovat vo forme axiomatického de-
duktivneho systému hilbertovského typu. Vo védcSine pripadov to moZno
napravit modifikdciou pojmu pravidla a dokazu. Ide to vSak obvykle
na utkor prirodzenosti tychto pojmov. V takych pripadoch je adekvatnej-
§im pristupom k vystavbe deduktivneho systému jedna z foriem priro-
dzenej dedukcie.
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K MPOBJEME AKCHOMATHU3AIIMK MHTEHCHOHAJBHBEIX M MHOTO3HAYHBIX
JOI'MK

fx Comomanu

PaCUIHpEHHE JIOTHEM 34 € EKJI4aCCHHEeCcKHEe TPaHHIB, OIpEISIeHHBIS SKCTEHCHOHAJILHOCTLIO
¥ IBY3HAUHOCTBE) JOTHYECKEX ONEpaTOPOR, BBIZLIBAGT HEKOTOPBIe NPOGMEME, KOTOPLIE HEH3BECTHEH
B Kiuaccuueckoi moruke. Onmoli Ha Takux npofineM ABNAETCA ANEKBATHAA DPENPE3EHTALMA He-
KJACCHYECKUX JOTHK B (opMe IeIyKTHBHBIX AKCHOMATHUECKHX cHeTeM (MCdMCIeHmi).

B macrosmeii pafore aBTOp MCXOLHT M3 AHANM3A OCHOBHOTO OTHOMIGHHA NPH IEIyKTHBHOR
PEIPESEHTAI[MY JOTHYECKUX CHCTEM, TeM HBISETCA OTHONIEHHE MeMKIy HMIUIHKALMEed H pejdruei
CeaCTBHA, KOTOpas TIPH NEIyKTHBHON CHCTEME BHICTYNAET B (OPME PENANUH BEBOANMOCTH
(noxasartenserBa #a3 nNOcIOK). QOpMANBHEIM BLIPAKEHHEM YKA3AHHOTO OTHOIWIEHHA ARIACTCH
T. H. NBOHHOE NPABMI0 KOHY3HH
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|-A~B
(C|") —
A|—-B

B cravhe aHANHMIMPYIOTCA OGMME VCIOBHE, KOTOPHIE IOJUKHBL OBITh BRIIONHEHH, 4T0On GLIAO
BHIBOOUMO TIPABHJI0 KOHPYSHH B JAHHOM MCUMCIEHHH.

HeofxoniMo#t TIPeNNOCENIKON — TNpPH IBMMKEHHHM B J1060M HATPABIEHHH — BLIBEOIHMOCTE
9TOTO IBOMHOIO IIpapHja ABIASTCA TIPHCYTCTBHE O0YCIOBIEHHOTO MOJVC TNOHEHC, T. €, TpaBMAa
(CMP) ALA-+-B| B

CPemH PaBHJ PACCMATPHBAEMOTD HMCUHMCIEHMA.

Mporde mu3 METEHCHOHAJBHBEIX M MHOTOSHAYHBIX JOTHE MMEHT, OJHAKD, TAKOH CeMauTH-
YeCKHil XapakTep CBOMX MMJAHKALMIL, . 4TO IpPH ONPEIENeHHOM BO3MOMKHOM IIOJOEHHH BeIIel
mpepaoskenns A m A- B Oymyr HCTHHHEIMH, HO mnpemioxkenue B 6Gymer aommniM. B raxom
cnyuae npasmno (CMP), ouesupso, He OyZer NeHCTBUTENLHEM, CIeIOBATENLHO, B MCUHCIEHWHN,
KOTOpOe NOKHO OBL0 6w BRITH amexBaTHO Taxoi noruke, mpasumo (C |—) HepnBonHMo, OnmHaxo
M B TaKOM Ciydae MOJAYC [IOHEHC GHBACT BHIPAKEH B METaA3LIKE, CIEIOBATENRHO, B (opme

(MP) |-A, |-A~B|B
GONBIIeH uWACTEI0 HNEHCTBHTENBHBIM IIPABHIOM. JTO JAeT BOSMOMHOCTE NPENCTABHTE DACCMATPH-
BAEMYI0 JOTHKY B GopMe NelyKTHBHOH CHCTEMEI €CTECTEEMHOH NedyRIMKM ONpeleleHHOro THIA.

ZUM AXIOMATISIERUNGSPROBLEM INTENSIONALER UND MBHRWERTIGER
LOGIKEN

Jdn Szomolédanyi

Die Ausweitung der Logik himter ihre durch Extensionalitdt und Zweiwertigkeit
bestimmte klassischen Granzen bringt einige Probleme mit sich, die der klassischen
Logik unbekannt sind. Ein solches Problem stellt die adédguate Reprédsentierung nicht
klassicher Logiken in Form wvon deduktiven axiomatischen Systemen (Kalkiilen) dar.

Im Aufsatz setzen wir an mit Analyse der Grundbeziehumg bei deduktiver Re-
prisentierung logischer Systeme und das ist die Beziehung zwischen Implikation und
Relation der Konsequenz, die bei deduktivem System in Form der Ableitbarkeitsrelation
(der Beweis aus den Voraussetzungen) hervortritt.

o [—A- B,

(k) —

Im Aufsatz werden Bedingungen analysiert, die im allgemeinen erfiillt werden miissen,
damit die Regel der Konfusion im gegebenen Kalkil ableitbar wdre.

Eine motwendige Voraussetzung, beim Verfahren in beliebiger Ableitbarkeitsrich-
tung dieser Doppelregel, ist die Gegenwirtigkeit des bedingten Modus ponens, d.h.
der Regel

(CMP) A A-B | B
unter den Regeln des betrachteten Kalkiils.

Viele imtensicnale und mehrwertige Logiken haben aber solch einen semantischen
Implikationscharakter, dass beli gewissem moglichem Sachverhalt die Sdtze A und
A-B wahr sein werden, aber der Satz B unwahr. In solch einem Falle wird offenbar
die Regel [CMP) nicht gelten und daher ist im Kalkiil, der solch einer Logik addquat
sein sollte, die Regel (C) nicht ableitbar, Doch auch in solchem Fall bleibt der Modus
ponens in Metasprache ausgedriickt, d.h. in der Form

[MP) |-4, |-A-B| B
grosstenteils giiltige Regel. Dies ermdglicht die Reprdsentierung der betrachteten
Logik in Form eines deduktiven Systems natiirlicher Deduktion bestimmten Typs.
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