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Vo svojom. kratkom prispevku ostanem nadpisu mnoho dlZny. Nebu-
dem sa totiZ dotykat otdzok, ktoré st Casto nazyvané zdkladnymi filo-
zofickymi problémami matematiky, ako st: ¢o je podstatou matematiky,
aky je jej vztah k realite, aky ma byt vztah medzi rozvojom tedrie
a aplikacii... Zameriam sa na otazky, ktoré vyplyvaju z protikladnych
tendencii pri rozvoji matematiky, pri rozvoji jej zakladov so zameranim
na tedriu mnoZin. Ked chceme hovorit o tychto problémoch, myslim, Ze
nemozno nespomenif zlomy vo vyvoji matematiky, ktorymi boli krizy
vyplyvajice z toho, Ze formélne pojmy, ktoré matematika pouZiva, fixuji
iba jednu z protirecivych stranok reality. Tieto krizy silne ovplyvnili
vyvoj matematiky a podnietili sktimanie jej zékladov. V siidasnej lite-
rattre sa hovori o troch vicsich krizach.

Prva z nich bola vyvoland objavom iracionality odmocniny z 2 py-
tagorejcami a zbtrala stlad aritmetiky a geometrie. Zaroveil s tym sa
objavili paradoxy vyplyvajice z nesprdvneho chédpania nekoneCne ma-
16ho a nekonecne velkého (napr. to, Ze tseCka koneCnej dizky sa da
rozdelit na nekonetne mnoho usecdiek nenulovej diZky, bolo chadpané
ako paradox].

Druha kriza sa objavila koncom 17. a zac&. 18. stor., ked bol budo-
vany infinitezimdlny pocCet na intuitivnom zdklade. Neskor bol formali-
zovany pojem limity a vytvoreny diferencialny a integrdlny pocet na
tomto zdklade. Dovtedy boli napr. avahy Eulera, Lagrangea, Cauchyho
¢asto velmi intuitivhe a hmlisté. Dnes, ked si formalizované aj pojmy
nekonecne maly a velky (1960 — A. Robinson), tdto intuicia sa ukdzala
byt spravna.

Tretia kriza nastala vtedy, ked si vyvoj vynitil pouZivanie mnoZin
ako univerzdlneho zdkladu. Chdpanie pojmu mnoZiny nebolo presné
a z predpokladu, Ze ku kaZdej vlastnosti existuje mnoZina mnoZin, ktoré
tato vlastnost maji, vyplynulo mnoZstvo paradoxov, z ktorych sndd naj-
znamejsi je Russelov (ide o existenciu mnoZiny Y = [X/ X nie je prv-
kom X|]. Tato poslednd kriza podnietila velky rozvoj logiky a skiimania
zdkladov matematiky. Objavilo sa viac 8kdél, ktoré tento problém rézne
rie§ili a ktoré silne ovplyvnili a ovplyviiuji aj sticasni matematiku. Vy-
chodiskd@ boli dve. Prvé spocfivalo v zmenSeni univerza mnoZin, chybu
hladalo v nespravnej tvorbe mnoZin. Druhé spocivalo v ,oprave“ logi-
ky, chybu hladalo v nespravnom uvaZovani.

K prvému sa priklonila 5kola axiomatickd alebo formalistickd, kto-
rej zakladatelom bol D. Hilbert. Tdto sa snaZila vytvorit axiomaticky
systém, ktory by bol Gplny a bezosporny, na ktorom by bola vybudovana
celd matematika. Godelove vysledky (1931) ukézali, Ze tento pristup
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mé svoje hranice a uZ z tohto dévodu si nemdZe narokovat byt jedinou
matematickou metédou. Formalizmus v absolitnej forme redukuje mate-
matiku na hru s formulami, ktoré nemaja obsah a akykolvek vztah
k realite. V teodrii mnoZin znamenal tento pristup vytvorenie viacerych
typov axiomatik Zermelom, Frankelom, Godelom, Bernaysom a von
Neumannom.

K druhému sa priklonila Skola intuicionistickd. Jej korene moZno
najst uZ u Kroneckera, zndmeho vetou: ,Celé Cisla vytvoril nas mily
boh, vietko ostatné je dielom ¢loveka“, ktory vystapil proti Cantorovej
teérii mnoZin (1887) publikovanej r. 1879—1884. Jej zakladatelom je
vSak L. E. J. Brouwer. PoCiato¢né pogzicie intuicionizmu boli tieto: Pri-
rodzené c¢isla su dané cistou intuiciou; matematické doékazy musia byt
aplne elementdarne a ich spravnost je urcovand prvotnou intuiciou. Sama
intuicia bola dand takto: je to myslienkovd Cinnost mozgu, nezdvisi od
jazyka, neméZe byt jazykom tplne opisand, mé& apriorny charakter, ne-
zdvisi od subjektu. {podla 2) Tieto poZiadavky st velmi hmlisté a idea-
listické. Neskor mySlienky intuicionizmu vykryStalizovali, intuicionis-
tickda logika bola formalizovand Heytingom a na tomto zdklade sa vy-
vinul smer nazyvany konStruktivizmus. Zaujimavé je napr., Ze v tejlo
logike neplati zdkon vyliGfenia tretieho — mocné zbrafl klasickej logiky
a matematiky a mnapr. nonnon XxP{x]) nemusi byl ekvivaleniné
8 J x P(x). KonStruktivisticky pristup sa snaZi dat matematickym vyro-
kom a pojmom jasny zmysel tym, Ze vychadza z prirodzenych Cisel, vy-
lucuje aktudlne nekonetno a pouZiva vyhradne konecné konStrukcie.
Implantovanie klasickej matematiky do takéhoto systému bolo vSak za-
tial uskutofnené iba v oblasti redlnej analyzy a aj to za cenu mnohych
taZkosti a odpadnutia mnohych silnych vysledkov. (Napr. v konStruk-
tivnej analyze existuje postupnost integrovatelnych funkcii F, na (0;1],

ktoré rovnomerne konverguja k 0 na ([%;1), ale pritom [y F,= —;-pre kaz-
dé prirodzené Cislo n.) Tento pristup je v8ak celkove redukciou nezod-
povedajicou ani zdaleka celej matematickej ¢innosti. Reakcia na tento
prid bola spociatku tieZ mimoriadne odmietava (napr. u Hilberta). Po-
znatky, ktoré priniesol, st ale pozitivne, vyuZivané a dalej prehlbované.
Hlavna chyba oboch pristupov spoéiva v absolutizavani iba jednej stran-
ky poznéavacieho procesu, v Usili rieSit otdzky zdkladov bez SirSieho fi-
lozofického fundamentu.

V rdmci axiomatickej teorie mnoZin sa objavuji problémy aj v si-
vislosti s volbou postuldtov. Pristupov je moZnych viac. Za zakladnu
axiomatiku sa povaZuje Zermelova-Fraenkelova (ZF) alebo Godelova-
Bernaysova spolu s axiéomou vyberu (AC). Oprdvnenost pouZivania AC
viak nie je zrejmd. Objavuji sa aj dal3ie axiémy, napr. axiéma deter-
minovanosti (AD) a ing, pri¢om ZF + AC + AD je spornd, a preto ,ma-
tematika“ budovand na ZF + AC je ind ako na ZF + AD.
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Dalsim zaujimavym problémom je problém nazyvany ,ontologicky
status mnoZin“, o ktorom sa diskutuje v trochu inej forme uZ od staro-
veku. Vzhladom na postoj k tejto otéazke je moZné rozli§it niekolko
SINEerov.

Platonizmus napr. v absoldtnej forme predpoklada existenciu uni-
verza mnoZin, na ktoré moZno aplikovat systematicky kalkul, t. j. napr.,
7e ak méame nejakd vlastnost (formula s volnou premennou v nejakej
tedrii), mozZno o kazdej mnoZine univerza povedat, €i tdto vlastnost ma
alebo nie a vytvorit mnoZinu vSetkych objektov, ktoré ju maja ako ob-
jekt. V absolutnej forme je tento pristup (ako uZ bolo ukazané) neudr-
zateIny, ale v ziiZenej forme pretrvdva (zermelovské vychodisko tvorby
mno#in). Pre lepSiu predstavu moZno uviest tieto priklady: ak P(x) je
nejaka vlastnost, tak platonizmus predpoklada existenciu objektu (mno-
Ziny) Y v8etkych mnoZin x, pre ktoré plati P (x). Tento pristup tu nebol
vZdy. Euklides vo svojich zdkladoch napr. postuloval, Ze ak mame dva
body, moZno zostrojit priamku, ktord nimi prechddza. V Hilbertovej
geometrii ale uZ mame mnoZinu bodov a mnoZinu priamok a hovori sa,
7e ku kaZdym dvom roznym bodom existuje priamka (zvonku, zo systé-
mu v8etkych priamok), ktora nimi prechédza. V klasickej matematike
sa tieZ hovori napr. o systéme vietkych grap (ako o objekte], Kktory
potom podrobujeme daliiemu sktmaniu. Hodnota tohto pristupu je v tom,
Ze poskytuje modely abstrakinym predstavam, vyznacuje sa jednodu-
chostou a logickou silou a je vlastne Zivnou pédou klasickej matematiky.
Nevyhodou je nekonstruktivnost, totalita celych ¢€isel, pripustenie ak-
tudlneho nekonec€na, pripadne celej ich hierarchie.

Neonominalizmus je jazykom teérie ,calculus of individuals“. Tu je
mnoZina chdpana ako stbor individui. Z nich moZno vytvarat dalSie
mnoZiny, z nich dalSie... a takto vytvoril celd hierarchiu mnoZin. Pri
implantovani matematiky nastant isté taZkosti, aj ked menSie ako, po-
vedzme, u kongtruktivizmu. Kladom je tu podpora pracovnej matematiky
a zbavenie sa velkej hierarchie nekonetna. Tento pristup je plodne vy-
uZivany napr. pri tvorbe ne3tandardnych modelov.

Podla neokonceptualizmu kaZdy ,rozumny” predikat definuje mno-
Zinu, ale tdto sa vytvara konStruktivnym spdsobom z uZ vytvorenych
mnoZzin.

Sami matematici sa vSak neuzavreli do tuzkej stavby niektorého
z tychto alebo skor spominanych pradov. VyuZivaji v3etky pristupy,
ktoré dali mnoho pozitivneho a majd svoje miesto v budove matematiky.
Pokial ide o sdam pojem mnoZiny, tento sa stal skutoCne univerzalnym
stavebnym kameiiom matematickych teorii a matematického jazyka;
aj tak je v8ak v tom €i onom pristupe pouZivany skor intuitivne, s istou
opatrnostou a obmedzeniami, aby sa vyhlo zndmym antinémidm.

Dalsim zaujimavym novym prvkom v matematike je rozvoj tzv.
neStandardnej analyzy, ktory sa zacal r. 1960 A. Robinsonom. Tu je
formalizovany pojem nekonefne malého a velkého ¢&isla a su uskutoc-
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nené povodné myslienky Leibnitza. Na tomto zaklade je moZné nacha-
dzat nové matematické vysledky a tieZ ziskat novy pchlad na uZ do-
siahnuté. Matematicka analyza postavend na neStandardnej redlnej osi
sa uZ pokusne (s dobrymi vysledkami) vyuc€uje na niektorych univer-
zitach.

S podobnym Gsilim priSla aj praZska skupina okolo P. Vopénku, ale
s tym rozdielom, Ze pri formalizdcii infinitezimédlnych velifin pouZili
vlastny novy mnoZinovy zédklad — alternativou teériu mnoZin. Této je
zhavend velkej hierarchie nekonefna a mé nahradit pouZivand teériu
mnoZzin.

Uvedeny prispevok je iba mimoriadne struénym nacrtom, vdbec
nepokryvajicim celd Sirku problematiky. Do pozornosti Citatela odpo-
ricam ¢ladnok Egberta Brieskorna O dialektike v matematike, ktorého
zatial prva Cast vySla v Pokrokoch matematiky, fyziky a astronémie,
roc. 24, 1979, s. 33—43 a dalSie maji nasledovat v 2. a 3. &isle.
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