ROZHLADY

O JEDNE] METODE VYSTAVBY LOGIKY PRVEHO STUPNA
SVATOSLAV MATHE

Medzi pozoruhodné vysledky dosiahnuté v oblasti matematickej logiky v poslednom
obdobi rozhodne patri aj Smullyanova metéda analytickjch tabiel vystavby logiky
prvého radu. Autor tohto &lanku sa domnieva, ze Smullyanovej metéde méZe konkurovat
len velmi malo metéd, najmi pokial ide o jednoduchost, eleganciu, aplikabilitu a velmi
Tahka zvladnutelnost tejto metédy.

Rozhodli sme sa preto podai v naSej praci viac-menej intuitivny vyklad tejto metddy,
nom prefitani textu a po vyrie§eni pripojenych prikladov kaidy, kto je oboznameny
s tabulkovou metédou vystavby virokového kalkulu a zdroven poznd najzakladnejiie
pojmy z oblasti logiky prvého radu, méze nadobudnat schopnost vyéerpavajicim spo-
subom zvladnut vystavbu oboch kalkulov.

V texte sa zdmerne vyhybame striktnym definicidm a snaZime sa €o najjednoduchiie
objasnit prisluiné pojmy, ako aj celd metddu, ktord je v Smullyanovej knihe First
order logic vybudovana prisne formalnym spdsobom. Pretoie takyto postup mé zakonite
mnoho dskali, autor élanku si uvedomuje, Ze nie vidy sa mu zamyilany postup
vydaril.

Vijrokovy kalkul

Ako vieme, vo vyrokovom kalkule pracujeme s formulami, ktoré st zloZené z logic-
kych spojok, zatvoriek a vyrokovych premennych, ktorych oblastou premennosti je
dvojprvkovd mnozina pravdivostnych hodnét {P, N}

Kazdej vyrokovej premennej mézeme udelit jednu z tzv. pravdivostnych hodnot
P alebo N. V dalsom texte budeme toto udelenie hodnét nazgvat ,interpreticia pre-
mennjych”. Teda ak chceme zistit pravdivostni hodnotu (ohodnotenie) formuly wvyro-
kove] logiky, interpretujeme najprv jej premenné a az potom méZeme zistit pravdi-
vostnd hodnotu tejto formuly, ktora bude determinovand uZ spominanou interpreticiou
a vymedzenim vjrokovych spojok. Ak visledkom ohodnotenia formuly je pravdivostna
hodnota P, potom o tejto formule hovorime, Ze je pravdiva, v opa¢nom pripade o nej
hovorime ako o nepravdivej formule,

Na zéklade tabulkového' vymedzenia vyrokovych spojok moZeme uviest:

Ai1: Formula ~X nadobudne hodnotu P, ak X nadobudne hodnotu N, a N ak X nado-
budne hodnotu P.

1 Na osviezenie pamiti uvddzame tabulkové vymedzenie nadich zakladngch spojok:

pl~p pPaiprg pva p-g
P! N E P
N P PN H N P N
NP N P P
NN N N P
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Ag: Formula X ~ Y nadobudne hodnotu P, ak X a Y sti¢asne nadobudnii hodnotu P.
V ostatnych pripadoch X ~ Y nadobudne hodnotu N.

As: Formula X v Y nadobudne hodnotu P, ak aspon jedna z formdl X, ¥ nadobudne
hodnotu P; inaksie X ~ Y nadobudne hodnotu N.

Ay Formula X - Y nadobudne hodnotu N, ak X nadobudne hodnotu P a Y hodnotu
N; vo zvyinych pripadoch X —»7Y nadobudne hodnotu P.

o

Priklad: Majme formulu [(p=q) ¥ ~7] ~ (r>¢). Jednotlivé premenné interpretujeme takto:
p—N, g—N, r—P. Hodnota formuly p-g bude P (na zdklade Ag), ~r bude N (na zdklade
A1), teda antecedent danej formuly bude maf hodnotu P (na zdklade As) a konzekvent
hodnotu N (na zdklade A4), a teda celd formula hodnotu N (na zaklade A:). Ak by sme
interpretovali premenné, povedzme takto: p—P, g—P, r—N, nafa formula by nadobudla
hodnotu P (preco?).

Hovorime, #e ohodnotenie (danej formuly), ktoré spifia uvedené podmienky A1 aiz A:,
nazyva sa booleovskym chodnotenim.

Formula, ktord je pravdivd aspofi pri jednom booleovskom ohodnoteni (teda aspoii
vzhladom na jednu interpreticiu), nazjva sa splnitelnou (satisfiable). Naproti tomu
formula, ktord je pravdiva v kazdom booleovskom ohodnoteni, nazjva sa toutoldgiou
(teda je pravdivd vzhladom na kaZdd interpretdciu). Formula, ktora nie je pravdiva
ani v jednom booleovskom ohodnoteni, nazjva sa nesplnitelnou (unsatisfiable).?

Priklad: [(p—q)~ ~7] = (r—q) je splnitelna formula, pv ~p je tautoldgia a [(p—gq) ~
~gql ~ p je nesplnitelna formula.

N&§ zdujem sa sdstredi predovietkym na formuly, ktoré sd tautolégiami, a nas
kalkul bude vlastne kalkulom, na ziklade ktorého budeme jednoznaéne méct rozhodndt,
ktoré formuly st tautolégiami a ktoré nimi nie si.

Je niekolko metéd vystavby viyrokového kalkulu.® Smullyan si vybral metédu pri-
rodzene] dedukcie s formou nepriameho dékazu, kde pri dokaze (rozhodovani) danej
formuly pouZiva techniku stromového dékazu, ktord spofiva v konStruovani tzv. tably
negacie danej formuly. Celd kondtrukcia tably ma analyticky charakter, éoho dékazom
st nasledujiice pravidld rozkladu, ktoré aplikujeme pri konstrukeii tabiel.*

~—~ X
Bi: X
XA~AY ~(XAY)
Ba: e Ty
(a) (b) X[~V
Y

* Niekedy sa spominané tri druhy formil oznaduji v slovendine ako: neuirdlna formula,
vidy pravdivd formula (logicky zdkon, logicky pravdiva formula), vidy nepravdiva formula
(kontradikcia).

3 Uvedme aspofi tri zdkladné: tabulkovd metéda, axiomaticki metéda a metéda prirodzene]
dedukeie, :

4 Pravidla st zaloZené na platnosti nasledujtcich faktov, ktoré vyplyvajta z Ay af A :

1. Ak ~X je nepravdivé, potom X je pravdivé.

2. a) Ak konjukela X ~Y je pravdivd, potom X a Y sit pravdivé.

b) Ak konjukcia X 2~ Y je nepravdivd, potom bud X je nepravdivé, alebo Y je nepravdivé.

3. a) Ak disjunkeia X v~ Y je pravdivd, potom bud X je pravdivé, alebo Y je pravdivé.

b) Ak disjunkcia X v~ Y je nepravdivd, potom X a Y st nepravdivé.
4. a) Ak X =Y je pravdivé, potom bud X je nepravdivé, alebo Y je pravdivé.
b) Ak X -7 je nepravdivé, potom X je pravdivé a Y nepravdivé.
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XvY ~(XvY)

: (a) X|Y (b) X
~Y

X=Y ~(XY)

Ba: (a)W (b]"—""—'-X——'
~Y

Priklad: Nasledujica mno#ina formdl je tablou formuly [(p-gq) ¥ ~7] - (r-q).

(. [(p—=q) v ~7]-(r—q)
(2) ~[(p=q)~~r](D) I (3)r-qg (1)
(4) ~(p—>q) (2) (6) ~7(3) [ (7)q(3)
(5) ~~7(2)
(8) p(4)
(9) ~g(4)
(10) = (5)

Vysvetlenie: o

a) dand formulu postavim na zadiatok tably — hovorim o nej ako o zafiatku a oznadim ju

vlavo &islom (1).

b) Na zaklade pravidla Bi(g) rozloZim formulu (1} na formuly oznafené vlavo (2) a (3).
Vpravo si oznaéim obidve tieto formuly é&islom (1), aby som wvedel, z ktorej formuly boli
odvodené.

¢) Na ziklade pravidla Barp) rozlozim formuln (2) na formuly oznafené vlavo (4) a (5)

z podpifem ich v tomto poradi pod seba. Vpravo oznatim kazda éislom (2), aby som vedel,
z ktorej formuly boli odvodené,

d) Na ziklade pravidla Beg) rozlofim formulu (3) ma formuly (6) a (7) a graficky
ich umiestnim pod formulu (3) vedla seba. Vpravo oznadim obidve tieto formuly é&islom (3),
aby som vedel, z ktorej formuly boli odvodené.

e) Na zdklade pravidla Byp) rozlofim formulu (4) na formuly (8) a (9) a podpifem ich
v tomto poradi pod seba [budd umiestnené pod formulou (5)] Vpravo ich oznaéim éislom (4),
aby som vedel, z ktorej formuly boli odvodené.

) Na zéklade pravidla Bi rozloiim formulu (5) na formulu (10) a podpifem ju pod
formulu (9). Vpravoe ju oznaéim éislom (5), aby som vedel, z ktorej formuly beola odvodena.

g) Tablu povaiujem za ukonéenii, ak som rozlozil vietky zloZené formuly a ak po tomto
rozklade sa nachadzaji v table iba atomické formuly, ktoré st uZ dalej nerozloZitelné. Rozklad
tobim systematicky od zadiatku tably smerom nadol, prifom zadinam prvou vetvou zlava,

Pozndmka: Vidime, Ze systematicky ukonfend tabla md ako svoje koncové body vylucne
iba atomické formuly. Kaidy koncovy' bod ndm signalizuje tzv. vetvu tably, alebo povedané
inaksie, kolko ma tabla koncovjch bodov, tolko mé aj vetiev. Teda v naSom pripade tabla
méa 3 vetvy: prvii vetvu tvoria body — (10), (9), (8), (5), (4), (2), (1), druhn (6),
(3), (1), a tretiu — (7), (3}, (1). Viimnime si, 7e zafiatok tably je v kazdej vetve. Je zrejmé,
#2 oznafenie §islicami pri beZinej konstrukcii tably nie je potrebné.

Na zéklade uvedeného prikladu a pripojeného vysvetlenia hovorime, Ze na zaklade
pravidla By mézeme z~~X priamo odvodit X (v tom zmysle, Ze moéZeme X pripojit
(pripisat, podpisat) ku kaZdej vetve, ktord prechidza cez ~~X). Pravidlo B: chdpeme
tak, ze X ~AY priamo dava X a Y, kym ~ (X ~Y) sa vetvi na ~X a ~Y. Pravidld
B; a By chapeme analogicky. Vidime, Ze pravidla Bi, Bag,y, Bsp,y a Big,) st priameho
typu, ostatné nepriameho typu (zdver sa vetvi). Pre daliiu pracu bude vyhodné zhrnat
premisy pravidiel priameho typu pod oznafenie ,e" a premisy nepriameho typu

pUd "18“5_

3 Teda ,e” budems oznafovat formulu, ktord ma jednu z tychio styroch foriem: ~~X, XaY,
~(XAY), ~(X=Y); fformuly: ~ (X A~Y¥), XvY), X-Y.
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Samozrejme, aj zdvery dostand svoje oznafenie: pri pravidlach priameho typu — @12 a2,
pri nepriamych pravidlich — g1 a @

Po tomto zjednoteni oznaleni sa pozrieme na naSe pravidld Bi az By trochu inaksie.
Zetial sme ich pouZivali pri konitrukcii danej tably na rozklad formal, teda mdZeme
povedat, Ze sme ich aplikovali v syntaktickom zmysle: ak mas v table dosial nerozlo-
zentt formulu typu ¢, rozloZ ju na zdklade prisluiného pravidla priameho typu
na @1 a gz a podpi§ ich pod seba na kaidd vetvu, ktora prechidza cez . Ak mas
v table dosial nerozlozend formulu typu @, rozloz ju na zéklade prislusného pravidla
vepriameho typu na 81 a f2 a podpid ich vedla seba na kaZdi vetvu, ktora prechidza
cez [, inakiie povedané — kazda prisluini vetva @ sa nam rozvetvi na dve vetvy:
(a) @, g1, (b) B, B2

Kazdé dosledkové pravidlo v logike, a teda aj naSe pravidlda By aZ Bi méZeme inter-
pretovat aj sémanticky: ak je pravdivy (splnitelny)® predpoklad, potom bude pravdivy
{splnitelny) aj zaver, alebo inakiie povedané: ak je pravdivy predpoklad, potom sa
nemdZe stat, aby zdaver bol nepravdivy. Konkrétne: ak je @ pravdivd formula (teda
ak je predpoklad v pravidle priameho typu pravdivy), potom musia byt pravdivé
stiéasne formuly g1 a @2 (teda zdver v pravidle priameho typu). Ak je 8 pravdiva
formula (ide o pravidlo nepriameho typu), potom musi byt pravdivd aspofi jedna
z formial £, Be.

Ako sa konitruuju tably pre dané formuly, ozrejmili sme si na priklade v predcha-
dzajicom texte, Samozrejme, modZeme povedaf, #e takto skon§truovanii tablu chipeme
(podobne ako naSe pravidld) syntakticky. Ako interpretovat napr. schému nasledu-
jacej tably sémanticky?

o (Zaéiatok)

(Predpoklad, Ze g1 je typu 8) en

(Predpoklad, e @2 je typu o) Ccz} (Vysledok rozkladu priamym pravidlom)

(Vysledok rozkladu g (ide o g-typ!)
B g nepriamym pravidlom)

11 cm}(V}'rsledok rozkladu @2 (ide o e-typ!)

ez o2z | priamym pravidlom)
(Predpokladajme, Ze body g1, @2 st koncové, a teda tabla je
ukonéena)

Teda ak ¢ je pravdiva, potom g1 a g2 s taktiez pravdivé. PretoZe g1 je pravdivé
a g1 je formulou (podla predpokladu nami uréeného) typu g, bude pravdiva aspof
jedna z formil 81 a @2, povedzme, Ze @2. PretoZe vsak aj @2 je pravdivé, pravdivé
buda aj formuly @11 a @o. Teda vidime, ze pravdivost alfy (zaiatku) sa ,dedi”,
prenafa sa v table smerom nadol po vetvich; v na¥om pripade bude vetva: @, a1, a2,
Bz e, @22 pravdivou vetvou, kim o druhej vetve niefo také nemdzeme vyhlasit,
pretoze sme predpokladali pravdivost @8, zatial ¢o g1 méZe a nemusi byt pravdivou.’
Vieobecne mdZeme teda vyhldsit (na zdklade principu matematickej indukcie), Ze ak

6 Splnitelny, teda pravdivy aspoii pri jednom booleovskom chodnoteni, Samozrejme, pri tej
istej interpretdcii premennych. )

7 Nezabudnime, Ze ak § je pravdivd, potom aspoii jedna z formil fi1, § je pravdivd. Teda
nevylutuje sa pripad sacasnej pravdivosti obidvoch formal (81, 82).
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zatiatok tably je pravdivy (splnitelny) aspoii pri jednom booleovskom ohodnotent,
potom tito pravdivosi (splnitelnost) sa prend$a aspoii na jednu vetvu v table, a o ta-
kejto vetve hovorime, Ze je pravdivou vzhladom na toto booleovské ohodntenie.
O takejto vetve taktieZ hovorime, Ze je otvorend.® Samozrejme, zadiatok tably méze
byt pravdivy vzhladom na niektoré (vietky) interpretdcie. Aby sme ich zistili, stadi
postupovat takto: v kazdej otvorenej vetve vyhlasime kaidd atomickd formulu (ktora
sa na tejto vetve nachddza) typu p za pravdivi. Tak isto vyhlasime za pravdiva
kazda atomickd formulu typu ~p (teda v takomto pripade bude p nepravdivé —
preéo?). Ak ani p, ani ~p sa v danej vetve nenachidza, potom vyhldsime p za pravdi-
vé alebo nepravdivé (podla lubovdle). Na zdklade nafich podmienok A;—As vieme
uz jednoznaéne uréif pravdivosini hodnotu kaZdej formuly, ktort dand vetva obsahuje,
a teda aj pravdivosini hodnotu zadiatku.®

Priklad:

[(p=@) ~ (p>~q)]>~p
~(p=q) ~ (p>~q) 1| ~p
~(p=q) | ~(p>~q)

p P
q

Interpretdcia premennjch formdl prvej vetvy zlava: g—N, p—P, druhej zlava: p—P, ¢—P,
tretej zlava: p—N, q—N alebo p—N, g—P.

Nech sa ¢itate] na zéklade A1—A; presvedti o tom, Ze kaZdd vetva je wzhladom na uvedené
interpretdcie pravdivd (splnitelnd). PretoZe vdetkich moZnych interpretdcii je 4 (20 = poget
inferpretdcii formuly, n = pofet premennych) a vrhladom na vietky je zadiatok pravdivy
(preco?), je formula [(p-gq) ~ (p=~gq)]-~p tautolégiou.

Zamyslime sa nad vysledkom, ktory sme dosiahli. Na to, aby sme zistili, Ze pred-
chadzajtica tabla je tablou tautoldgie, najprv sme museli skonftruoval tablu a potom
zistif interpretdcie, na zdklade ktorjch je zaiatok pravdivy (splnitelny).’® Samozrejme,
takdto metéda je zdlhavd a malo operativna. Iste kazdj bude namietat v tom zmysle,
“e namiesto tejto metddy je vyhodnejsie pouZif tabulkovii metédu.

Obrafme sa znova (ako uZz niekolkokriat v tomto texte) na nase podmienky A;—Ay.
Co nam hovori hned prvd podmienka? Formula X je pravdivd prave vtedy, ak ~X

8 Aby sme zistili, & je vetva olvorend, alebo nie, staéi ndm postupovat Gplne mechanicky
(vizudlne): ak sa na tej istej vetve nevyskytuji dve formuly typu X a ~X, vyhldsime takito
velvu za otvorent (samozrejme, ,vyhlisenie” robime a# po ukonleni tably!). V opaénom
pripade je vetva uzavretd. Teda vieobecne: ak md tabla ¢o len jednu otvorend vetvu, nazyvame
ju otvorenou tablou, ak nema nijakti vetvu otvorend, potom ide o uzavretd tablu. O otvorenej
vetve sufasne hovorime, Ze je splnitelnd, Mnofina formal sa nazjva splnitelnou, ak existuje
aspoil jedna interpreticia vietkych jej vjrokovjch premennych, vzhladom na kiord je kazdd
formula tejto mnoZiny pravdivd, Napriklad; {p~ g, v~ p—>~gq, r-pl interpreticia p—P,
g—N, r—N. Vzhladom na tiito interpreticiu je naSa mnoZina formil splnitelna.

9 Vieobecne povedané: ka#di otvorend vetva je pravdivd aspofi pri jednom booleovskom
ohodnoteni, a teda vzhladom aspofi na jednu inlerpretdciu. Tihto vetu (nazjvant Hintikkovou
vetou) Smullyan dokazal.

10 Nech si ¢itate! nemysli, %e tieto interpreticie nie je potrebné zisfoval, Alebo inaksie:
nestadi len zistif, Ze vietky velvy si v danej table otvorené, aby som mochol vyhldsii zadiatok
za tautolégiu. Napr. tabla formuly [(p—=g) ~ (g-71)] > (r—p) ma tak isto vietky vetvy
otvorené, pravda, nejde o tautolégiu, ako to ¢itatel lahko méde zistif!
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jo nepravdivé, a naopak. Pravda, to sGfasne znamend aj to, Ze X je pravdiva prave
na zéklade tjch interpreticii, v ktorjch nie je pravdiva ~X, a opacne! Teda ak
tautolégia (o tie nam prave ide v kalkule!) je pravdivd na ziklade vietkych interpre-
tédcif, jej negicia nie je pravdivd v nijakej. To, pravda, znamend, Ze nema ani jednu
vetvu pravdivd, teda otvorend, a vietky vetvy ma uzavreté! i

Tu sme vlastne pri podstate veci: ak chce§ zistif, & nejakd formula X je tautolégiou,
zaeguj ju a skonstruuj pre fiu tablu zndmym systematickym spésobom. Ak bude kazda
vetva tejto tably uzavretd (teda ak bude obsahovat dve navzdjom sa vylucujice
formuly), méZeme pdvodnd formulu X vyhlasit za tautologiu. A teraz vidime, Ze nafa
metéda je siifasne velmi elegantnd, efektivna, a pritom ma mechanicky charakter.

Priklad:
~[(p=q) ~ (p>~a)] =~ p}
[(p=>gq) ~ (p~~q)]
p-—uq 3 ¥ .e
p-+~q e

P
~p|aqg
~pl~g~pl~gqg

X X X X

Viimnime si, Ze kvoli lepsiemu prehladu je vyhodné oznatif kaZdii uzavrett vetvu krizikom.
Vidime, #e pod kaidou wvetvou je krifik, teda kaZdad vetva je uzavretd. Teda formula
[(pq)~ (pr~q)]>~p je tautologm e ' ! :

Zatial sme budovali nase fably systematlcky Sa '»sak prlpady, ked je Vy’hOdl’l&]Sle
skon§truoval tablu skratene. Viedy' d4dvame prednost v table formuldmi’ typu o'a az
po nich rozkladime formuly typu g. Tak isto ked narazime vo vetive mia' dve navzijom
sa vylufujiice formuly, mézeme vetvu hned uzavrie!, nemusime dalej pokracovat v jej
kongtrukeii. 'V niektorych pripadoch nidm tato metoda umozni podstatne skratit a zjed-
rodusif tablu, ako nidm to demonstruje nasledujaci priklad ' ]

Priklad:
~lp=@=N1-1p>q - (p>7)]
P- (q -1}

~[(p=q) = (p-1)1

Tabla je skon$truovand skratene, obsahuje 13 formal wvéitane zaciatku. Nech éitatel skondtruuje
tablu pre ti isti formulu systematicky. Tabla v tomto pripade bude  obsahovat 23 formal.
Viimnime si, Ze vetvy prvii zlava a druhd zlava sme uzatvorili hned, ako sa na nej objavili
sicasne formuly typu p a ~p.

Pozndmka: Teraz je ui hadam kaidy presvedéeny, Ze metéda tabiel je velmi Géinnou a jed-
noduchou metédou dokazovania vo virokovej logike, Je istotne aspoil takd jednoduchd a aéinna
ako tabulkovd metéda. Jej wyhoda sa demnitruje aZ v nasledujicom 'tekte, pretoze metdda
tabiel pouZitd v predikdtovom kalkule je v logike novd a zatial nepouZivana. Z tohto hladiska
je teda tito metéda rozhodne metédou rozsahove SirSou a na rozdiel od tabulkovej metody
aplikovatelnou na celd logiku prvého radu (ako uvidime dalej).
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Predikdtovyj kalkul

Zaénime takouto dvahou: o vyraze ,(\yx) (3Jy) Pxy" hovorime, Ze je vyrokom. Mal
by byt pravdivy, alebo nepravdivy. Akd hodnotu mi teda uvedenjy vyrok? Vidime,
ie jeho hodnotu nevieme uréif, kjm neurtime, o nadm bude oznacovat predikatova
premennd P (teda kjm ju nezinterpretujeme®) a akou oblasfou premennosti (univerzom)
nam budd prebichat premenné x a y. Interpretujme P ako vztah ,byf{ mensi ako”
a oblast premennosti (univerzum) uréime ako mnoZinu vietkych prirodzenjch éisel
i B, e AT el }. Teraz ui mézeme povedat, Ze na§ vyrok je pravdivy. Na zaklade
é¢cho sme mohli vyhlasit, ze ( x) (Jy) Pxy je pravdivé? Na zdklade toho, Ze ku
kaZzdému prirodzenému &islu vieme priradit viésie prirodzené &slo, napr.:
1,2,3,4,5 6..... - I
& 3 4.5, B v BELwus

Teda pre kazdé prirodzené &islo existuje také prirodzené éislo (oblasf premennosti x
aj y je ta istal), ktoré je vicsie, alebo inaé povedané: napr. kazdy z nasledujicej po-
stupnosti v§rokov (ide o nekonefnd postupnost) je pravdivy 1 <2, 2 <3, 3 <4....
Vidime teda, Ze interpreticia predikédtorovej premennej si vynucuje ohodnotenie atomic-
kych formdl (1 <2, 2 < 3...), na ziklade ktorého vieme uréit hodnotu celého vyroku
(formuly (yx) (Jy) ¥ < y). Inakiie povedané: nafa interpreticia (dosadenie za pre-
mennd P symbol ,<") niam napr. vymedzuje nekoneénti mnoZzinu usporiadanych dvojic
{<1,2>,<2,3>,....<n,p +1> ...}, kioré spliiuja!? vyrokovi funkcin x <y
{samozrejme, vidy prv{y élen z usporiadanej dvojice dosadime za x a druhy za y!).

Situdcia sa nadm viak trocha komplikuje, ak chceme ohodnotif ofrmulu, v ktorej
st sice premenné viazané kvantifikitormi, ale ktord obsahuje aj vyrokove spolky Viedy
musime operovat aj s booloevskim ochodnotenim.

Priklad: i
(yx) (Jy) [Pxy—~Pyx] P| <  interpreticia
(Vx] (EIJ) [x<y-~y<x] {1,2,3,4...n,..]} univerzum
1<2-~ (2<1)
2<35~(3<2)
3<4~(4<3)

n4n+1-:+~(n+1<n)

Vidime, Ze na zaklade booleovského ohodnotenia sii vietky implikdcie vypisané (ide o neko-
nefni postupnost) pod trhanou é&arou pravdivé (preco?), a teda pravdivd bude aj (pri uvazova-
nej interpreticii) formula (v x) (Jy) [Pxy - ~ Pyx]

Vieobecrie mézeme teda povedat, Ze ohodnotenie formuly A v predikitovom kalkule
(¢ize predikatové ohodnotenie — first order valuation) je:
(C1) samozrejme aj booleovskym ohodnotenim tejto formuly, pravda, stéasne sa
musia splnit nasledujice dve dalfie podmienky:

11 Samozrejme, pojem interpreticia’ pouiivame v predikitovom kalkule v inom (aj ked
velmi blizkom) zmysle nez vo vjrokovom kalkule.

12 Prvok k z univerza U splia vyrokovit funkciu Ax vtedy, ak po dosadeni mena tohte
prvku za premennd x v Ax vysledni formula Ak nadobudne hodnotu P.
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[C2(a) ] (yx) A(x) je pravdivé vzhladom na predikdtové ohodnotenie vtedy a len
vtedy, ak pre kazdy prvok k z univerza®® U plati, ze A (k) je pravdivé
vzhladom na toto ohodnotenie.

[C2(b) ] (Ix) A(x) je pravdivé vzhladom na predikidtové ohodnotenie viedy a len
vtedy, ak aspoil pre jeden prvok k z univerza U plati, Ze A(R) je
pravdivé vzhladom na toto ohodnotenie.

Samozrejme, aj definiciu splnitelnej formuly v predikitovom kalkule musime pri-
sposobif podmienkam Ci—C3:. Hovorime, Ze formula A je splnitelnd (v zmysle predi-
katového kalkulu) vtedy a len vtedy, ak je pravdivd aspoii v jednej interpretacii
a aspofi v jednom univerze. V opaénom pripade je nesplnitelna, Naproti tomu ak formu-
la A je pravdiva vo vietkych moZnjch univerzach a interpreticiiach, potom o nej hovo-
rime, Ze je platnou formulou. Je teda uréitou analégiou — iba analégioul — tautologie
vo virokovom kalkule,

Zamyslime sa teraz nad deliniciou platnej formuly. Musi byt (1) pravdivd v kaZdej
interpretdcii, teda ak v nej dosadime mend [ubovolnych reldcii (vlastnosti) za jej
predikatové premenné, vidy musi byt pravdiva, a sicasne (2) oborom premennosti
{univerzom) jej premennjch je kaZdé univerzum. Preto bude vyhodné (o tom sa
presvediime dalej) zaviest do nasho jazyka okrem premennjch (vyrokovych a indi-
vidualnych), zatvoriek, kvantifikitorov a vjrokovych spojok aj tzv. parametre. Volne
povedané, parameter je meno prvku z univerza, ktoré nemame bliZ§ie urcené. Parameter
nam teda moZe zastupovat hocakd konitantu, a teda hociktory prvok daného univerza,
pravda, iba jednu (jeden) =z tohto univerza. Alebo inaksie povedané: premenna ndm
zastupuje kazdé meno prvku z univerza, kfm parameter iba jedno. Konkrétne, ak mame
vyrokovi funkciu Px, tito funkcia nédm zastupuje nekoneéntt postupnost vyrokov
{Univerzum = vietky prir. ¢isla) P(1), P(2),P(3),P(4),..., kym vyrokova funkcia
Pa iba jeden vjyrok z tejto postupnosti, aj ked nevieme, ktory. Uvedeni postupnost
rdm moZe zastupift (ak chceme pracovat s parametrami) iba nekonefnii postupnost
virokovych funkcii P(a1), P(a2), P(as), P{as) ..... (za predpokladu, Ze parametre
a, az, as, ds,.... sa roézne). Teda parameter ma iba jednu hodnotu, kym premenna
ich méze mat nekonefne mnoho. Vidime teda, ze ak mame nekoneéné univerzum
parametrov a1, dz, 43,...d, ... moieme k nemu akoby ,relativozovat” kaZda platna
formulu, pretoZe toto univerzum nidm méze ,zastapit” konkrétne univerzum. V dalsom
texte budeme niekedy pre parametre pouzivat aj oznafenia a, b, ¢ atd., a to vtedy,
ak budeme pracovat iba s niekolkymi parametrami.

Pozndmka: Nasledujice dvahy st velmi zjednodufené a z hladiska budovania predikdtového
kalkulu velmi ,silné”. Je potrebné chdpat ich iba ake intuitivnu ,pomécku” vykladu préce
s parametrami, Ak sme v predoflom texte hovorili o ,vietkych univerzitich®, automaticky sme
tym mysleli napr. aj univerzd (mnoZiny) mohutnosti kontinua, aviak pre tielo mnoZiny nsplatia
nasledujiice tvahy.

Predpokladajme, e uvaiujeme iba univerzi bud konetné, alebo nekoneéné, pravda, spoéita-
telné. Predpokladajme dalej, Ze ka#dé univerzum je usporiadané (prefislenéd) tak, Ze prvy
prvok ma index 1, druhy 2, n-tj prvok index n atd. To isté plati aj o nafom ,univerzdlnom”
univerze parametrov, )

Vidime teda (pretoZe predpokladiame, Ze aj univerzum parametrov je spoéitatelné), ze v kai-
dom univerze sa di identiifkovat miesto (poradie) kaZzdého prvku podla jeho indexu, tak
isto samozrejme aj v naSom univerze parametrov. Vidime teda, % a1 ndm méze zastupovat
prvok kazdého univerza, pravda, nie Iubovolny prvek, ale vidy prvy (s indexom 1), a; druhy
prvok atd. Na zdklade ndsho pretislenia univerzum parametrov nam méZe zastupovat hociaké
univerzum, a teda stafl povedaf, Ze ,formula je platnid vtedy, ak je pravdivd v kaZzdej inter-
pretacii a v naSom univerze parametrov”,

13 S podmienkou, Ze univerzum U je neprézdna mnozina!
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Tustrdcia:

a1 . dag as aa Gn . ...(univerzum parametrov)
11 23 33 44 nn ... (prirodzené éisla)
hviezdar hviezdas hviezdas hviezdas... (hviezdy vesmiru)

logik-1  logik-z  logik-s ... logik-g (vietei logici)
: n = koneéné ¢&islo

Priklad: Ak teda wvyhlisime napr. formulu (¥x) P{x) za plaind, potom kaidd atomicki

formula z nekoneénej postupnosti: P(ai) P(az) P(as) ... je pravdivd, nech ui P interpretujeme
akokolvek, Teda ak napr. P(ai) by nam mala zastupovai hociktory vjrok z nasledujacich
nekoneénych postupnosii virokov: 11 je parne &islo, 11 je delitelna desiatimi..... , hviezda,
je drevena, hviezda; svieti..... , logik: je roztriity, logiki je plefivi.... To isté plati

o P(az) P(as), atd.

Samozrejme, vietky tieto viroky by mali byl podla podmienky Ci(a) pravdivé. Ako vidime,
mnohé z nich uréite nie si pravdivé (a stati, ak nie je aspofi jeden-preto?), a teda podla tej
istej podmienky (Csz{a)) formula (¥x) P(x) nie je platnd. Vidime teda, Ze staéi poznaf pravdi-
vostnit hodnotu atomickjch formal danej testovanej formuly (teda hodnotu formil typu P(a),
~P(a), P(b), ~P(b).... atd. pri danom predikitovom ohodnoteni, aby sme mohli uréif jej
pravdivostni hodnotu pri tomto predikdtovom ohodnoteni).

Po tychto zjednodulenych a intuitfvnych dvahdch méZeme pristipifi na zaklade
podmienok Cz(a) a Cz2(b) k vymedzeniu pravidiel kongtrukcie tabiel'* pre predikatovy
kalkul: Bi az Bs platia samozrejme aj pre predikatovy kalkul.

(Wx) A(x)
Bs(a) ~ A, T je ka#dy parameter
53 ~(3x) A(x)
~ ~A(a), kde a je ka?dj parameter
(Fx) A(x)
Bs(a) " A(a), kde a je nov{ parameter
- ~ (%) A(x)

~A(a), kde a je novy parameter

Pozndmka: Bs chipeme takto: ak sa nachddza v table formula typu ~ (Jx) A(x) alebo
(Wx) A(x), potom ju rozloi na nekoneéndi postupnost formal typu ~A(a1), ~A(as) ....
systematickym spdsobom (pozri dalii tevt), resp. A(a1), A(as)....Bs chipeme zase takto:
ak sa nachadza v table formula typu ~(yx) A(x) alebo (v¥x) A(x), potom ju rozloZ na for-
muly typu ~A(a), resp. A(a), kde a je parameter, ktory sa v table dovtedy nevyskytol.

14 Tably mézeme viak kon§truovaf iba pre tzv. uzavreté formuly, kde st iba premenné
viazané kvantifikdtormi, kvantifikatory, vjrokové spojky a zétvorky. Ak vSak mdame sprivne
utvorent formulu aj s volnymi premennymi a chceme sa presvedtif, ¢ je tito formula platni
(celt metédu vlastne budujeme na testovanie plainych formal), zaviaZeme tieto premenné
generdlnym kvantifikitorom a takto vezniknuti formulu testujeme podla dalej uvedeného nivodu
(napr, (¥x) Px-Py: (vy) [(yx) Px—Pyl). Ak na zéklade tohto testovania zistime, Ze tato
formula je platnd, potom bude platnid aj formula s volnymi premennymi. Podobne postupujeme
s formulami, ktoré obsahuji parametre: kaidy vyskyt parametra nahradime premennou, ktora
sa efte vo formule nenachddza, a zaviaZeme ju generdlnym kvantifikitorom (napr. (v x) Px-Pa:
Vy) [( Wx) Px-Pyl). Smullyan pripi§fa konstrukciu tabiel pre wuzavreté formuly, ktoré
viak mézu obsahovaf aj parametre. Nase obmedzenie sme museli urobif z dévodu, aby sme
sa vyhli istfm komplikaciam, ktoré tu nebudeme bliZ§ie uvadzaf, Platnost formuly sme defino-
vali pre vietky univerza (resp. pre univerzd parametrov), tak isto rozklad formuly (pozri
dalej uvedené pravidld) sme definovali iba pre parametre, preto ani formuly s konitantami
netestujeme nadou metédon tabiel.
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Vidime, e obe pravidld st priameho typu. Tak isto ako vo vyrokovom kalkule,
zavedieme si aj tu zjednotenie oznafeni premis a zdverov. Formuly typu (yx) A(x)
a~ (Jx) A(x) budeme oznafovat symbolom ,y" a formuly typu A(a) a~ A(a),
kde a je kazd§ parameter, symbolom ,y(a)”. Formuly typu (3x) A(x) a ~ (yx) A(x)
symbolom ,8” a formuly A(a), ~A(a), kde a je novy parameter, symbolom ,§(a)”.

Pozndmka: obmedzenie v pravidle Bs na novy parameter objasnime touto intuitivnou dvahou:
Predpokladajme, #e sme dokdzali, #e prvok x ma istd vlastnost P, teda dokdzali sme vetu
{3 x) P(x). Potom mbieme povedat, e a je prive takym x, a teda vyrok P (a) je pravdivy.
Ak dokdzeme dalej vetu (Jx%) Q(x), teda Ze x mé vlastnost Q, neméieme bez nebezpefenstva
neadekvatnosti wyhlésif, %e pravdivy je aj vyrok Q(a), pretofe nevieme, ¢ naSe ¢ ma zdroveil
obe vlastnosti P, Q. My sme toti¥ vyhldsili iba to, #e P plati pre najmenej jedno a, nie pre
vietky a, teda mbie sa stat, #e iba P(a) je pravdivym vjrokom (ini¢ povedané iba jediné x;
md vlastnost P), pritom v pripade vlasinosti Q méfu existovat napr. dva prvky, ktoré majd
tito vlastnost, pravda, obidva méiu byl rozdielne od a, mapr. P(b), F(g). Tak isto sa viak
méze staf, Ze plati P(a) a Q(a). Aby sme vyli¢ili moZnost takejto neadekvatnosti, zoberieme
novy parameter b, vyhlisime, %e b je takim x, ktoré ma vlastnost Q, a mofeme pisat Q(b).

Samozrejme, ak vyhldsim, %e P(a) a Q(b), nevylutujem tjm elte pripad, Ze méZe platit
tovnost a = b, ‘

Priklad:
(1) (Jy) (%) Px>Py]
(2) (dx) Px—Pa
(3) ~(3x) Px| (4) Pa
(5) ~Pa
(6) ~(3x) Px
(7) ~Pb
(8) ~(dx) Px
(9) ~Pe

Vysvetlenie:

a) Na ziklade pravidla Bs(a) sme rozlozili formulu (1) na formulu (2) a podpisali sme
ju pod (1).

b) Na zéklade pravidla Bi(a) sme rozlozili (2) na (3) a (4) a rozvetvime tablu.

¢) Na ziklade Bs(b) sme rozloiili (3) na (5), podpisali sme ju pod (3) a pod fiou
(teda pod (5)) sme znova napisali (3), pravda, tento raz nam figuruje ako (6).

d) Kedie mime nekoneény pofet parametrov a formula (3) je y typu, operdciu opisant
pod bodom (c) opakujeme do nekoneéna. Takym spésobom dostivam body (7), (8), (9)...
Vidime teda, Ze takio ziskand vetva je otvorend a sifasne nekonefna,

Pozndmka: Vidime feda, Ze naSe tably méiu byt nekoneiné, pretoZe sa v nich méZe vyskytndt
aspoil jedna nekoneénd vetva. Vieobecne teda moZeme povedat, Ze tablu systematicky konitruuje-
me tak, Ze zatiname rozklad formil od zaéiatku smerom nadol (podla danjch pravidiel),
zlava doprava (po vetvich) tak, #e kaidd formulu X rozloZime takio: ak je typu « alebo §,
rozloZime ju zndmym sposobom. Ak je typu §, polom zoberieme parameter a, ktory sa edte
nenachadza v table, a rozlofime ju na &(a) a podpifeme ju pod kaidd vetvu, ktord prechidza
cez 6. Ak X je typu y, potom zoberieme prvy parameter a taky, Ze y(a) sa nenachidza na Ziad-
rej z vetvi, ktoré prechddzaji formulou y, a podpifeme ju [y(a)] pod kaZda tito vetvu. Stcasne
poedpifeme pod kaZdé takto ziskané y(a) opif formulu y, Takymto postupom si 1. zabezpedime,
7e vietky formuly budi rozloZené aZ na ich atomické é&asti, a 2. zarovedl zabezpedime tym
rezklad kazdej formuly typu y na nekoneind postupnosf formil typu y(a). Preto odporicame
titatelovi rozloZif tieto formuly: (yy) [ (¥x) P(x) = Py)l, ~ (Jy) = [(vy) ((Fx) P(x) - P(y))].

Ndavod:
(1) ~ (3y) Py—-1I(yy) [3x) Px-Py)]
(2) ~~(3y) Py (1) | (3) (yy) 1(3x) Px->Pyl (1)
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4 @y Py (6) (Ix) Px—Pa (3)
5) Pa (4) (7) (vy) [(Ix) Px>Pyl (3)
(8) ~(Ex) Px (6) | (9) Pa(6)
(10) (Jx) Px-Pb (7) (11) (dx) Px—>Pb (7)
(12) (yy) [(Ix) Px—Pyl(T) (13) (Vy) [(I%) Px=Py) (7)

Prefo zadiname znova s parametrom a?) (14) ~Pa(8)

(15) ~ (El_x) Px (8)
(Dalej pol;{rat“:uje Eitalcf)

Podobnjm spdsobom, ako sme to robili vo vjrokovom kalkule, méZeme aj tu udelit
atomickym formuldm (ide teda o formuly typu A(a), ~A(a)) hodnoty P alebo N
a na zaklade podmienok A1—As, Cz2(a) a Ca(b) modieme urlit hodnotu kazdej formuly
vo vietkych otvorenjych vetvich, a teda aj hodnotu zaiatku. Samozrejme, aj tu bude
platit modifikovana Hintikkova veta (pre nekoneéné vetvy). Podobne mdZeme v pre-
dikdtovom kalkule sémanticky interpretovat tably, ako sme to robili prv, a teda
mdZeme povedat, ze ak je za¢iatok pravdivy aspoil v jednom univerze (teda splnitelny),
aspofi jedna wvetva v table je otvorena a sufasne kazdd jej formula je splnitelna.
Teda ak je tabla uzavreta (ma vietky vetvy uzavreté) potom jej zadiatok je nesplnitelny.

Preto ak chees zistit, ¢i je dana formula X predikitového kalkulu platna, zneguj ju
a urob pre fu tablu (teda pre ~X). Ak v nej budd vietky vetvy uzavreté, potom.
formula X je platna.

Priklad: Je formula (z predchiddzajticeho prikladu) (3Jy) [(Ix) Px—-Pyl platnd?

N{(E] y) [{Ix) Px-a»Py]}
~[(dx) Px—Pal
~{(3y) [(I%) Px->Pyl}
(dx) Px
~Pa
~1(3y) [(Ix) Px—Pyl}
Pe
(dx) Px
~Pb
~[(3x) Px-Pcl
~{(3y) [(Ix) Px~>Pyl}
Pd
(dx) Px
~Pc¢
X

Vidime, ze na$a metéda je (po istom cviku) pomerne jednoduchd a ma dplne me-
chanicky rdz. Pravda, aj tu existuje cesta, ako sa vyhnat systematickej table a ako
ju robit skratene, o ui vyzaduje vidsie tvorivé schopnosti a zatlia do iste] miery
spomenuty mechanicky raz.
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Pozndmka: Prv nez pristipime k jej opisu, zamyslime sa nad nasledujicou tdvahou: predpo-
kladajme, Ze sme dokazali vetu (¥x) P(x) (ide o typ y). Potom podla pravidla predpokladime
P(a). Teda v tomto pripade zdpis P(a) ndm vlastne zastupuje formuly: P(a1), P(az), P(as) ...
Ak, pravda, neskér dokdzeme vetu (Jx) Q(x), moézeme pisaf bez nebezpedenstva Q(a), pretoze
vlastne P(a) sme ziskali z (Jx) P(x), ¢o nam hovori, Ze vjrokovd funkecia P(x) je splneni
vo vietkych hodnotiach premennej x, a teda aj v P(a). Ak teda vyhlasime, fe a md vlastnost P
a zaroveii Q, nedopiiffame sa neadekvatnosti, pretoze ¢ uZ a alebo b, alebo hociaky iny
parameter ma vlastnost @, bude mat sifasne aj vlastnost P, ¢o ndm zaruduje zdpis (¥x) P(x).

Hustrdcia: Majme pravdiva vetu , (¥x) x je celé ¢islo” a vetu ,(dx) x ej prvofislo a stifasne
parne €islo”. Vidime teda, Ze plati: 1 je celé &islo, 2 je celé éislo, ..... , n je celé é&islo....
Tak isto viak plati (iba pre jednu hodnotu x), Ze 2 je prvoéislo a stfasne pérne éislo (uva-
fujeme mnoZinu vietkych prir. &isell). Jasne vidime, Ze hoci weta (Jx) P(x) plati iba pre
jeden prvok univerza, tento prvok (v nafom pripade &islo 2) bude mat okrem vlastnosti P
aj ind vlastnost (v nafom pripade Q), ak je pravdivd veta (¥x) Q(x). Vidime teda (vicobecne
povedané), Ze v takjchto pripadoch mé#eme vidy nijst aspoii jeden prvok (nezdle?i na tom,
aky — tu vidi &itatel vyhodu parametra!), kiorj ma obe vlastnosti P, Q (pravda, vety
(3 %) P(x), (¥x) Q(x) musia platit]). Samozrejme, tito Gvaha trivialne plati aj v pripade,
Zn P = Q. Preto ked méme v table formulu typu P(a), prifom P(a) vzniklo z formuly typu 7,
mézeme pisaf Q(a), aj kedQ (a) vzniklo z formuly typu 6, teda nemusime dbat na obmedzenie,
Ze ,a musi byf novy parameter”. Preto mé¥eme namiesto ndsho strikiného pravidla Bs pouiivat
tzv. oslabené pravidlo Bs: ,a je novy parameter, alebo a nebolo predtym zavedené pomocou
pravidla Bs a nevyskytuje sa v & a nijaky parameter vo formule § nebol predtym zavedeny
pumocou pravidla Bs”.

Ak chceme skonitruovat tablu skritenou metédou, mali by sme postupovat podla
t7chto bodov: a) rozloZime najprv zadiatok tably a potom v kaidom dalfom kroku
h) najprv rozloZime formuly typu e, ¢) potom §, d) pokradujeme typom g ae) na-
koniec rozlozime formuly typu y, tak ako sme to opisali pri rozklade formuly typu ¥
pri systematickej konitrukeii tably. Samozrejme, pri tomto postupe vyuZijeme v maxi-
malnej miere oslabentt formu pravidla Bs. Pochopitelne, rozklad formal typu y nie je
potrebné dodrZiavat do désledku, ale je potrebné postupovat pri rozklade individualne
od pripadu k pripadu, ¢o pochopitelne, otvira pre ,kongtruktéra” §iroké pole tvorivych
moznosti a ndpadov. Ak je viak ndhodou ,konitruktér” v ,lenivej indispozicii” —
ako hovori Smullyan — potom staéi postupovat &isto mechanicky, s rovnakym efektom.
Je jasné, Ze ak postupujeme ,tvorivou metédou”, potom kazda tabla sa mé¥e skon-
ttruovat niekolkjmi spdsobmi.

Priklad:
(a) ~{(3y) [(Ix) Px—Pyl] (b) ~{~ (Jy) Py-[(vy) ((Ix) Px-Py) 1} ()"
- (3% Px ~[(yy) ((3x) Px=Py) 1
~Pa ~[(3x) Px—Pa]
Pa (dx) Px ( x) Px
X
~Pa ~Pa

Pb {preco Pb Pb
~Pa a nie Pa?) ~Pb (preco?)
~ (3Jy) Py g
~Pb
%

Filozofia XXIX, 1 73



Priklad:
~{(3x) Px~ (Ix) (Px~Qx) > ((3x) Qx)}
(dx) (Px~ Qx)
~[3x) Px~ (dx) Qx]
~ (dx) Px
~(3x) Qx
Pa~ Qa
Pa
Qa
~Pa
NQ{;
X

Priklad:
~A[(3x) Px~ () < [x7 (xIx) (Px~ Q)}
(3x) Px™ (I%) Qx
~(3x) (Px~ Qx)
(3 %) Px|(Ix) Qx

(preco?) Pa Qb (preto?)
~ (Pa~ Qa) ~ (Pa~ Qa)
~Pa | ~Qa ~Pa | ~Qa
X i ~ (Pb~Qb) (Ako sme to dostali?)
= ~Pb | ~Qb
X

Navrh: Navrhujeme éitatelovi zistif, & (H2a K) L je platnd formula.
H = (yx) (Yy) [Rxy -Ryx], K= (yx) (Yy) (V¥2 [(Rxy~ Ryz) -Rxz],
L= (yx) (yy) [Rxy-Rxx].
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