UVOD DO FORMALNE] LOGIKY (XIV)

PAVOL CMORE]

Teraz pristipime k dékazu velmi délezitého tvrdenia, na zéklade ktorého
moino dokazovanie niektorych teorém nahradit vyvodzovanim z urcitych pred-
pokladov a tak sa presved@it o tom, Ze si teorémy H.

Tvrdenie 18 (Metateoréma dedukcie). Nech M je lubovolna mnozina
formal a A, B lubovolné formuly. Ak M + {A}|— B, tak M |— A-B.

D 6k a z. Predpokladajme, ze B je odvoditelna z M + {A} (je to suma mno-
zin M, {A}), to znamend, Ze existuje postupnost formul A,,... A, ktord je
vijvodom B z M + {A}. Na zaklade tohto predpokladu dokazeme, Ze pre kazda
formulu A; (1=i=n) plati, ¢ M|~ A-A;, &m dokiZeme aj to, Ze M — A-B,
lebo A, = B. Budeme postupovat tak, Ze najprv dokazeme, ze (a) M |— A—A,,
potom dokéZeme tvrdenie, 2e (b) ak M |— A-A, (kde k je Tubovolné prirodzené
¢islo také, 7e 1=k<u=n), tak M |— A-A,. Tym vlastne dokazeme, ze z M je
odvoditelna kazda formula A-A; (1=i=n), pretoZe podla (a) to plati pre for-
mulu A-A;, podla (a) a (b) to bude platit aj pre formulu A-A;, z ¢oho podla
(b) vyplyva, Ze to bude platif aj pre formulu A-As, ... atd. az po formulu
A=A,

(a) Ak i = 1, A; vo vyvode formuly B z M + {A} je bud axiéma alebo
nejakd formula z M alebo formula A. Ak A; je axiéma, formula A—A, je teoré-
ma, lebo A;~+(A-A,) je axiéma a kedZe teoréma je odvoditelnd z kazdej mno-
7iny, potom M |[— A-A,. Ak A, je nejakd formula z mnoziny M, potom existuje
postupnost, ktorad je vyvodom formuly A-A; z M, je to postupnost A;—(A-A;),
A, A-A;, ¢Gize M |— A-A,. Ak A, je formula ‘A, 'A-A, je vlastne teoréma
A-A (jej dékaz sme uviedli vyssie) a kedZe teorémy sii odvoditelné z kazdej
mnoziny, M |~ A-A;. To znameni, 7e v kazdom pripade M = A=A,

(b) Predpokladajme, ze M |~ A-A, pre lubovolné k<u=n. Formula A, vo
vjvode B z M + {4} je bud axiéma, nejakd formula z /M, formula Al alebo
formula priamo odvoditeInd z nejakych formal A;, A, takych, Ze j, h<u. Ak A,
je axiéma, nejakd formula z M alebo formula A, potom M |— A-A,, & mozno
dokézat podobne ako sme to urobili vyssie. Ak A, je priamo odvoditelna z A;,
Ay, tak A; = A,~A, (alebo A, = A~>A,) a pretoze podla predpokladu plati,
e M |- A-(A~A,) a M |— A>A;, (alebo M |- A=(AA), M |- A-A)p), plati
tiei: ze M |_ A'*ALU Pmtﬂie (A'_’(Ah'*Au))_‘( (A‘*Ah)"“(A"“Au)) (resp. (A"’Aj
=A,) )= ((A-A))~(A~A,)) ) je axiéma. Vyvod formuly A~A, z M je postup-
nost formdl, ktort dostaneme spojenim vyvodu formuly A-A, z M s vyvodom
formuly A-(A;~A,) z M (tieto vyvody podla predpokladu existuji), ku ktorym
pripojime postupnost formtl (A-(A,~A,))-((A=A,)~(A~A,)), (A—=A)—
(A-A,), A-A,, bude to teda postupnost

131 Ak M je prazdna mnofina, miesto ,M |—F" budem pisat ,[—F“ a kedie z prazdnej
mnoziny formiil sd odvoditelné prive teorémy, zapisom ,|—F"“ budeme vyjadrovat i to, Ze F

je teoréma.
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— vyvod formuly A-A, z M
Al

: E — vyvod formuly A~(A~A,) z M
A4 b

(A-(A;~A,) )~ ((A~Ap)~(A~A,))
A-A,

Metateorému dedukeie mozno zovseobecnif na tvrdenie:

. Tvrdenie 19. Nech A,,..., A,, B st lubovolné formuly. Ak {A;,..., A}
[~ B, tak |- A~(A>...>(A~B) ... ).

Toto tvrdenie mozno lahko dokdzat n-ndsobnym uplatnenim metateorémy
dedukcie (dékaz ponechidvame Ccitatelovi). Tvrdenia 18 a 19 nam dovoluja
nahradif dokazovanie formil tvaru A;—»(A,~...-(A,>B)...) odvodzovanim
formuly B z mnoZiny formul {A,,...,A,}. Je to velmi vyhodné, pretoze od-
vodzovanie méze byf jednoduchiie a lahfie ako dokazovanie. KedZze sme uZ
dokézali, z2e A~B, B~C |- A~C, podla tvrdenia 19 |- (A~B)~((B~C)—>(A—>C))
t. j. tato formula je teoréma. Dékaz tejto teorémy je omnoho komplikovanejsi
ako odvodenie formuly A-C z {A-B, B-~C}. Podobne teraz dokdzeme (f) z tvr-
denia 17:

1. A-(B-C) : PR
2. B PR
3. B PR
4. B-C MP 1,3
5.¢€ MP 2,4

Tymto vjvodom sme dokézali, Ze A~(B-~C), B, A |- C, z &ho na zaklade
tvrdenia 19 vypl§va, e |= (A-(B-C))-(B~(A~C)). Na niekolko zaujimavych
pripadov odvoditelnosti formil poukazuje tvrdenie 20, ktoré je presnou obdobou
tvrdenia 2 a preto ho len naznacime.

Tvrdenie 20. Pre lubovolné formuly A, B, C plati, ze:

... vety tohto tvrdenia dostaneme z viet tvrdenia 2 tak, Ze

znak |~ viade nahradime vyrazom ,I—*

(titatelovi sa mozno podari najst i jednoduchsie dékazy).

(b) 1. A~B PR
2. ~B PR
3. ~~A-A T (d) — Tv 17
4. B->~~B , T (8 —Tw 17
5. (A»B)—((~~A-A)-(~~A~B)) T (b) — Tv 17
6. (~~A-A)-(~~A~B) MP 1,5
7. ~~A-~B MP 3,6
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8. (B»~~B)-((A-B)~(A~~~B)) T (b) — Tv 17
9. (A-»B)=»(A~~B) MP 4,8
10. A~~~B MP 1,9
11. (B»~~B)->((~~A-B) —»(~~A->~~B)) T (b) — Tv 17
12. (~~A-B)->(~~A-> +»~B) MP 4,11
13. ~~A—s~~B MP 7,12
14. (~~A-~~B)>(~B-~A) Ax 12
15. ~B-~A MP 13,14
16. ~A MP 2,15
(h) 1. AvB PR
2. ~A PR
3. B-(~A-B) Ax 1
4. ~A-(A-B) T (c) — Tv 17
5. (~A-(A-B))-(A~(~A~B)) T () — Tv 17
6. A—+(~A-B) MP 4,5
7. (A->(~A-B))-((B>(~A~B))>((A¥B)—>(~A—>B))) Ax 8
8. (B~(~A-B))-((A¥B)~(~A~B)) MP 6,7
9. AV B-(~A~B) MP 3,8
10. ~A-B MP 1,9
11. B MP 2,10

Okrem (a) vietky vety tvrdenia 20 st vlastne odvodené odvodzovacie pra-
vidla, ktoré moézeme pouzivat pri konstrukcii daldich dékazov a vyvodov. Veta
(a) je zékladné odvodzovacie pravidlo systému H. Na zdklade kaidej teorémy
tvaru A;>(A,~». . .—»(A~B)...) (nz1) moZno velmi lahko dokazat tieto odvo-
dené odvodzovacie pravidl4:132

A1 |'— Ag‘*(Ay‘" T _)(An—»B) - - )
AI, Ag |'_ A3—’(A4-+ [ '—‘(An"B) .. )

Al! AZ! ey An—-l |_ Aﬂr’B

Al,...,A“ I_B

Na mnoho zaujimavych vlastnosti odvoditelnosti analogickych vlastnostiam
vyrokovologického vyplyvania, o ktorych sme sa zmienili v tvrdeni 4, pouka-
zuje toto tvrdenie:

Tvrdenie 21. ...ako tvrdenie 4, len miesto ,I—* vSade je vyraz ,l—“.

Pre nedostatok miesta musime upustit od dokazovania viet tohto tvrdenia.
formuldcia metateorémy dedukcie. O dal§ich vlastnostiach odvoditelnosti vyply-
vajicich z df. 15 hovori nasledujtce tvrdenie, dékaz ktorého pre jeho jednodu-
chost tiez vynechdvame.

132 Za odvodzovacie pravidldi moino pokladat i metatvrdenia formy ,|—A". Tieto pravidia
nim dovolujd z Iubovolnej mnoZiny premis (vratane prazdnej) odvodit formulu tvaru A.
Ak A je axiéma, pravidlo ,|—A" je zakladné, ak A je teoréma, ktord nie je axiémou ,|—A"
je odvodené odvodzovacie pravidlo.
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Tvrdenie 22. Pre lubovolné formuly A, A,, ..., A,, B, B, ...,Bn C
plati, Ze
(a) AI-A
(b) Ak A.I, Al, Ag,...,An |— B, tak Al- Ag,...,An |_ B
(C) Ak Al, voeey Ak-—-l: Ak, Ak+1, A}g+2, W An |_ B, tak
Al, ey Ak«-l: Ak+1, Ak, Ak+2, PR An |”‘ B
(d) Ak Ay,..., A, —AaA, By;...,B, |—C, tak
Ay, ..., Ay By, ... ,Bnl—C (kde m=0)

Vlastnosti odvoditelnosti uvedené v obidvoch poslednych tvrdeniach prvy
systematicky skimal nemecky matematik a logik G. Gentzen.

9.2 Ekvivalentnost formal v H. Sémantickej reldcii vyrokovologickej rovno-
cennosti medzi formulami zodpovedd syntakticka reldacia ekvivalentnosti.

Definicia 16. Nech A, B st lubovolné formuly H. Budeme hovorit, Ze
formula A je ekvivalentna s B v H (symbolicky: A —I—¢ B) vtedy a len vtedy,
ked = A-B (t. j. ked formula tvaru A<B je teoréma H).155

Symbol ,H" vo vyraze ,A Iy B* budeme oby¢ajne vynechdvat (mlcky
predpokladajic, Ze ide o ekvivalentnost v systéme H). Podla df. 16 za ekvi-
valentné povazujeme prave tie formuly A, B, ekvivalencia ktorjch je teorémou
H. To znamen4, ze ak formula A«<B je v systéme H nedokdzatelnd, formuly
A, B nie si ekvivalentné.1® Je zrejmé, ze A —I— B prave vtedy, ked A |- B a
B |— A. Pretoie ak A —I— B, tak [—=A«~B a z toho vyplyva, ze = A-B a |- B-A
(lebo formuly tvaru (A«B)-(A-B), (A~B)-(B~A) st axiémy). LenZe ak
formuly A-B, B-A st teorémy, z {A} je odvoditelnd formula B a z {B} formula
A, teda Al— B a Bl—A. Na druhej strane, ak A|—B a B~ A, tak podla meta-
teorémy dedukcie [—A~B a |-B-A. A ked?e (A~B)-((B~A)~(A~B)) je axi-
6ma, aj A~B je teoréma, &ize A —I— B.

V tvrdeni 23 poukdZeme na niektoré délezité pripady ekvivalentnosti formul
v H.

Tvrdenie 23. Pre lubovolné formuly A, B, C a lubovolnu teorému F v H
plati, Ze: ... vety tohto tvrdenia dostaneme z viet tvrdenia 6 nahradenim znaku
»—I=* yyrazom ,——". )

D 6k az Nemdzeme tu uviest dokazy vsetkych viet tohto tvrdenia, zabralo
by to prili§ vela miesta. Na ukézku dokazeme len niekolko taziich viet, ostatné
dékazy nech sa ditatel pokisi urobit samostatne. Pri dokazovani vety tvaru
2 A—1—B* (ktora plati do metajazyka systému H) mézeme postupovat but tak,
7e dokéZeme, zZe F—A—rB a = B-A, z ¢oho vypljva, e |~ A=B, t. j. Z¢ A—|-B
(lebo kazdd formula tvaru (A-B)-((B-A)~(A<B)) je axiéma) alebo tak,
ze dokdzeme, ze AI—B a BI— A, z &oho tiez vypljva, ako sme ukédzali vyssie,
ze A—l—B. Aby sme tieto dokazy patri¢ne skratili, okrem inych pouzijeme aj
tieto odvodené odvodzovacie pravidl4:

A-B, B-C |- A-C TR
A-(B-C) |— B-(A~C) ZA
A-B, A~C |—= A-BAC ZK;,

135 pozri pozn. 131.
134 Neskér dokdieme tvrdenie, z ktorého vyplyva, Ze Iubovolnd formula A je ekvivalentnd
s B prave vtedy, ked A je vyrokovologicky rovnocennd formule B.
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Prvé sa nazyva pravidlom tranzitivnosti implikdcie, druhé pravidlom zdmeny
antecedentov a tretie pravidlom zavedenia konjunkcie do konzekventa — tym je
dana volba skratieck uvedenjch vpravo od prisluinych pravidiel. TR sme uZ
dokézali (v 9.1), ZA moZno zdévodnit na zaklade teorémy (f) z Tv 17, lahky
dékaz ZK, ponechame citatelovi.

Pre skritenie budeme pravidlo MP pouZivat i viackrdt naraz, pri¢om zapi-
geme len koneény vysledok niekolkonasobného pouzitia tohto pravidla. Skratkou
»MD* budeme oznacovat riadok ziskany pouzitim metateorémy dedukcie. Pora-
die, v ktorom je vyhodné dokazovat vety tvrdenia 23 nezodpoved4d celkom
poradiu, v ktorom st uvedené.l® Najprv dokazeme vetu (u), z ktorej ziskame
dve odvodené odvodzovacie pravidla, ktoré budeme potrebovat pri konstrukeii
dalgich dékazov.

(u) 1. AAB-C PR
2. A PR
3. B PR
4. A-(B-(ANB)) Ax 5
5. AAB MP 4,2,3
6. C MP 1,5
7. AANB-C, A, BI-C 1—-6
8. AAB-C |- A~(B-C) MD 7

Uvedena postupnost nie je schémou vyvodov, v 7. a 8. riadku sa totiz vy-
skytuji metajazykové tvrdenia o odvoditelnosti formal (a nie pihe schémy
formal). Vyvodova schému tvoria iba riadky 1. — 6., na zdklade konstrukcie
tejto schémy sa v 7. riadku konstatuje, Ze lubovolna formula C je odvoditelna
z formal AAB-C, A, B, z &oho pomocou MD dostdvame posledny riadok. Pra-
vidlo uvedené v poslednom riadku budeme neskér pouiivat, pricom sa budeme
odvoldvat na (u) — Tv 23.

1. A=(B-C) PR

2. AAB PR

3. AANB=A Ax 3
4. ANB-B Ax 4
5 A MP 2,3
6. B MP 2,4
7. B=-C MP 1,3
8. C MP 45
9. A»(B-C), AABI-C 1—6

10. A~(B-C) [~ AAB-C MD 7

V poslednom riadku sa vyskytuje pravidlo, na ktoré sa budeme tiez odvolavat

ako na (u) — Tv 23. Dékaz (u) je velmi jednoduchy, uviedli sme ho len
na ilustrdciu urcitého spdsobu dokazovania tvrdeni o ekvivalentnosti formal v H.
Je zrejmé, Ze z kazdej vety tvaru ,A—I— B" moino ziskat odvodené odvodzo-

vacie pravidla ,A|-B“, ,Bl-A" (to, z2¢ A—I—B prave vtedy, ked Al—B
a B|— A, sme dokdzali vyssie).

135 Toto poradie je podmienené poradim viet tvrdemia 6. V tvrdeni 23 by bolo vhodné
uviest jednotlivé vety (a) — (u) v tom poradi, v akom sa tu dokazuji, pre nedostatok
miesta sme viak od toho radsej upustili.
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(k) 1. C-BvC Ax 7
2. B¥C-Av(Bv(C) Ax 7
3. C-Av(BVC) TR 1,2
4. A~Av (B~C) Ax 6
5. B=Bv.C Ax 6
6. B¥vC—-Av(B¥C) Ax 7
7. B-Av(B¥C) TR 5,6
8. 4-(7-(AvB-Av(B¥C(C))) Ax 8
9. AvB-Av(B~C) MP 4,7,8
10. 9-(3-((AvB)~C-Av(Bv(C))) Ax 8
11. (AvB)vC-Av (B~ () MP 9,3,10
Postupnost 1 — 11 je skratenym dékazom implikécie 11, teraz dokdZeme. Ze
|- Av(Bv¥C)-(AvB)~C
1. A-AvB Ax 6
2. AVB-(A¥B)¥C Ax 6
3. A~(AvB)vC ' TR 1,2
4. B-AvB Ax 7
5. B=(AvB)~C TR 4,2
6. C~(AvVB)vC Ax 7
7. 5+(6-+(B¥C—(A~B)v(C)) Ax 8
8. BvC-(AvB)vC MP 5,6,7
9. 3-(8-(Av(BvC)-=(A~¥B) v¥(C)) Ax 8
10. Av(BvC)~(AVvB) ¥C MP 3,8,9

Teda ak |~ AV (BvC)=(AVB)vC a -(AVB)vVC-AV (B¥C), tak tiez |- Av
(BvC)~(AvB)VvC (lebo Av(B~¥C)>(A¥B)v¥(C~» (((AvB)>C-Av.(BXC))
»(A~(B¥(?)~(A~.B)¥C)) je axiéma), t. j. A~ (B~C) —I— (A~¥B) v C.

(m) 1. (A~B)->((A~B)V(A~C)) Ax 6
2. A>(B-((A~B)¥(A~C))) (u) 1
3. B>(A-((A~B)~¥(A~C))) ZA 2
4. (A~C)-((A~B)V(A~C)) Ax 7
5. A»(C—>((A~B)¥(A~C))) (u) 4
6. C—»(A-((A»B)¥ (A~C))) ZA 5
7. 3-(6-((B¥C)->(A~((A~B)V(A~C)))) Ax8
8. (B¥C)-(A-((A~B)¥(A~C))) MP 7, 3, 6
9. A-((B¥C)-((A~B)¥(A~C))) ZA 8
10. (A~(B¥C))-((A~B)¥.(A~C)) (w) 9
1. A~B-A Ax 3
2. A~B-B Ax 4
3. B-B>~C Ax 6
4, A~B-B~(C TR 2,3
5. A~C-A Ax 3
6. A~C-C Ax 4
7. C>B¥C Ax 7
8. A~C~B¥(C TR 6,7
9. A~B-A~(Bv(C) ZK, 1,4
10. A~=A~ (B~ C) ZKy 5,8
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—

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

b
MESWLWRINONRk WD

ORI

. 9-(10-((A~B)¥ (A~C)=A~(B¥(C))) Ax 8

. (A~B)¥Y (AaC)-A~(Bv.C) MP 11, 9, 10

. A-A¥B Ax 6
A=AV C Ax 6
B~C-B Ax 3
B~C-C Ax 4
B-AvB Ax 7
C-sAvC Ax 7
B~C-AvB TR 3,5
BAC-A¥C TR 4,6
B~rC—»(A¥B)~ (AVC) ZK. 7,8
A-(AVB)~(A~C) ZK, 1,2
10-(9-(A~ (B~C)-(A~¥B)~ (A~C))) Ax 8
A (B~C)-(AvB)~(A¥C) MP 11, 10, 9
A=A~ (B~C) Ax 3
B~C—»A~ (B~C) Ax 4
B> (C-»A~(B~C)) (u) 2
1-(B-1) Ax 1
B-(A-Av (B~ C)) MP 1,4
C—(B-Av.(B~)) ZA 3
A-—»(B—»AV(B’\C)) ZA 5
7-(6-(AvC-(B~-A~ (B~C)))) Ax 8
AvC—(B-A¥ (B~(C)) MP 8,7, 6
B-(A~¥C-Av (B~C)) ZA 9
1-(AvC-1) Ax 1
Av¥C-(A-A~(B~C)) MP 1,11
A-(A~¥C-A> (B~C)) ZA 12
13-(10-(AvB-(AvC-A~(B~(C)))) Ax 8
A~ B-+(AvC-A¥ (B~C)) MP 14, 13, 10
(AvB)~(A~C)=A~(B~C) (u) 15

Z vety (b) tvrdenia 20 na zdklade MD dostivame pravidlo A-Bl—~B-~A,

na ktoré sa budeme odvolavat skratkou ,PT“ (pravidlo transpozicie).

(o) 1.

PUA WS LENOUIEWN

A~B-A
A~ B-B
~A—-~(A~B)
~B-~(A~B)

Ax 3
Ax 4
PT: T
PT 2

3-(4-(~Av~B-~(A~B))) Ax 8

(~AV~B)-~(A~B)
~~(A~B)>~(~Av~B)

(A~B)—>~~(A~B)
A~Bo~(~AV~B)

~A-~A~~B
~B-~A~~B
~(~Av~B)->~~A
~(~Av~B)-»~~B
~~A-A

~~B-B

Filozofia XXIV, 6

MP 5, 3, 4
PT 6

T (e) — Tv 17

TR 8, 7

Ax 6
Ax 7
PT 1
PT 2
T (d) — Tv 17
T (d) — Tv 17
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7. ~(~Av~B)-A TR 3,5
8. ~(~Av~B)-B TR 4,6
9. ~(~Av~B)-(A~B) ZKy 7,8
(p) 1. ~A~~B>~A Ax 3
2. ~A»~B-~B Ax 4
3. ~~A->~(~A~~B) BTl
4. ~~B->~(~A~~B) PT 2
5. As~~A T () — Tv 17
6. B>~~B T (e) — Tv 17
7. A»~(~A~~B) TR 53
8. B-~(~A~~B) TR 6,4
9. 7-(8-+(AvVB-~(~A~~B))) Ax 8
10. AV B-~(~A~~B) MP 9,7,6
1. A-AvB Ax 6
2. ~(A~¥B)-~A PT 1
3. B-AvB Ax 7
4, ~(AvB)-~B PT 3
5. ~(AvB)->(~A~~B) ZKy 2,4
6. ~(~Ar~B)s~~(A¥B) PT 5
7. =~(AvEB)+(A¥EB) T (d) — Tv 17
8. ~(~A~~)-~(A¥B) TR 6,7
Tvrdenie 24. Pre kazda formulu A, B, C plati, Ze
(a) A—-A

(b) Ak A—|-B, tak B—-A

(¢) Ak A—-B a B—I-C, tak A—-—C

D 6kaz Staci dokazat, ze kazda formula tvaru (i), (ii) alebo (iii) je teo-
réma H:

(i) A-A

(ii) (A~B)-(B~A)

(iii) (A=B)-((B=C)-(A=C))

Dékazy tychto formal ponechdvame c&itatelovi. Je zrejmé, ze ak pre kazda
formulu A plati, ze [-A-A, tak A——A. Ak A—-B, tak [~A~B a pretoie
(A~B)~(B~A) je teoréma i |—B~A, t. j. B-I-A. Ak A-I-B a B—I-C, tak
|~A<~B a |[-B<C a kedze (iii) je tieZ teoréma, aj A=~C je teoréma a teda A—|—C.

Tvrdenie 25. Pre kazda formulu A, ,..., A, (n=3) plati, Ze ak A——A,
84 A a o vaAn A T ATTA,

Dékaz tohto tvrdenia je podobny dékazu tvrdenia 9 (v pripade n =3 sa
opierame o vetu (c) z tvrdenia 24).

Moino tiez dokdzat syntatickii analégiu tvrdenia 10 i tieto ekvivalentnosti:

-"“-’(A].VAQV i VAn)_|_~A1/\'UA2/\ PR —ANA”

~(A~ Ay L AA) A ~AY L YA,
kde nzl. K vyznamnym tvrdeniam o ekvivalentnosti v H patri nasledujace
tvrdenie o nahraditelnosti ekvivalentnych formul.

Tvrdenie 26. Nech A, B, C st lubovolné formuly. Ak A—|-B, tak
C—I—-C[A/B].
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Dokaz tohto tvrdenia je podobny dékazu tvrdenia 11 (pravda, namiesio vy-
rokovologickej rovnocennosti viade uvaZujeme o ekvivalentnosti v H). V bode
(ii) tohto dékazu vychiadzame z toho, Ze -

(a) |~(AwB)=(~Aw~B)

(b) =(A<B)-((C+D)-(A~C+B~D))
(¢) F-(A<B)->((C~D)-(AvC~BvD))
(d) |-(A=B)~((C=D)~((A~C)=(B~D)))
(e) |-(A=B)~((C-D)~((A=C)~(B~D)))

Dokazy teorém (a) — (e) i dékladnejsie rozvedenie dékazu tvrdemia 26
musime prenechat ¢itatelovi.

Ak A—-B a C je teoréma, aj C[A/B] je tiei teoréma, pretoze podla tvrde-
nia 26 C—I—C[A/B], ¢ize —C-C[A/B] a |—C ako aj I—(C~C[A/B])~
—+(C~C[A/B]). To znamena, ze nahradenim nejakych podformal v teoréme C
ekvivalentnymi formulami ziskame zasa teorému.

Da sa dokdzat, ze ku kazdej formule A existuje takd formula B, ktord ma
k.n. f. a A—|—B, ako aj to, Ze kazda formula v k. n. f., ktord v kaZdej elemen-
tarnej disjunkcii obsahuje nejakt premennd C a zdroven ~C, je teoréma H.
Z toho vyplyva, ze kaidi tautolégia je teoréma, lebo ak nejaka formula A je
tautolégia, existuje takd formula B v k.n.f, ze A——B a B obsahuje v kaZde;
elementarnej disjunkcii nejaka premennt C a zarovei ~C (pozri tvrdenie 16),
z &oho vyplyva, 7e B je teoréma. No ak A——B a [—B, tak aj A je teoréma,
pretoze |[—~A<B (&o vypljva z predpokladu, 7¢ A—|—B) a |—(A<~B)-(B-A).

9.3 Iné axiomatické systémy. Z axiomatického systému H moZno zdmenou
niektorjch schém axiém inymi schémami alebo vynechanim niektorych- schém
ziskat mnoho inych systémov s réznymi zaujimavymi vlastnostami. Vyrokova
logika (resp. vyrokovy kalkul) zalozena len na schémach. 1—11 sa nazyva
pozitivnou vyrokovou logikou (kalkulom). Vyznaluje sa tym, Ze v nej sa nedaja
dokdzat teorémy, v ktorjch sa vyskytuje negdtor. Ked schému 12 nahradime
schémami

(A>~A)>~A

~A-(A-B)
dostaneme tzv. intuicionisticktt vyrokovt logiku (kalkul), v ktorej je nedoka-
zatelny zakon vyladenia treticho (Ziadna formula formy ~AvA) a tie teorémy
H, ktoré sa nedaju dokédzat bez tohto zdkona.

Ked schému 12 nahradime schémou

(A~B)-((A-~B)-~A),
dostaneme tzv. Johanssonovu minimdlnu vyrokovi logiku (kalkul), v ktorej
st nedokédzatelné aj rézne iné teorémy H (napr. okrem zdkona vylucenia tre-
tieho ani teorémy tvaru ~A-(A-B)) obsahujtce negator. Systém H sa nickedy
nazyva klasickou vyrokovou logikou, pre ktortt je charakteristické to, Ze v nej
moino dokdzat kazda formulu (v zmysle df. 1) vyrokovej logiky, ktord je
tautolégia.

*

Tymto pokratovanim ukonéil autor uverejiiovanie svojho Uvodu do formadlnej
logiky v naSom ¢asopise. Zaujemcov upozoriiujeme, Ze P. Cmore]j pripravuje
knizné vydanie Uvodu do formadlnej logiky, ktoré bude roziirené o dalgie &asti.

Red.
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