UVOD DO FORMALNE] LOGIKY

PAVOL CMORE]

XII

Dokézali sme, Ze nejaka formula B vyrokovologicky vyplyva z mnoziny formiil
{Al. ..., Ay} prave vtedy, ked formula tvaru (A1~ As ~ ..~ A,)- B je tauto-

légia. Aj formuly iného tvaru, utvorené z formul Aj, ..., A,, B, maja ta vlast-
nost, Ze st tautologie prave vtedy, ked formula B vyrokovologicky vyplyva
z mnoziny formal {Aj, ..., A,]. Viimneme si dva druhy tychto formil, jednak

formuly tvaru

,~fA]/\.A2/‘ .../‘AH/\WB}
jednak formuly tvaru

A1 (Az~...~(A,~B)...),

v ktorych A: je antecedent celej formuly, Az antecedent konzekventa celej for-
muly, As antecedent podformuly, ktora je konzekventom konzekventa celej for-
muly atd. Lubovolni formula A; je vo formule tvaru Ay~ (Az~...-(A,~B)
... ) antecedentom podformuly tvaru :

Ai= (Aigi~...> (Ay=B)...)

Ak n=1,... 5, formuly $truktiry A1 - (As—...- (A~ B)...) rﬁajﬁ tento
tvar: i
A1 B
Ai1- (A2~ B)

A1~ (As—~ (A3 > B))
A1 - (Az2- (As > (As= B)))
A1 - (A - (A3 - (A4~ (A5~ B))))
Dokéazeme, ze formuly tvaru ~ (A1~ Ay ~ ...~ A, ~ ~B) a formuly tvaru
Ar—+(Ay>...>(A,~B)...) st rovnocenné formuldm tvaru (A1~ Az~ ...

.~ A,) - B.

Tvrdenie 7. Pre kazda formulu A;, ..., A, B plati, ze

(a) (Ax~Ag~ ... ~nAy)»B——A1— (As>... > (A~B)...)

(b) (A1~ A2~ A,) »B—|—~ (A1 ~Ay~ ...~ A, "~ ~B)

Doékaz (a) Formula (Ay~ Ay~ ...~ A,)~> B nadobtda pri nejakom
udeleni hodnét y hodnotu N iba vtedy, ked Hod(Ai~ Az ~...~ A, x) =P
a Hod(B, x) = N, t. j. ked Hod(A1, x) = P, ..., Hod(A,, x) = P a Hod(B,
x) = N, v ostatnjch pripadoch nadobiida uvaZovani formula hodnotu P. Do-
kdZeme, Ze to isté plati aj pre formuly tvaru Ay - (Az~...>(A,~B)...). Ak
Hod (A1, x) =P,...,Hod (A,, x) =P a Hod (B, x) =N, tak Hod (A, B,
x) =N Hod (A,_1-(A,~ B), x) =N atd., to znamena, 7¢ pre kazdta podfor-
mulu tvaru A;- (Aji~>...->(A,~B)...) plati, ze Hod (A;~ (A1~ ...
~(A,—>B)...),x) =N a teda to isté plati i pre samt formulu A;~{A;~

> (A,—+B)...). V ostatnych pripadoch nadobtidaja formuly tvaru Aj-—
- (Az...»(A,~ B) ...) hodnotu P. Ak pre niektort z podformil A; plati,
Ze Hod (A;, x) = N, tak Hod (A; > (Ajy1-...>(A,~ B)...), x) = P, pretoze
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A; je antecendent tejto podformuly. Kazd4d dalsia podformula formuly A, -
—»(Az~...-(A,~B)...), ktora obsahuje ako svoju podiormulu vyraz
A+ (Aj1~...» (A, B)...) ma tiez hodnotu P a teda tato hodnotu nado-
bada i celd formula. Ak Hod (B, x) = P, tak Hod (A, ~ B, x) =P, Hod (A,_,~
-~ (A,- B), x) =P atd., pricom vébec nezileii na tom, aké hodnoty nadobi-
daji podformuly A;. Z uvedeného vyplyva, Ze formula A; - (Az~...-> (A,~ B)

..) nadobiida hodnotu N iba vtedy, ked formuly Ai, ..., A, nadobddaja hod-
notu P a formula B hodnotu N.

(b) Formula tvaru ~(A1~Az2~...~ A, ~B) nadobada hodnotu N
prave vtedy, ked formula (A1~ Az ~...~ A, "~ B) nadobida hodnotu P,
. j. ked Hod (A1, x) =P,...,Hod (A,, x) =P a Hod (~B, y) =P, pri¢om
Hod (B, x) = N. V ostatnjch pripadoch nadobida formula ~ (A; ~ Ay ~
...~ A,~ ~B) hodnotu P. To znamena, Ze formula (A1~ A,"..." A,
~ ~ B) nadobtida hodnotu N (resp. P) v tych istych pripadoch ako formula
(A1~ Ay~ ...~ A,) - B, ¢ize s rovnocenné.

Z tvrdenia 7 trividlne vyplyva, Ze formuly tvaru Ai- (Az-...- (A,~ B)
...) a ~(A1~ Ay~ ...~ ~B) st tautolégie prave vtedy, ked tautolégiami
st formuly tvaru (A1~ As...~ A,) > B, z ¢oho je na zdklade tvrdenia 1
zrejmé, ze B vyrokovologicky vyplyva z mnoZiny {Ai,..., A} prave vtedy, ked
formula niektorého z uvedenych tvarov je tautolégia.

7.3 Niektoré vlatnosti vyrokovologickej rovnocennosti. V nasledujtcich troch
tvrdeniach poukdZeme na niektoré vlastnosti vyrokovologickej rovnocennosti, na
ktoré sa budeme neskér odvolavat.

Tvrdenie 8. Pre kazda formulu A, B, C plati, Ze

(a) -A——4,

(b) Ak A—J||— B, tak B—|— A,

(¢) Ak A—|—~B a B—||—C, tak A—|—C.

Dékaz tohto jednoduchého tvrdenia ponechavame citatelovi.

Tvrdenie 9. Pre kazdda formulu Ai, ..., A, (n = 3) plati, ze ak Ay —i— As
a As—|—Asa...aA,_;—l—A,, tak A —]I-

Dokaz Ak n = 3, tvrdenie 9 plati na zaklade tvrdenia 8(c). Dokazeme, Ze
ak tvrdenie 9 plati pre Iubovolné i, ktoré spliia podmienku, ze 3 =i = n, tak
plati aj pre i + 1. Predpokladajme, Ze tvrdenie 9 pre i plati; na zédklade tohto
predpokladu dokazeme, 7e ak Ai1—l|—A; a Ay—l—A3 a...a A;—l— A,
tak A1 —Il—A; 1. Ak Aj_-—ll—Az a...a A_——Aa A—ll— A,H,takAl—IE—AE
(pretoze pre i tvrdenie plati). No ak A1—l—A; a A,'—H—- A;.1, na zdklade
tvrdenia 8 (c¢) plati, ze Ay —I— A;.q, ¢iZe ak tvrdenie plati pre i = 3, tak plati
aj pre i + 1.

Tvrdenie 10. Pre kazda formulu A, B, C, D plat1 Ze

(a) Ak A—|— B, tak ~A—|—~ B,

(b) Ak A—|—Ba C—||—D, takA ~C—|—B~D,
(c) Ak A-——BaC—; D, tak AV C H—-B D,
(d) Ak A—|—B —D, tak A~C—[—B-D, "
(e) Ak A—|—B a C—[Eﬁp tak A« C—||—B+~D.

D 6kaz. (a) Predpokladajme, ze A—||—B a x je IubovoIné udelenie hodnét.
Ak Hod (A, x) = P, Hod (~A,x) = N i Hod(~B, y) = N, pretoze Hod
(A, x) = Hod (B, x). Ak Hod (A, x) = N, aj Hod (B, x) = N, z ¢ho vyplyva,
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Hod (~ A, x) = Hod (~ B, x). Teda v kazdom pripade Hod (~ A, x) = Hod
(~B, ), t. j. ~A—|—~B.

(b) Nech A—|— B a C—|— D. DokaZeme, #e za tohto predpokladu A ~ C
——B~ D, t. j. 3¢ Hod (A~ C, y) = Hod (B~ D, y). Ak Hod (A~ C, x) =
P, Hod (A, x) =P i Hod (C, x) = P, z ¢oho na ziklade predpokladu vyplyva,
te Hod (B, x) =P a Hod (D, y) =P, ¢ize aj Hod (B~ D, x) =P. Ak
Hod (A~ C,y) = N, tak Hod (A, y) = N alebo (C,y) = N a teda aj
Hod (B, x) = N alebo Hod (D, ) =)N. No, ak B alebo D ma pri udeleni
hodnét y hodnotu N, aj Hod (B~ D, y) =N. Z uvedeného vypljva, Zze
Hod (A~ C, x) = Hod (B~ D, x¥) pri lubovolnom .

Obdobne ako (b) moino dokazat aj (c), (d) a (e), ¢o tu robif nebudeme.
Na zaklade tvrdenia 10 a 6 moino dokéazat cely rad daliich rovnocennosti.
Pre na§ vyklad majt vyznam najmi rovnocennosti

~(A~B)—l—~AYv~B,
~(Av B) —|—~A~~B,

ktoré sa spolu s rovnocennostami (o), (p), uvedenymi v tvrdeni 6, nazjyvaji
de Morganovymi rovnocennosfami. Ked?e A~ B—||-~(~Av~B) a AV B
—|=~ (~ A~ ~B), podla tvrdenia 10 (a) ~ (A~ B) —||—~~(~Av ~B),
a~(A~ B)—||—~~(~A~r~B). No ~~(~Av ~B)—||—-~Av~Ba ~~
(~A~~B)—||—~ A~ ~ B, z &ho podla tvrdenia 8 (c) vyplyva, ze ~(A v B)
~||—~A~~Ba~(A~B)—|-~Av~B. Na ziklade tychto rovnocennosti
mozno lahko dokizaf, Ze

~(A1v sz,,.vAn)—‘i!-"'"-'Al/\ ~Ay~ ..~ A,
(A A Ay A A Ay~ Ay A,

kde n je Iubovolné celé kladné éislo.

§ 8 Konjunktivna normdadlna [orma

Postupy, ktorymi sme doteraz rieili najdélezitejsie problémy vyjrokovej
logiky boli zvdésa sémantické. Napr. ak sme cheeli zistit, ¢ dand formula A
je tautolégia alebo & vyplyva z mnoziny formdal {A, ..., A,}, pripadne & je
vyrokovologicky rovnocenna s nejakou formulou B, skimali sme, ¢i tato formula
nadobuda pri kazdom udeleni hodnét hodnotu P, ¢i neexistuje udelenie hodnét,
ktoré spliia mnozinu {Ai1,..., Al a nespliia A a ¢éi A nadobuda pri kazdom
udeleni hodnét ta istd hodnotu ako B. Sémanticky rdz tychto postupov a tvah
je evidentny. V tejto stvislosti vyvstdva otdzka, ¢ sa uvedené problémy nedaja
rie§it vyluéne syntakticky, na ziklade tvaru formual. Moderna logika venuje
otazkam transformdacie réznych sémantickjch problémov na syntaktické mimo-
riadne velktt pozornost. Bez zvelitovania moino povedat, Ze hladanie réznych
syntaktickych prostriedkov a metéd (a zdévodiiovanie ich platnosti) na rieenie
sémantickych problémov je jedna z hlavnych dloh modernej logiky. Teraz sa
zozndmime s jednou zo syntaktickjch metéd, ktorou mozno o Iubovolnej for-
mule F zistit, ¢i je tautolégia. Je to tzv. transformécia na konjuktivhu normailnu
formu. Z kaZdej formuly F moZno pomocou syntaktickej operacie nahradzovania
(podformil uréitého tvaru inymi formulami) ziskat formulu $pecifickej §truk-
tary, ktord je vyrokovologicky rovnocenni formule F a méa taky tvar, Ze uZ na
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zdklade analyzy tohto tvaru mozno tohto tvaru mozno stanovit, ¢i tato formula
je tautolégia.

Strukttru formial v konjunktivnej normalnej forme presne uréime definiciami
9, 10. Neskér ukéZeme, ktoré formuly v konjunktivnej normélnej forme st
tautolégie.

Definicia 9. Predpokladajme, Ze kazdy z vyrazov Ai, ..., A, (n=1)
jc premenna alebo negicia premennej. Lubovolny vjraz tvaru A1~ Ax ™~ ..V A,
sa nazjva elementarnou disjunkciou.

Elementarnymi disjunkciami st napr. tieto vyrazy: p, ~q, p~¥ q, ~q~ =7,
pY ~qVvry ~p!? Elementirnou disjunkciou méze byt podla df. 9 aj formula,
v ktorej sa disjunktor vébec nevyskytuje. Existuji disjunkcie, ktoré nie si
elementdrnymi disjunkciami, napr. (p ~ q) v (p—q), i elementirne disjunkcie,
ktoré nie st disunkciami, a to premenné a negacie premennych.

Definicia 10. Nech Di1..., Dy (k= 1) stt lubovolné elementarne dis-
junkcie. Kazdy vyraz tvaru D1 ~ D3 ~ ...~ D sa nazjva formulou v konjunk-
tivnej normailnej forme (dalej len k. n. f.). Budeme tiez hovorit, ze vyraz
tohto tvaru ma k. n. £
~ Podla df. 10 k. n. f. maji aj formuly, v ktorjch sa konjunktor vébec nevy-
skytuje. Formulami v k. n. f. sd napr. tieto vyrazy: p,~q,p~ ¢, p~ ~7.p "~ ~q,

(pvQ)/\'(qv,.,p), (’P\/wq \/_Q)/\(r/\ ~-g) A (pr)Aq

Ka?da formula F1 sa da transformavof na takd formulu F,, ktord je v k. n. L.
a je rovnocenni formule Fi1. Pri transformadcii formal na k. n. f. nahradzujeme
niektoré podformuly danej formuly Fi1 a formal Fs, Fs, ..., F,_y, ktoré z nej
tymto nahradzovanim postupne dostivame, inymi formulami dovtedy, kym ne-
ziskame formulu F,, ktora mi k. n. f Podformuly formal Fi,..., F,_; na-
hradzujeme vidy formulami, ktoré st nahradzovanym podformuldm vjrokovo-
logicky rovnocenné. Nizsie dokdZeme tvrdenie, Ze nahradenim nejakej pod-
formuly A v lubovolnej formule C nejakou formulou B, ktora je vyrokovologicky
rovnocennd A, vidy dostaneme formulu rovnocennd formule C.

Nech C[A/B] je jednak formula C, jednak lubovolnd formula, ktord moZno
z formuly C ziskat nahradenim jedného, dvoch, ...alebo vietkjch vjskytov
podformuly A v C formulou B. Ak A nie je podformulou C, C[A/B] = C. Napr.
ak C je formula (p~gq)~ (r—(p~¢q)), A je formula (p~q) a B je formula
~pvygq, C[A/B], resp. (p~q)—(r—>(p~q))|p~a/~p~q] je ktordkolvek
z tychto formdl: (p-gq) - (r->(p~q)), (~p~v @)= (r=(p-q)), (p-q)~
“(ro(~pvgq)), (~pvq)->(r-(~p~vq)). Hoci symbol ,C[A/B]" nie je
jednoznaény, domnievame sa Ze nemdie vyvolat véinejSie nedorozumenia.
Symbol ,,C[A/B]* chapeme tak, Ze plati:

123 Y uvedenych formulich i v schéme elementirnej disjunkcie, ktord sa nachadza v df. 9
st vynechané zatvorky, ktoré moino doplnif tzv. uzatvorkovanim dolava. Kedie lubovolna
elementdrna disjunkcia s uzdtvorkovanim dolava je na zaklade tvrdemia 6 (k) rovnocenna
vyrazu s inym uzitvorkovanim, budeme za elementirnu disjunkciu povazovaf kaidd formulu,
ktord moino z elementirnej disjunkcie s uzdtvorkovanim dolava ziskaf inym uzatvorkovanim.

128 Schéma formuly v k. n. . uvedend v tejto definicii je skratkou s chybajicimi zatvor-
kami, ktoré moino doplnif uzatvorkovanim dolava. Za formulu v k. n. f. budeme viak povaZovat
kazda formulu, ktord moZno z formuly s uzatvorkovanim dolava ziskat injm rozmiestenim
zatvoriek (na zaklade 6 (j) st Iubovolné dve také formuly vyrokovologicky rovnocenné).

450



(~D)[A/B] = (~(D[A/B]))

(D ~ F)[A/B] = D[A/B] ~ F[A[B]
(D v F)|A/B| = D[A/B] v F[A/B] -
(D - F)|A/B] = D|A/B] -~ F|A/B]
(D « F)[A/B] DJA/B] ~ F|A/B|

Tvrdenie 11. Nech A, B, C si lubovolné formuly. Ak A—j— B, tak
C —— C[A/B].

Dékaz (i) Predpokladajme, 2e A—j—B a C je vyrokovd premenni.
Ak A nie je podformulou C, tak C[A/B] = C, a preto podla tvrdenia 8 (a)
C ——C[A/B]. Ak A je podformulou C, A = C, pretoze C je premenna
a C[A/B] je formula C alebo B. V prvom pripade C —— C[A/B] na ziklade
tvrdenia 8 (a), v druhom C —|— C[A/B] na ziklade predpokladu, ze A —|— B

(ii) Nech D a F sti formuly, pre ktoré tvrdenie 11 u% plati, to znameni,
te ak A—— B, tak D—I—D[A/B] a tiez F—— F[A/B]. Na zaklade pred-
pokladu, Ze tvrdenie 11 plati pre jednoduchsie formuly D, F dokédzeme, Ze plati
aj vtedy, ked C je formula tvaru (~D), (D~ F), (DY F), (D-F) alebo
(D« F). Ak A—— B, tak D—|— D[A/B], z éoho podla tvrdenia 10 (a) vy-
plyva, ze ~D—|—~(D[A/B]) = (~D)[A/Bl. Ak A—|—B, D——D[A/B],
a F—|— F[A/B], z ¢oho podla tvrdenia 10 (b) — (e) postupne, dostdvame, Ze

D ~ F —|— D[A/B] ~ F[A/B] = (D ~ F)[A/B],
D~ F—— D|A/B] v F[A/B]| = (D v F)[A/B],
D - F —|— D[A/B] - F[A/B] = (D - F)[A/B],
D « F —|— D[A/B] ~ F{A/B] = (D - F)[A/B],

Teda ak tvrdenie 11 plati pre jednoduchie formuly D, F, plati aj pre ich
negécie, ich konjunkeiu, disjunkciu, implikéciu a ekvivalenciu; no kedZe plati
pre premenné, plati aj pre ich negicie, konjunkcie, ..., dalej pre nagicie,
konjunkeie, ... tychto formul atd., t. j. pre kazda formulu C.

Ked 'si &itatel osvoji techniku transformacie formal na k. n. f., s ktorou
ho zozndmime neskér, bude mu intuitivne zrejmé, ze ku kazdej [ormule A
existuje formula v k. n. f, ktord je vyrokovologicky rovnocenna formule A.
Napriek tomu sa to pokuasime dokédzat; dékaz bude trochu zloZitejsi, pred-
poklada totiz tri nasledujtce tvrdenia.

Tvrdenie 12. Nech A je lubovolnid formula v k. n. f. a D Tubovolnd elemen-
tdirna disjunkcia. Existuje taka formula B, Z2¢ A~ D——B a B je vyraz

v k.n. L.

Dékaz Nech A je Di~ Dy~ ...~ D, kde kaidé D; je nejaka elemen-
tirna disjunkcia. A~ D = (D1~ Dy~ ...~ Dy)¥ D——DY (D1~ Dy~
ia i Dl == (DY (Dy & Da o, Dy _y) # (DY Dg) ~=— s =
(D~ D1) ~(D~ Dz)~ ..~(D~¥ D), kde (D~ D;) je disjunkciou dvoch
elementdrnych disjunkcii. Je zrejmé, Ze disjunkcia dvoch elementdrnych dis-
junkeii je tiez elementdrnou disjunkciou, &ize celd formula (D ™~ D1) ~ (D v D3)
~ ...~ (DY D) ma k. n. f. a teda je hladanym vyrazom B, ktory je na za-
klade tvrdenia 9 rovnocenny formule A v D.

Tvrdenie 13. Nech Aj,... A, st lubovolné formuly v k. n. f. Potom
exisluje taka formula B, ze A3 ¥ Ay~ ...~ A,—|— B a B je formula v k. n. f.
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Dokaz Ak n = 1, tvrdenie plati trividlne. Dok4Zeme, Ze ak tvrdenie 13
plati pre Iubovolné m, ktoré splita podmienku, Ze 1 = m < n, tak plati aj pre
m -+ 1. Nech teda plati, ze Ay~ A2~ ...V A, —I—C, kde C je vjraz v k. n. 1.
Predpokladajme, ze C je vyraz D1~ Dy~ ...~ D,, kde kazdé D; je elemen-
tarna disjunkcia. Podla tvrdenia 10 (c¢) ak A1~ Ay~ .. . VA, ——C a Anpy

—”_‘Am+l: tak (Al ¥ A‘Z B Am) Y Am+1 == Cv Am+1 = :(Dl 8 -DZ 7y
ADD VA A1 VD1~ D2 ~ L ADg) —— (Apsr ¥ (D1~ D2
. Dk—l)) o~ Am-!-l b D.fa) -1 ... —— (A|n+}. il Dl) % (Am-l-‘l i D?-)

“L..on (Apgr v Dy). Podla tvrdenia 12 ku kaZdej podformule (A, ,; ¥ D;)
posledného vyrazu existuje jej rovnocenna formula F; v k. n. f. Nahradenim
podformil A,:, ¥ D; im rovnocennymi formulami F; v k. n. f. dostaneme

vyraz Fy ~ Fp ~ ...~ F, ktory je k-nasobnou konjunkciou formal v k. n. f
Je zrejmé, Ze konjunkcia formdl v k. n. f. je tieZ formulou v k. n. {. Teda
formula F1 ~ F3~ ..~ F, ma k. n. {., je rovnocenna formule (A; > A; v

v Ay) Y Ay, CiZze tvrdenie 13 plati pre m + 1, z &oho vyplyva Ze plati aj
pre n.

Tvrdenie 14. Ak A je formula v k. n. [, existuje taka formula B, Ze
~A——BaBijevk ntf

Dékaz Ak A je elementirnou disjunkciou A1 ~ A2~ .. v A, ~A =~
(A1 ¥y Ao v ..V A)——~A ~~A ~ ... ~~A, kde A; je premenni
alebo negacia premennej a teda ~ A; je negicia premennej alebo dvojitd ne-
gdcia premennej, ktord je na zdklade tvrdenia 6 (g) rovnocenni samej pre-
mennej, ¢ize cely vyraz je rovnocenny konjunkecii premennych alebo negovanych
premennych a teda vyrazu v k. n. f. Ak A je vyraz D1~ Dy~ ...~ Dy, kde
kazdé D; je elementdrna disjunkcia, ~A =~ (D1~ Dy~ ...~ Dy)——~D1 Vv
~D3~ ...V ~Dy Ku kazdému ~ D; existuje formula F;v k. n. f., Iebo D; je ele-
mentdrna disjunkcia, teda ~D1 vV ~D; V... ¥ ~Dp, ——F1VF;v ...V F.
Podla tvrdenia 13 k formule F1 ™ Fy™ ...V F;, kde ka?di formula F; ma
k. n. f., existuje jej rovnocenny vyraz v k. n. f. a tento vyraz je hladanou
formulou B.

Teraz pristipime k dokazu tvrdenia, Ze ku kazdej formule existuje jej rovno-
cennd formula v k. n. f.

Tvrdenie 15. K lubovolne; formule A existuje takd formula B v k. n. f.,
pre ktort plati, Z2e A —— B. :

Dékaz (1) Ak A je premenna, ma k. n. f. a tvrdenie 15 plati.

(2) Predpokladajme, Ze C1 a D1 sii formuly, pre ktoré tvrdenie 15 plati a Ze
Cz a D; su také formuly v k. n. f., 2e C1—— C32, D1—— Ds. UkaZeme, Ze
tvrdenie plati aj vtedy, ked A je formula tvaru ~Ci, C1 ~ D1, C1 Vv D1, C1—~ Dy,
C1+ D;.

(a) Nech A je formula ~ C1. Podla predpokladu plati, Ze C1—|— C», z ¢oho
podla tvrdenia 10 (a) vyplyva, Ze ~ C1—l— ~ C2. Dokazali sme, Ze k negécii
vyrazu v k. n. f. existuje s nim rovnocenna formula v k. n. f. a teda i k vy-
razu A rovnocennému s ~ C; existuje formula v k. n. L.

(b) Nech A je formula Ci1 ~ Di. Podla predpokladu plati, ze C1——C2 a
D1 —l— D2, z &ého vyplyva, ze C1 ~ D1 —— C2 ~ Di. Formuly Cz, D: st
v k. n. f. Ked#e konjunkcia formdl v k. n. f. je formulou v k. n. £, formula
Cz ~ D, ma k. n. f, &ize i v tomto pripade k formule A existuje jej rovi.ncenna
formula v k. n. {.
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(c) Nech A je formula tvaru C; ¥ D1. Podla predpokladu plati, ze C; —— C:
a D1—4— D2 a teda aj to, Ze C1 Vv D1—— C2 Vv D3. Plati tiez, Ze Cz ¥ D2—i—
~ (~Cz »~ ~D3). Uz vieme, ze k vyrazom ~ Ci, ~D; existuji im rovnocenné
vyrazy Cs, D3 v k. n. f. také, Ze ~C2—— C3, ~ D2 —I— D3 teda plati tiez, Ze
~Cy ~ ~Dy—— C3 ~ D3, pricom formula C3~ D3 je v k. n. £, dalej plati,
ze ~(~Cz~~Dj3)——~(Cs~ D3). No k formule ~ (C3~ Ds) existuje jej
rovnocenna formula v k. n. ., pretoze formula C3 ~ D3 je v k. n. f. a k neg4cii
vyrazu v k. n. f. existuje s nim rovnocenna formula v k. n. f. A kedze A = C:
¥ D1——C2~ Dy —|—~ (~ Cy ~ ~D3), ku ktorému existuje rovnocenni for-
mula v k. n. f., aj k formule A existuje jej rovnocenna formula v k. n. f.

Ak A je formula tvaru Ci- D1 alebo C1+« Di, tvrdenie dokazujeme podobne
ako v bode (c), pricom vychadzame z toho, ze Ci- Di—f—~ (C1i~ ~D1),
CieoD1——~(C1~~D1) ~~(Dy1~~Cqy) a z vysledkov ziskanych v (a)
=),

Transformacia nejakej formuly F1 na k. n. f. je konstrukciou postupnosti
tormal (Fy,..., F,), v ktorej pre kaidd formulu F; (i = 2,...,n) plati, Ze
F; = F;_; [A/B], pritom A—|—B a F, je v k. n. . Podla tvrdenia 11 F;——
F,_1 a teda aj F1—|—F,, ¢o moino lahko dokdzat na ziklade tvrdenia 9.
Pri transformécii na k. n. f. postupujeme tak, Ze z formal Fi,..., F,_; postupne
odstrafiujeme implikator a ekvivalentor, nahradzajac podformuly tvaru A - B
formulami tvaru ~ A v~ B a podformuly tvaru A < B formulami tvaru (~ A v~ B)
»~ (~BYvA). Podformuly tvaru ~ ~ A nahradzujeme formulami tvaru A a pod-
formuly tvaru ~ (A ~ B), ~ (A~ B) rovnocennymi formulami tvaru ~ A v ~ B,
~ A ~ ~ B. Po naznafenjych tpravach dostaneme formulu, v ktorej sa bude vy-
skytovat iba konjunktor, disjunktor a negator, priom negétor sa bude nachadzat
iba pred vyrokovymi premennymi. Ak tito formula efte nemi k. n. f., dalsie
upravy robime na zdklade rovnocennosti (h), (ch), (j), (k), (m), (n) tvrdenia
6 dovtedy, kym neziskame formulu v k. n. f. Formula F, v k. n. f. ziskani
uvedenymi transformdaciami z formuly F1 nie je urfend jednoznaéne. K danej
formule F; spravidla moZno najst viacej s fiou rovnocennjych formdl v k. n. f.

Nasledujtca postupnost formdl je transforméciou formuly (p—g)—(~q—~p)
na jej rovnocennid formulu v k. n. f.:

(1) (p=q) > (~q-~p)

(2) (~p~gq)>(~q-~p)

(3) (~pvg)=s(~~qV~p)

(4) ~(~pvq)V (~~gV~p)

(3) (orp o) ¥ (e Voo p)

(6) (pr~q)v g™V ~p)

(7) (qv~p)~ (pr~q)

B8) ((gv~p)vp)~r((gv~p)V~q)

Kazda z formal (2), (3), (4) sme ziskali z predchidzajticej nahradenim
nejakej podformuly tvaru A - B formulou ~ A~ B. Formula (5) wvznikla
z formuly (4) nahradenim podformuly ~ (~p v gq) jej rovnocennou formulou
(~~p~~q) a formula (6) z formuly (5) nahradenim podformal ~~ p,
~~q formulami p, q. Formulu (7) sme dostali na zaklade rovnocennosti
AV B—|—BYv A a formulu (8) na ziklade rovnocennosti A~ (B~ C)—|—
l_”_ (A~ B)~ (A~ C). Formula (8) ma k. n. f. a je rovnocenni formu-
e(l).
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Na zéver dokdZzeme tvrdenie, podla ktorého formula v k. n. f. je tautolégia
prave vtedy, ked kazda elementarna disjunkcia tejto formuly obsahuje nejaka
premennd a zarovell negiciu tejto premennej.

Tvrdenie 16. Nech A je lubovolnd formula v k. n. f., teda nech A =
=Dy~ Dy~ ...~ Dy kde kazdé D, je elementarna dlslunkaa a C nech je
Iubovolna vyrokovd premennd. Potom plati, Ze A je tautolégia vtedy a len
vitedy, ked pre kazdu elementarnu disjunkciu D; plati, Ze v D; sa vyskytuje
nejaka premenna C a zaroveii ~ C.

D ékaz (i) Predpokladajme, ze A je tautolégia a Zze aspoii jedna D;
neobsahuje nijakd premennt C a zdroveii ~ C. Potom viak existuje udelenie
hodnét . x' pri ktorom Hod(D; x') = N a sice také y', ktoré negovanym
premennym- priraduje hodnotu P a ostatnym hodnotu N. No kedie A je tau-
tolagia, .pre kazdé y plati, Ze Hod (A, y) =P, teda ag Hod (D1, x) =P,

, Hod(D;, xy) = P, tize nie je pravda, ze exwtu]e x' pri ktorom Hod(D;,

¥ ) = N.

(i) " AK kazda D; Dbsahu]e nejakd premennt C a zaroveil ~ C, pri kazdom
udeleni hodnét y Hod (C, x) = P alebo Hod (~C, x) =P, teda pri kazdom
x aspoii jeden ¢len kaZdej elementdrnej disjunkcie D; nadobtda hodnotu P
a teda celd D; ma pri ka’dom udeleni hodnét hodnotu P, EiZe je tautolégia.
No ak kazda D; je tautolégia, aj D1~ Da~ ...~ Dy je tiez tautolégia.

Formula (8) obsahu]e v, kazdej elementame] disjunkcii nejakd premennu
zdroveii s jej negiciou a preto je tautolégia. Kedze formula (8) je vyrokovo-
logicky rovnocenna formule (1), aj formula (1) je tautolégia. Transformaciou
na k. n. f. sa moézeme o lubovolnej formule vyrokovej logiky presvedéit, & je
tautoldgia. Existuja aj iné formy ako je konjunktivna (zavedené pre rézne
Géely), nebudeme sa tu viak nimi zaoberaf.

Oprava

V XI. pokraéovani Uvodu do formdlnej logiky, uverejnenom v 3. éisle Filo-
zofie, ro¢. XXIV, sa vyskytuju tieto tladové chyby: Na s. 321 v 8. riadku zdola
miesto ,/ £ i = n“ mé byt ,1==i=n" a v 7. riadku zdola namiesto ,ktoré"
ma byt ,ktoré kazdej“. Na s. 322 v tab. 14 st v poslednom stipci prehodené
symboly pravdivostnjch hodnét: v predposlednom riadku stlpca ma byt symbol
.N“ a nad nim symbol ,P". Na s. 328 v 8. riadku zdola namiesto ,~“ ma byt

~v“ Na s. 324 v 12. riadku zhora namiesto ,A“ mé byt ,A,” a v 26. riadku
namiesto ,cheme® mé byt ,chceme”. Na s. 325 v tvrdeni 2 chyba veta: (k) A,
Bl—A ~B. Na s. 326 v 24. riadku zhora namiesto ,formula® mai byt ,for-
rmule® a v 2. riadku zdola namiesto ,M," méa byt ,My.“.

Red.

454



