UVOD DO FORMALNE] LOGIKY

PAVEL CMORE]

§ 6. Hodnota formul

6.1 Interpreticia primitivnych symbolov a formal. Hoci niektoré viyrazy vy-
‘rokovej logiky sme nazvali vyrokovymi premennymi, iné vyrokovymi spojkami
alebo zitvorkami, spojku ~ negitorom, spojku A konjunktorom atd., v skutoé-
nosti sme sa tymito vyrazmi zaoberali z ¢&isto syntaktického hladiska, skimali
sme ich len ako objekty uréitého tvaru a Struktiry a ani jednému. z nich sme
zatial neudelili nijakj vyznam. Pravda, uz pri volbe uvedenych nizvov sme pri-
hliadali na to, ako budeme neskér tieto vyrazy interpretovat. Teraz pristipime
k interpretacii primitivnych symbolov a formul vyrokovej logiky.

Vlastnymi primitivnymi symbolmi sd iba vyrazy p, q, r, s, ..., ostatné primi-
tivne symboly st nevlastné. Vyrazy p, g, 7, s,... si premenné, oblast ich pre-
mennosti je mnozina pravdivostnych hodnét {P, N}; st to teda vyrokové premen-
né. Vyznam nevlastnych vyrazov uréime v definicii pojmu hodnoty, v ktorej
ukiZeme, aky vplyv maji na vyznam sprdvne utvorenych zloZzenych vyrazov,
v ktorjch sa nachddzajt. V tejto definicii sa vymedzuje pojem hodnoty Iubo-
volnej formuly pri Iubovolnom udeleni hodnét jej premennym, &éim sa presne
uréuje jednak vyznam nevlastnych vyrazov, vyskytujacich sa v zloZenjych formu-
lach, jednak vyznam formul, ktoré sa tu nepriamo interpretuji ako vyrokové
formy. Vyznam formy pokladime totiz za urdeny stanovenim jej hodnoty pri
Iubovolnem udeleni hodnét vietkym jej premennym. 1%

Pri formulacii definicie hodnoty ako aj inych definicii a tvrdeni budeme v Myy,
Casto pouzivat vyrazy y, x', x1. X2, -.. . Su to premenné, oblasfou ich premen-
nosti je mnoZina vietkych udeleni hodnét vyrokovym premennym. Pod udelenim
hodnoty tu rozumieme Iubovolné priradenie hodnét vsetkym premennjym nejakej
mnoziny vyrokovych premennjych. Hodnotu, ktort udelenie hodnét y prira-
duje nejakej premennej, napr. p, budeme aj v My oznacovat symbolom y(p).
Vyraz ,Hod(F,y)" budeme v My, pouZivat ako skratku vyrazu ,hodnota
formuly F pri udeleni hodnét y, ktoré kazdej premennej tejto formuly priraduje
nejakt hodnotu .

Definicia 3. Nech F je lubovolnd formula vyrckovej logiky a y nejaké
udelenie hodnét vietkym premennjym tejto formuly.

1. Ak F je vyrokovi premennd, Hod(F,y) = x(F).

2. (i) Ak F je formula tvaru (~A), Hod(F, y) = P prave viedy, ked Hod(A,
x) = N; Hod(F, y) = N vtedy, ked Hod(A,y, = P.

(ii) Ak F je formula tvaru (A A B), Hod(F, x) = P prave vtedy, ked Hod(A,
x) =P a Hod(B,y)="P. Hod(F,y) =N prave vtedy, ked Hod(A, x)=N
alebo!®” Hod(B, y) = N.

W8 Od inych vyznamovych aspektov foriem abstrahujeme (pozri 2.5).
W7 Viraz ,alebo" sa tu pouZiva v nevylufovacom zmysle.
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(iii) Ak F je formula tvaru (A v B),Hod (F, x)= P prave viedy, ked Hod(A,
x) =P alebo'® Hod(B,y) = P. Hod(F,y) = N viedy, ked Hod(A, y) =N
a Hod(B,y) = N.

(iv) Ak F je formula tvaru (A - B), Hod(F,y) =P prave vtedy, ked Hod
(A, x) =N alebo'” Hod(B,x) =P. Hod(F,y) =N prive vtedy, ked Hod(A,
x) =P a Hod(B,x) = N. '

(v) Ak F je formula tvaru (A < B), Hod(F, y) = P prave vtedy, ked Hod(A,
x) = Hod(B, x). Hod(F,y)= N vtedy, ked Hod(A, x) + Hod(B, ).

Tato definicia interpretuje symbol ~ ako spojku ,nie je pravda, Ze", symbol A
ako spojku ,a“, symbol Vv ako spojku ,alebo“, symbol - ako spojku ,ak ...,
tak - - -“ a symbol « ako spojku ,vtedy a len vtedy, ked“. Vzhladom k tomu
moézeme lubovolni formulu tvaru (~ A) nazyvaf negiciou a &itat ju ,nie je
pravda, ze A“ 1% formulu tvaru (A A B) konjunkciou a &tat ju ,A a B“ atd.1%
Uvedena interpreticia symbolov ~, A, A, — <« objasfiuje aj volbu ich mien
Jnegator“, ,konjunktor”, ,disjunktor”, ,implikitor" a ,ekvivalentor v M, .

Na zaklade def. 3 mozno uréit hodnotu kazdej formuly pri Iubovolnom udeleni
hodnét vietkjm jej premennym. Niektoré formuly nadobudaja pri kaZdom udeleni
hodnét hodnotu P, iné pri niektorych udeleniach hodnotu P a pri niektorych
udeleniach hodnotu N a ostatné pri kazdom udeleni hodnét — hodnotu N.

Definicia 4. Nech F je nejaki formula a x Iubovolné udelenie hodnét
vietkym jej premennym. Formula F sa nazjva tautolégia''® vyrokovej logiky,
ked pre kazdé udelenie hodnét y plati, Ze Hod(F,x) = P. Ak pre kazdé udelenie
hodnét y plati, ze Hod(F,y) = N, formula F sa nazjva kontradikcia vjrokovej
logiky. Formula, ktora nie je ani tautolégia ani kontradikcia sa nazjva neutralna
formula vyrokovej logiky.

Medzi virazmi vyrokovej logiky sa nevyskytujt nijaké kondtanty (ani vjroko-
vé, t. j. vyroky). Symboly pravdivostnjch hodnét ,P“, ,N“ patria do M, '**
a v§rokové spojky sa tu chipu ako nevlastné vyrazy. Z interpreticie primitivnych
symbolov a df. 1 je zrejmé, e ka?d4 formula je forma. Konstantné vyroky sa
medzi vyrazmi vyrokovej logiky nevyskytujd. Pri aplikdcidch vyrokovej logiky
sa Casto skimaji a analyzuja vyroky, ktoré moZno z formil vyrokovej logiky
ziskat dosadenim nejakych virokov za ich premenné. Lubovolny vyrok V neja-
kého jazyka ] sa nazjva vyrokovo-logicky pravdivy prive vtedy, ked existuje
tak4 formula F, ktora je tautolégia a V je vjrok, ktorj moizno z formuly F ziskat
dosadenim nejakych vyrokov za vietky jej premenné (pricom za kaidy vyskyt
tej istej premennej sa dosadzuje ten isty vyrok). Vyrok V sa nazjva vyrokovo-
logicky nepravdivy, ked formula F, z ktorej ho moZno ziskat dosadenim za vSetky
jej premenné, je kontradikcia.

6.2 Tabulkové overovanie formil vyrokovej logicky. O Iubovolnej formule F
moino efektivne rozhodnuf, ¢ je tautolégia, kontradicia alebo neutrdlna for-

108 Pripadne ,non A“ alebo ,nie A“, ¢o je vyhodné najmi pri &tani zlozitejsich formal.

100 [mlikdciu A - B niekedy é&itame ako ,A inmplikuje B“, kde vjraz ,implikuje* mai ten isty
viznam ako spojka ,ak..., tak---. Ekvivalencia A~ B sa niekedy &ita ako ,A ekvivalentné
s B

10 Tautolégie sa niekedy nazjvaji zdkonmi vyrokovej logiky.

11 Symboly pravdivostngch hodnét (resp. aspoii jeden z nich) patria v niektorjch systémoch
medzi primitivne symboly vyrokovej logiky.
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mula.? Treba len zistif, aké hodnoty nadobiida F pri jednotlivych udeleniach
hodnét jej premennym. Ak sa vo formule F vyskytuje presne n (n = 1) navzajom
rozliénjch premennych, existuje 2" réznych udeleni hodnét, ktoré udelujia nejaké
hodnoty vietkjm premennym formuly F a len tymto premennym."? Napr. kedZe
vo formule (p—+gq)—+p sa vyskytuji dve rézne premenné, existuje 22 réznych
udeleni hodnét, ktoré priradujt nejaké hodnoty prave premennym tejto formuly.
Tieto udelenia hodnét mozno prehladne uviest v tabulke:

WHZZ |~
22| =

Tab. 8.

Kazdy riadok, v ktorom sa nachadzajt symboly pravdivostnjch hodnét pred-
stavuje jedno zo Styroch moZnjch udeleni hodnét, ktoré priradujii nejaké hodnoty
prave premennym p, ¢. Pod jednotlivymi premennymi sa nachadzaju symboly
pravdivostnych hodnét, priradenych prislusnymi udeleniami hodnét tymto pre-
mennym. Napr. predposledny riadok tabulky predstavuje udelenie hodnét, ktoré
premennej p priraduje hodnotu P a premennej ¢ — hednotu N.

Tabulka vietkjch udeleni hodnét, ktoré priraduji nejaké hodnoty priave pre-
‘mennym p, g, r obsahuje osem (t. j. 2%) riadkov, predstavujtcich osem réznych
udeleni hodnét tymto premennym (pozri tab. 9).

par |
NNN
N N P
NP N
NP P
P NN
P N P
PPN
P P
Tab. 9

Udelenia hodnét priradujtce nejaké hodnoty aj premennym, ktoré sa vo for-
mule F nevyskytuji (ktoré vSak priraduji uréitd hodnotu kaidej premennej
formuly F) nemusime brat do tGvahy, pretoze kazdé z nich priraduje premennym
formuly F tie isté hodnoty ako niektoré z 2" udeleni hodnét, ktoré udeluji
hodnoty iba premennym formuly F. To znamena, Ze ak y a y' st dve rdzne

12 T j, v konefnom poéte krokov pomocou presne urdenjch a mechanicky realizovatelnjch
operdcii.

113 Je zrejmé, Ze y = y' vtedy a len vtedy, ked y priraduje nejaké hodnoty tjm istym pre-
mennym ako y', pri¢om x udeluje kaZdej z nich tu istd hodnotu ako y'.
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udelenia hodnét, ktoré premennym nejakej formuly F priradujia tie isté hodnoty
(ale nejaké hodnoty priradujt aj premennym, ktoré sa v F nevyskytuja) Hod(F,
x) = Hod(F,y’') pretoze hodnota F zavisi iba od toho, aké hodnoty si priradené
jej premennym. Porovnanim tab. 8 a 9 lahko zistime, Ze kaZdé udelenie hodnét
premennym p, ¢, ¥ priraduje premennym p, g iba tie hodnoty, ktoré im udeluje

niektoré z udeleni hodnét, uvedenych v tab. 8. Preto budeme dalej uvazovat len
o udeleniach hodnét, ktoré priradujii nejaké hodnoty prave premennym danej
formuly.

Teraz sa zozndmime s tzv. tabulkovou metédou overovania formiul vyrokovej
logiky. Touto metédou moZno o lubovolnej formule F na ziklade koneéného
poétu krokov efektivne rozhodnit, €i je tautolégia, kontradikcia alebo neutridlna
formula. Hodnotu formuly F pri lubovolnom udeleni hodnét jej premennym
nijdeme tak, Ze zistime, aké hodnoty nadobtdaji pri danom wudeleni hodnét
vietky jej podformuly, pricom postupujeme od najjednoduchiich podformul (t. j.
premennych) k stile zlozitej§im aZz kym neddjdeme k formule F. Z df. 3 vieme,
ze hodnota Tubovolnej premennej A pri urfitom udeleni hodnét y je y(A), t. j.
pravdivostnid hodnota, ktort y priraduje premennej A. Hodnota zloZenych pod-
formil zavisi od hodnét, ktoré pri danom udeleni hodnét nadobidajt ich bez-
prostredné podformuly. Skimajme, & formula (p - q) - p je tautolégia, kontra-
dikcia alebo neutrdlna formula. Jej podformulami si formuly p, q, p—+4q, (p-q)
—~p. Ak x udeluje premennej p hodnotu N a premennej ¢ hodnotu N, Hod(p,
x) =N a Hod(q,y) = N. Kedze hodnota podformuly p -gq zavisi od hodnét
jej bezprostrednych podformil, podla df. 3 Hoh(p > gq, x) = P. Bezprostrednymi
pedformulami formuly (p -+ ¢q) — p st formuly p —+gq, p a pretoie hodnotou prvej
je P a hodnotou druhej — N, podla df. 3 Hod((p—~gq) - p, x) = N. Obdobne
postupujeme pri dalfich udeleniach hodnét premennym p, q. Cely postup zisfo-
vania hodnét formuly (p —q) - p pri vetkjch udeleniach hodnét jej premennym
mozno rozviest a prehladne opisat v tabulke.

pqg | p|-a]|p-al p-q-p

NN|N|N p N

NP|N|P P N

PN|P|N N P

P P P P P P
Tab. 10. B

V prvom a druhom stlpci tabulky sa ped vodorovnou é&iarou nachidzaji sym-
boly 'hodnét priradenych jednotlivimi udeleniami hodnét premennym p, gq.
V dalsich dvoch stlpcoch sti symboly hodnét, ktoré pri prisluinjch udeleniach
hodnét nadobidajii najjednoduchiie podformuly, t. j. premenné p, q (pretoie
hodnota Iubovolnej premennej A je x(A), tieto stlpce st zbytoéné). V poslednych
dvoch stlpcoch sa pod vodorovnou é&iarou nachadzaji symboly hodnét, ktoré na-
dobidaju podformuly p-~g a (p-g)-p, v kaZdom riadku symbol hodnoty,
ktortt nadobtidaji pri udeleni hodnét uvedenom v tomto riadku. Posledny stipec
je stlpcom hodnét, ktoré nadobiida skiimana formula. Na fiom vidime, Ze formula
(p-=q)~p je neutrslna formula. Aby sme pri tabulkovom overovani formal
vyrokovej Iogiky nemuseli pisat vietky podformuly skiimanej formuly F osobitne,
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stadi uviest formulu F, symboly hodnét jej premennych napisat pod jednotlivé
vyskyty tychto premennych a symboly hodnét, ktoré nadobiidaja podformuly
tvaru (~A), (A A B), (Av B), (A->B), (A« B) pod uvedeny vyskyt nega-
tora, konjuktora, disjunktora, implikitora alebo ekvivalentora. Namiesto tab. 10
dostaneme tak tabulku

P g |->q-0p

NN|NPNNN

N P|NPPNN

P N|PNNPP

PP|PPPPP
Tab. .11.

Pretoze formula (p—gq)—>p ma tvar A~ B, kde A je formula p—~q a B je
premenna p, symboly jej hodnét sa nachadzaju pod implikatorom, ktory sa vy-
skytuje bezprostredne pred formulou B, t. j. pod druhym vyskytom implikatora
v tejto formule (pod prvym vyskytom implikdtora sa nachadzaji symboly hodnét,
ktoré nadobiida podformula p —gq). Tymto sposobom eite overime formulu (p v

~p)=>(pA ~p)a(p-q)->((g~7)~(p~T7)).

p | (Vv ~p)=(p A ~p)

N | NPPNNNN PN
P PPNPNPNNP

Tab. 12.
par |@-9-g~>1=>(~->71)
NNN | NPNPNPNPNP
NNPFPINENENPRPENET
NPN | NPPPPNNPNPN
NPP INPPPPPPPNPP
PNN | PNNPNPNNPNN
P NP FPNNPNPEPP PP
PPN | PPPPPNNPPNN
PE P IPRPPEPEPRRERPR

Tab. 13

Pomocou uvedenych tabuliek sme zistili, Ze formula (pv~p)-=(p V~p)
je kontradikcia a formula (p - gq) - ((q—>7) =~ (p—~r)) tautolégia. Podobne moZno
overit lubovolnt formulu vyrokovej logiky.

Nech F je lubovolni formula a Cy, Cy, ..., C, vietky jej navzdjom rézne pre-
menné. Predpokladajme, ze V je vyrok nejakého jazyka ], ktory mozno z formuly
F ziskat dosadenim nejakych vyrokov Vi, Vs, ..., V., za vietky jej premenné
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(tieto vyroky nemusia byt navzajom roézne, ale za kaidy vyskyt Iubovolnej pre-
mennej musi byf{ dosadenj ten isty vyrok). Predpokladajme, Ze za premenni
C; sa dosadzuje vyrok Vi (1 =i =n). Ak y je také udelenie hodnét, ktoré pre-
mennej C; priraduje ti pravdivostna hodnotu, ktord denotuje vyrok V: , tak
denotat vyroku V je totoiny s Hod(F, x), co vyplyva z naSej interpreticie vy-
rokovych spojok.114 PretoZe tautoldgia nadobuda pri lubovolnom udeleni hodnét jej
premennym hodnotu P (a kontradikcia hodnotu N), kazdy vyrok, ktory z nej
ziskame dosadenim nejak{ich vyrokov za jej premenné, bude pravdivy (a v pri-
pade kontradikcie nepravdivy). Pravdivost (resp. mepravdivost) vyrokov ziska-
nych z tautolégii (resp. kontradikcii) nezévisi od &astkovych vyrokev, kioré do-
sadzujeme za jednotlivé premenné, ale je podmienend vyluéne vyrokovo-logickou
strukttirou ziskanych vyrokov. O pravdivosti (resp. nepravdivosti) takych vy-
rokov, ktord tu zavisi len od vyznamu vyrokovych spojok, sa moZno presvedéit
uz analyzou ich vyrokovo-logickej §truktiry. Preto sa tieto vyroky nazyvajia vy-
rokovo-logicky pravdivé (resp. vyrokovo-logicky nepravdivé). Aby sme zistili,
& taky vyrok je pravdivy, nemusime ho porovnivaf so skutoinosfou a skimat,
akt pravdivostnti hodnotu maji jeho &iastkové vyroky, z ktorych sa sklada, staci
néjst formulu vyrokovej logiky, z ktorej ho mozno ziskat dosadenim za jej pre-
menné a tabulkovou metédou sa presvedéif o tom, & tito formula je tautolégia
(alebo kontradikcia). Ak 4no, dany vyrok je pravdivy (alebo nepravdivy). Ak
tento vyrok moZno ziskaf len dosadenim do nejakej neuvtrdlnej formuly, tabulkova
metédda nie je postadujiica na zistenie jeho pravdivostnej hodnoty, taky vyrok nie
je vyrokovo-logicky pravdivy (nepravdivy).

OPRAVA

V stati Heglovské sympdzium v Zwetli (Filozofia 6, 1968, 639—642) na str. 640,
riadok 3.: namiesto ,nezivislej prednosti® ma byf: nezdvislej predmetnosti;
na str. 641, odstavec 2, riadok 1.: namiesto ,jej telesného principu® ma byt: jej
teleologického principu...

red.

14 Y 2.4 sme hodnotu formy pri uréitom udeleni hodnét charakterizovali ako denotit kon-
$tanty, ktord dostaneme z formy tak, Ze za prisluiné premenné dosadime mend hodnét, ktoré
toto udelenie premennym priraduje. Ked#e medzi virazmi vyrokovej logiky sa mevyskytuji meni
objektov, ktoré sa priradujd premennym ako ich hodnoty (t. j. viroky), hodnotu foriem wvy-
rokovej logiky sme museli stanovif priamo, urfenim objektu, ktorj je hodnotou formy pri
Tubovolnom udeleni hodnét jej premennym (pozri df. 3). Tym sme nepriamo charakterizovali
i virokové spojky, ktoré sa v nich vyskytuji. Ked jazyk vjrokovej logiky roziirime o vyroky
(alebo symboly pravdivostnjch hodnét), pomocou vjrokovjich spojok budeme méct konStruovat
aj vyrokové vyrazy (¢i uZz vyroky, alebo vyrokové formy), v kiorjch sa budd vyskytovat aj
vyroky. Keby sme predpokladali, Ze vyrok V, ktorj dostaneme z formuly F dosadenim vyjrokov
Vi,.., Vy za premenné Cy,... C, mdfe denotovat iny objekt ake Hod (F,X), dostali by sme
sa do rozporu so vieobecnjm chdpanim pojmu hodnoty uvedenom v 2.4.
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