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4.7 Prehlad funkcii typu v/v a v/vv. Funkcia, ktord je denotitom spojky ,nie
je pravda, Ze“, je objektom typu v/v. Denotitmi spojok ,a“, ,alebo®, ,ak...,
tak ---“, ,vtedy a len vtedy, ked“ st funkcie typu v/vv. Okrem tychto funkeii
existuji vSak aj iné funkcie typu v/v a v/vv. Patri k nim napr. funkcia, ktora
usporiadanej dvojici (N, N) priraduje hodnotu P a ostatnym dvojiciam pravdi-
vostnjch hodnét hodnotu N. Spojka, ktorej tato funkciu priradime ako jej denotét,
musi v spojeni s dvoma nepravdivymi vyrokmi vytvéarat pravdivy vyrok a v spo-
jeni s dvoma vyrokmi, z ktorych aspoii jeden je pravdivy, musi vytvaraf neprav-

divy vyrok. Tuto vlastnost ma v slovenéine zvrat ,ani nie je pravda, Ze... ani
nie je pravda, ze ---“ (ktory budeme fasto uvadzaf v skratenej podobe ,ani
nie ... ani nie - --“), & si mo#no lahko overif na tychto prikladoch:

(1) Ani nie je pravda, Ze T. G. Masaryk bol americky prezident ani nie je
pravda, Ze T. G. Masaryk bol slovensky spisovatel.
(2) Ani nie je pravda, Ze T. G. Masaryk bol americky prezident ani nie je
pravda, Ze T. G. Masaryk bol &eskoslovensky prezident.
(3) Ani nie je pravda, Ze T. G. Masaryk bol geskoslovensky prezident ani
nie je pravda, Ze T. G. Masaryk bol sovietsky diplomat.
(4) Ani nie je pravda, ze T. G. Masaryk bol &eskoslovensky prezident ani nie
je pravda, ze T. G. Masaryk bol ¢cesky {filozof,%8
Nebudeme tu osobitne uvadzat tabulku spojky ,ani nie... ani nie---“, ani
tabulky ostatnjch spojok, ktorymi sme sa ecite nezaoberali. Zostavime si viak
tabulku vSetkjch funkcii typu v/v a tabulku vietkjch funkcii typu v/vv. Na
zéklade tychto tabuliek moZno velmi jednoducho skontruovat tabulku kazdej
spojky typu v/v alebo v/vv. Existuje 16 funkcii typu v/vv 4 4 funkcie typu v/v.
Jednotlivé funkcie typu v/v budeme oznacovat pismenami gy, ..., g4 a funkcie
typu v/vv pismenami fj,..., fij5. Dalej objasnime, ktoré z nich st priradeng
zndmym spojkdm ako ich denotity. Najprv uvedieme tabulku jednomiestnych
funkcii typu v/v:

! 81 82 83 84
N|IN N P P
PIN P N P

Tab. 6.

9 Hoei v prirodzenom jazyku sa tak taZkopddne a rozvlaéne nevyjadrujeme, divame tu
prednostt formuldcidm, na ktorjch je zrejmejSia logickd Struktira viyrokov utvorenych pomocou
spojky ,ani nie ... ani nie ---“. Napr. namiesto (1) v prirodzenom jazyku skér pouZijeme
vyrok ,T. G. Masaryk nebol ani americky prezident ani slovensky spisovatel®.
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V prvom stlpci tabulky 6 st symboly argumentov a v dalsich stlpcoch symboly
funkénych hodnét funkcii gy, ..., g4 (symbol funkénej hodnoty vidy v tom istom
riadku ako symbol argumentu). Podobne zostavime tabulku vSetkych dvojmiest-
nych funkcii typu v/vv, v ktorej symbolmi argumentov funkcii f;,..., fi5 st
usporiadané dvojice symbolov P, N.

f1 f» f3 fa f5 f6 A7 fs fo fro fn f12 f13 fuu f1s fs

(NNNI N NN NNNNNZPUPUPUPUPUPUPTP

(NP)I N N NNP P P P NNNNZPUPUP P

P,N)IN NP P NNPUPNNPUPNNZPTYP

®P)IN P NP NP NP NP NP NP NP
Tab. 7.

Funkcie gz, fa, f5, fig, f14 uZ pozname ako denotity spojok ,nie je pravda, ze",
.2, palebo”, ,vtedy a len vtedy, ked“, ,ak..., tak---". Funkcia fj je deno-
titom spojky ,ani nie... ani nie---". Nebudeme sa tu zapodievat hladanim
spojok, ktorym by bolo moZné priradif ostatné funkcie ako ich denotaty, pretoZe
ide zvdéSa o spojky, ktoré sa v prirodzenych jazykoch velmi malo pouZivaji
alebo sa v nich vébec nevyskytuja. Kazdda z tjchto spojok moZno v uréitom
zmysle postrddatf, dd sa totiz nahradif vyrazom, skonSiruovanym zo spojok ,nie
je pravda, Ze“, ,a", ,alebo”, ,ak..., tak ---°, ,vtedy a len vtedy, ked". Pred-
pokladajme, Ze @ je niektord z dvojargumentovjch spojok, ktorymi sme sa tu
bliZsie nezaoberali (obdobn4 tvaha plati pre jednoargumentové spojky). Spojenim
spojky @ s lubovolnymi dvoma vyrokovymi vyrazmi ,V*, ,W* dostaneme vyro-
kovy vyraz @ (V, W); hodnota tohto vyrazu jednoznaéne zdvisi od hodnét vy-
razov V., ,W". Vgraz, ktorjm mozno spojku @ nahradif, ma ti vlastnost, Ze
v uréitom spojeni s dvoma vyrokovymi vyrazmi ,V*, ,W" vytvira novy vyrokovy
- vyraz (vyrazy ,V°, ,W" méZu mat v tomto vyraze viac vjskytov), ktory denotuje
alebo nadobuda vidy td istd pravdivostnd hodnotu ako vyraz @ (V, W). Inak
povedané, spojka @ a viraz, ktorym sa tato spojka da nahradif, maji rovnaka
tabulku. Napr. namiesto spojky ,ani nie... ani nie---“ mozno pouzivat vyraz
.nie je pravda, Ze (...alebo---)“ Lubovolny vyrokovy vyraz tvaru ,Nie je
pravda, ze (V alebo W), kde spojky ,nie je pravda, ze“, ,alebo” majti vjznam
urteny tabulkami 1 a 3, denotuje alebo nadobiida hodnotu P prive vtedy, ked
obidva vyrokové vyrazy ,V*, ,W* maji hodnotu N, v ostatnjch pripadoch ma
vyrokovy vyraz ,Nie je pravda, ze (V alebo W)“ hodnotu N. Ak totiZ obidva
vyrokové vyrazy ,V“, ,W" maji hodnotu N, hodnotu N denotuje alebo nadobtda
i disjunkcia ,V alebo W*" a teda vyrokovy vyraz ,Nie je pravda, Ze (V alebo
W)" ma hodnotu P. Ak aspoii jeden z vyrokovjch vyrazov ,V*, ,W"“ m4 hod-
notu P, disjunkcia ,V alebo W* ma tiez hodnotu P a jej negicia ,Nie je pravda,
ze (V alebo W)" denotuje alebo nadobtida hodnotu N. To znamens, Ze kazdy
vyrokovy vyraz tvaru ,Ani nie V ani nie W* ma vidy ta istd hodnotu ako
vyrokovy vyraz tvaru ,Nie je pravda, Ze (V alebo W)“ a preto mézeme spojku
»ani nie. .. ani nie - - -“ nahradif vyrazom ,nie je pravda, ze (... alebo---)".
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V tejto savislosti sa tiez hovori, Ze spojka ,ani nie.. ani nie---" je definova-
telnd pomocou spojok ,nie je pravda, ze“, ,alebo”.

Podobnym sposobom sa mozno zaobist nielen bez spojky ,ani nie... ani
nie ---", ale aj bez spojok, ktoré denotujt funkcie gy, gs, g4, f1, I3—17, £,,—1fa,
{15, f1g. Dokonca by sme mohli postraddat i niektoré zo spojok ,nie je pravda, ze®,
.a", ,alebo”, ,ak... tak---“, ,vtedy a len vtedy, ked“, ¢o sme nepriamo
naznadili uz v 44 a 4.5, kde sme vyznam lubovolného vyroku tvaru ,Ak V,
tak W* stotoznili s v§znamom vyrokov tvaru ,(Nie je pravda, ze V) alebo W*,
.Nie je pravda, ze (V a nie je pravda, 7e W)“ a vjznam vyroku tvaru ,V vtedy
a len vtedy, ked W* s vjznamom vyroku tvaru ,Ak V, tak W a ak W, tak V",
Podobne ako sme spojku -,ani nie... ani nie---" nahradili vyrazom ,nie je
pravda, Ze (... alebo ---)“ mo?no pomocou spojok kaidej z mnasledujtcich
dvoiic nahracht' vietky ostame spolky syntaktickej kategérie v/v a v{vu

(i) ,nie je pravda, ze g B

(ii) ,nie je pravda, ze“, ,alebo”

(iii) ,nie je pravda, ze“, ,ak..., tak---".

Existuja dve spojky, ktoré majt tG vlastnost, Ze pomocou ktorejkolvek z nich
mozno definovaf vietky ostatné spojky syntaktickej kategérie v/v a v/vv. Je to

spojka ,ani nie... ani nie - - -* a spojka, ktor4 denotuje funkciu f;5 (v slovenéine
jej zodpoveda zvrat ,to, Ze ... je nezlugitelné s tym, Ze - - -“, resp. ... je nezlu-
gitelné s - - -“).

Vyrazy vybudované zo spojok uvedenjch dvojic alebo zo spojky ,ani nie...
ani nie---" & zo spojky ,...je nezluditeIné s---“, ktorymi by bolo moiné

nahradit vSetky ostatné spojky, si v mnohych pripadoch velmi komplikované
a v prirocdzenom jazyku, na pdde ktorého eite stile rozvijame nae avahy, ¢asto

prakticky nekonstruovatelné alebo nezrozumitelné. Napr. spojka ,, ... alebo---*
je nahraditelnd vyrazom ,ani nie (ani nie. . ani nie---) ani nie (ani nie...
ani nie---)“ (miesta ,..." treba viade vyplnit tym istym v§razom, cbdobne

miesta ,--- ). Otdzky nahraditelnosti jednych spojok pomocou inych maja vy-
znam predovietkym v umeljch jazykoch logiky, ktoré budeme pouZzivat pri vy-
klade vyrokovej a neskér i predikatovej logiky.

Okrem funkcii typu v/v a v/vv existuja aj funkcie typu v/vvy, v/vvvy, ... atd.
Lubovolna funkcia typu v/v...v (typov§ symbol v sa za symbolom ,/“ vysky-
tuje n-kradt) sa nazjva n-miesinou pravdovou funkciou. Za vijrokovi spojku
moézeme pokladat meno lubovolnej n-miestnej pravdovej funkcie. Spojky, ktoré
denotuji n-miestne pravdové funkcie, kde n > 2, sa v prirodzenom jazyku
vyskytujii len velmi zriedka. V jazykoch logiky alebo matematiky sa v pripade
potreby pre tieto funkcie zavddzaji osobitné symboly. Pre lubovolné n > 2
plati, Ze kazd4 n-argumentovd spojka sa dd definovat pomocou spomenutjch
spojok syntaktickej kategérie v/v a v/vv.

Vsetky spojky moZno ponimati ako nevlastné vyrazy, ktoré v uréitych spojeniach
s vyrokovymi vyrazmi tvoria nové vyrokové vyrazy, pricom hodnota tjchto vy-
razov jednozna¢ne zdvisi od hodnét ich ¢iastkovjch vyrokovych vyrazov. Dalej
budeme vyrokové spojky chépat ako nevlastné vyrazy a podla toho s nimi narabat
a operovat.
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§ 5. Sprdvne utvorené vyrazy vyrokovej logiky

Uz v tvodnych &astiach nasho vykladu sme neraz poukézali na syntaktickd
a sémanticktt mnohoznaénost jazykovych vyrazov prirodzeného jazyka. Naznadili
sme, Ze pri konstrukcii logickych foriem jazykovych vyrazov si nepostriddatelné
premenné a operitory, ktoré sa v prirodzenych jazykoch nevyskytuji. Je pocho-
pitelné, Ze s takym jazykom logika neméZe pracovat, Ze v fiom neméze formulovat
pravidld spravneho usudzovania ani presne definovat rézne syntaktické a séman-
tické pojmy, klast a riedit svoje problémy a dokazovat v fiom svoje tvrdenia. Pre
tento ucel si logika vytvéra vlastné vyrazové prostriedky. V rdmci vjrokovej
logiky ide predovietkym o prostriedky, z ktorych sa buduji deduktivne pravidla
vyrokovej logiky a najmi ich zakladné zlozky — logické vyrokové formy vjro-
kovej logiky.

5.1 Vjrazy vyrokovej logiky. Ako sme uZ spomenuli, vo vjrokovych formich,
z ktorjch sa skladaji deduktivne pravidla vyrokovej logiky, vyskytuji sa vyrokové
premenné, vyrokové spojky a zatvorky. Namiesto vyrokovych spojok prirodzeného
jazyka, ktoré st jednak mnohoznaéné, jednak nevhodné pre formuliciu zloZitej§ich
vyrokovych foriem, v logike sa zavddzaji jednoduché symboly s presne vymedze-
nym vyznamom. Symboly a vyrazy vyrokovej logiky tu zatial zavedieme C¢isto
syntakticky, t. j. vjluéne ako objckty ur¢itého tvaru a Struktiry, ich vyznam
presne uréime neskor

Vyrokové formy vyrokovej logiky sa konStruuji z tychto symbolov:

(i) p, q, 1, 5, P1, 41,--- (vyrokové premenné)
(ii) ~, ~, ~, =, == (vyrokové spojky)
(iii) () (zatvorky )

Uvedené symboly pokladdme za najjednoduch$ie. Nazjvaji sa tiez primitivny-
- mi symbolmi vyrokovej logiky. V zatvorkdch napravo uvadzame mend jednotli-
vych druhov symbolov. Hoci tieto mena sme zvolili so zretelom na zamyslanid
interpretidciu primitivnych symbolov, predbeine ich mozno pokladat za konvenéne
dohodnuté oznalenie uréitych mnoZin najjednoduchiich symbolov vyrckovej lo-
giky. Spojka ~ sa nazjva negdior, spoika ~ konjunktor, spojka <~ disjunktor,
spojka — implikdtor, spojka « ekvivalentor. Predpokladdme, Ze existuje nekoneéne
vela réznych vyrokovych premennyjch.?

Lubovolny koneény rad primitivnych symbolov budeme nazjvat vyrazom vyj-
rokovej logiky. Vyrazmi st napr. tieto rady symbolov: p, p~, ppg -, ~~<p,
p=q), (p1g~1)~ (5= p11). Kaidy primitivny symbol je vyraz. Rozne tvrdenia
o vyrazoch vyrokovej logiky, o ich syntaktickych a sémantickjch vlastnostiach
a vziahoch medzi nimi budeme formulovat v jazyku, v ktorom okrem odbornych
terminov, premennych a na zdklade dohody zavedenjch symbolov budeme pouZi-
vat aj vyrazy urcitého fragmentu prirodzeného jazyka, ktoré budii v danom kon-

2 Presnejiie, Ze existuje spoéitatelne nekonefne vela premennych, t. j. prave tolko ako pri-
rodzenych éisel 1, 2, 3, ... :
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texte jasné a jednozna¢né. Tento jazyk budeme oznaovat symbolom ,My; “. Vy-
razy My, treba prisne odliSovat od vyrazov vyrokovej logiky. Struktiru My, po-
drobnejsie rozoberat nebudeme, lebo by to netinosne skomplikovalo na3 vyklad.19
Budeme v fiom nielen formulovat, ale aj dokazovaf tvrdenia, tykajtce sa syntak-
tickjch vlastnosti a vzfahov medzi v§razmi vyrokovej logiky, definovat rézne
syntaktické a sémantické pojmy a pod. Pre struént formuldciu viet o vyjrazoch
vyrokovej logiky bude vhodné zaviest do My, premenné, ktoré ako svoje hodnoty
nadobtdaja prave tieto vyrazy (to znamens, Ze oblast ich premennosti bude
mnozina vietkych vyrazov vyrokovej logiky). V tomto zmysle budeme pouZivat
pismend A, B, C, D, F, Ay, By,.... Kazdd z premennych A, B, C,... repre-
zentuje lubovolny vjraz vyrokovej logiky. Okrem premennych budeme v My, po-
uzivat i mena vyrazov vyrokovej logiky (ku ktorym patria aj vyrazy ,negitor”,
»konjunktor®, ,disjunktor” atd.). Aby sme nemuseli pre kaidj vyjraz vjrokovej
logiky zavadzat novy nizov, ako meni vyrazov budeme v M,; pouZivat samé
vyrazy vyrokovej logiky alebo vyrazy utvorené z vyrazov ako ,vyraz“, ,vyrokova
spojka“, ,premenna” atd. a samjch vjrazov vyrokovej logiky bez uvodzoviek.
Nap. vyrazy ,vyraz p ~q", ,premennd p“, ,spojka ~“ st v My, menami tjchto
vyrazov vyrokovej logiky: p ~ q, p, ~, kim vyrazy .p-q)", (p=q)", .rs°
menami vyrazov, ktoré sa nachadzaji medzi uvodzovkami, Z kontextu bude vidy
jasné, ¢i vyrazy vyrokovej logiky pouZivame ako mena seba samjch alebo ako
vyrazy vyrokovej logiky (mend vyrazov patria totiz do My, ).1"

Spojenim lubovolnych dvoch vyrazov vyrokovej logiky (v lubovolnom poradi)
dostaneme novy vyraz vyrokovej logiky. Toto spojenie budeme nazjvat zrefaze-
nim.*%% Napr. zretazenim vyrazu (p s vyrazom ~- r) dostancme vyraz (p ~ 7).
Vyraz, ktory vznikne spojenim nejakého vyrazu A s vyrazom B v uvedenom
poradi budeme v My, oznatovat vyrazom ,AB" a vyraz AB nazjvat vysledkom
operacie zrefazenia vyrazov A, B. Napr. ak A je vyraz (p a B vyraz - q), zrefaze-
nim tychto vyrazov uvedenom poradi dostaneme vjraz (p —q); vyrazom BA je
potom vyraz +q) (p. Kedze vyraz ,AB" je vysledkom zrefazenia vyrazov ,A",
»B" v uvedenom poradi, je zrejmé, ze zretazeniu vyrazov vyrokovej logiky zodpo-
vedd zrefazenie prisluinych vyrazov My, (a to mien vyrazov alebo premennych
A, B, Cous i) i, S

V My, budeme &asto pouZivat vyrazy utvorené z pismen A, B, C,... a sym-
molov ~, ~, -, =, «, (,), ktoré budeme nazjvat schémami vyrazov vyrokovej
logiky (v kaZdej schéme sa musi vyskytovat aspoii jedna z premennych ,A“ ,B*,
»C", ...). KaZd4 schéma nidm bude v My, predstavovaf nekoneénti mnoZinu vy-
razov vyrokovej logiky, utvorenych =z Iubovolnych vyrazov reprezentovanych

100 My, je vlastne micfany metajazyk (resp. metatedria) vybudovany pre potreby skdmania
vyrazov vjrokovej logiky, ich vlastnosti a wvzfahov. Vyrazy vjrokovej logiky eite netvoria jazyk
v pravom zmysle slova (nemal by totiZ univerzum), ale iba uréitd mozZnii &asf nejakého jazyka.

101 Ako mend seba samjch sa vyrazy pouizivaji v jazykoch, v ktorjch hovorime o vyrazoch
in¢ho jazyka (t. j. v metajazykoch), v naSom pripade o vjrazoch vjrckovej logiky. PouZivanie
vyrazov ako mien seba samych sa nazyva autonymné.

102 Presnejsie, zrefazenie je opericia, ktord lubovoInym dvom vjrazom virokovej logiky A, B
priraduje vyraz AB, ktorj vznikne spojenim vyrazu A s vyrazom B v uvedenom poradi.
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pismenami A, B, C, D, F, ... a vyrazov, ktoré s v schéme pouZité autonymne.103
Napr. vjraz ((A- B~ C) nim v My, bude reprezentovat Iubovolny vyraz vy-
rokovej logiky utvorenj z dvoch lavych zatvoriek, po ktorjch nasleduje nejaky
vyraz A, po fiom symbol - dalej vyraz B, spojka~, nejaky vyraz C a nakoniec
prava zatvorka, napr. tieto vyrazy: ((p—gq~ s), (((=)~)), (((p~q)=r ~(pq)),
pritom pismeno ,A“ zodpovedd v prvom pripade vyraz p, v druhom vyraz
a v trefom vyraz (p~p).

5.2 Formuly vyrokovej logiky. Z mnoZiny vietkych vyrazov vyrokovej logiky
teraz vyclenime uréiti podmnozinu, do ktorej patria iba tzv. spravne utvorené
vyrazy, ktoré budeme nazyvat formulami vyrokovej logiky. St to vyrazy, ktoré
budeme v nasledujticej &asti interpretovat ako vyjrokové formy vyrokovej logiky.
Iné vjrazy ako formuly nemaju pre naSe daliie Gvahy velky vyznam. Formuly
budeme charakterizovat &isto syntakticky ako vyrazy ur¢itého tvaru a Struktdry.

Definicia 1. (i) Lubovolni vyrokovd premenni je formula vyrokovej
logiky. :

(ii) Ak vyrazy A, B si formuly vyrokovej logiky, tak i vyrazy (~A), (A~ B),
(A<B), (A-B), (A~B) st formuly vyrokovej logiky.

(iii) Lubovoln§ v§raz vyrokovej logiky je formulou vtedy a len vtedy, ked
spliia podmienku (i) alebo (ii).

V tejto definicii (dalej len df.) sa vymedzuje uréitdi nekoneénd mnozina vy-
razov. Postupujeme pritom tak, Ze najprv (v bode (i)) konstatujeme, ktoré naj-
jednoduchgie vyrazy patria do tejto mnoZiny a v bode (ii) urujeme, ako moZno
z jednoduchiich vyjrazov tejto mnoZiny kon$truovat zloZitej§ie vyrazy. V bode
(iii) sa vlastne tvrdi, Ze do tejto mnoZiny, t. j. mnoZiny formdl, patria iba pre-
menné a vyrazy, ktoré mozno ziskaf z premennjch n-nasobnym (n = 1) uplatne-
nim bodu (ii).'®* Napr. kedze p, g st formuly (podla (i)), podla (ii) (~q),
(~p) st tiez formuly a teda formulami sa aj (p-(~q)), (g-(~p)) ako aj
((p=(~q))>(g-(~p))),((p~(~q)) ~(g=(~p))) atd. O lubovolnom vyraze vy-
rokovej logiky moino v koneénom pocte krokov rozhodndf, & je formulou.
Je zrejmé, ze napr. vyrazy (p-~q), (p~g-s) p~ g~r nie sit formuly v zmysle
df. 1 (chybajit v nich niektoré zitvorky), hoci uréité éasti tychto vyrazov sit
formuly.

Teraz vymedzime velmi jednoducht syntaktickd reldciu medzi formulami.

Definicia 2. Nech F, A, B sti formuly vjrokovej logiky.

(i) Ak F je vyrokova premenna, jedinou podiormulou F je formula F.

(ii) Ak F je formula tvaru (~A), podformulami F si formuly F, A a vietky
podformuly formuly A. Ak F je formula tvaru (A~ B) alebo (A B), (A-B),
(A<B), podformulami F sa formuly F, A, B a vietky podformuly formual A, B.

103 Schémy vyrazov st vlastne formy Myp, ktoré ako svoje hodnoty nadobddaja virazy vyro-
kovej logiky. Ked totiz za premenné schémy dosadime mend nejakych viyrazov vyrokovej logiky,
dostaneme meno nejakého vyrazu vjrokovej logiky. Napr. ak premennej ,A" priradime ako
hodnotu vyraz p, premennej ,B“ vjraz g, hodnotou schémy ,A - B“ pri tomto udeleni hodnét
je viraz p-gq, pretoie vyraz, ktorj z uvedenej schémy dostaneme dosadenim mien udelenijch
hodnét (v tomto pripade samjch vjrazov p, g pouZitjch autonymne) denotuje vyraz p-gq.

104 Definicie tohto druhu sa nazjvaja induktivne alebo rekurentné.
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