OBSAHOVO KONSTRUKTIVNE LOGIKY i
VOJTECH FILKORN Venované Sestdesiatke vijznamného Cdes-
kého logika prof. Dr. O. Zicha.

Konstruktivne logiky, presnejiie povedané, konitruktivne logické systémy vzni-
kali ako sprievodny znak konstruktivistick§ch, antiaprioristickych tendencii pri
budovani vedy, ale najmd matematiky. KonStruktivne logiky st primeranym
nastrojom budovania konstruktivnych vedeckych systémov, ale aj nastrojom
konstruktivneho budovania vedy. Logiky, ktoré plnia prvii funkciu, voldme obsa-
hovo konstruktivnymi, logiky plniace druhti funkciu voldme formélne kon§truk-
tivnymi. Logiky plniace obidve funkcie st jednoducho konstruktivne. Prvé dva
druhy logik méZeme nazyvat aj semikonitruktivnymi.!

Kon§truktivistické tendencie vo vede a v matematike nie st jednoznaéne vy-
medzené. Predstavuji bohatt gkidlu odtienkov od radikilneho kenstruktivizmu,
ktory sa na cela logiku (na pojem pravdy, nepravdy, na logické castice a logické
pravidla) diva z hladiska verifikovatelnosti a jej ¢&isto metodologickej funkcie,
cez umiernené formy, alebo mierne kon§truktivistické ynedéslednosti® a konéia
sa na pokraji nekon§truktivizmu, apriorizmu alebo uznania nejakej ontologie.
Nage §tiidie chcti oboznami! gitatelov s tymito tendenciami a tak prispiet k roz-
§ireniu metodologickej orientacie u nés.

1. Definicia pojmu konstrukcie

Vietky konStruktivistické tendencie sa opieraji, ¢o je samozrejmé, o svoju
vlasind definiciu konstrukcie. Z hladiska réznosti konstruktivistickych tendencii
sa tieto definicie' ¢asto velmi hlboko rozchidzaji. Na zaéiatku sa pukisime
nazornym spdsobom objasnif tento pojem.

Konstrukcia nejakého prvku (napr. éisla, vypovede, dékazu a pod.) A vzhladom
na konstruktivnu (induktivonu) triedu A sa dasto urduje ako proces, ktorym sa
prvok A dosiahne koneinym poétom (opakovanej) aplikdcie uréitych spdsobov
kombinovania.? Kon§truktivnu triedu A dostaneme z urcitych pociatotnych prvkov
tvoriacich zdklad triedy A pomocou uréitych spdsobov kombinovania, napr. po-
mocou funkcii o n argumentoch (séitanie, nasobenie a pod.). To znamena, Ze
konstruktivna trieda je uréend dvoma druhmi predpisov. Prvy druh uréuje poéia-
totné prvky (zdklad triedy A), druhy urtuje ako z potiatoéngch prvkov pomocou
koneéného poétu presne sledovatelnjch konkrétmych krokov postupne dostaneme
prvok A triedy A. Potom aj hovorime, Ze prvok A triedy A sme dosiahli efektiv-
nym spésobom. Efektivne spésoby, ktorymi dostaneme Iubovolny prvok kon-
§truktivnej triedy A, volame efekiivnou metédou vzhladom na A. Ak A by bol
cely systém, tak by sme ho nazjvali konstruktivnym systémom (tebriou) a me-
tédu jeho budovania konitruktivnou metédou.

1 O formilno konjtruktivnej logike uverejnime dalfiu Stidiu.
® H. B. Curry, Foundations of Mathematical Logic, New York 1963, 39 n.
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Matematika bola dlha dobu prevaine kon§truktivna a efektivna vypoéitatelnost
sa tasto stotoziiovala s matematitnom vobec. V geometrii sa kontruovalo - po-
mocou kruZidla a linedra (pri dom postuldty boli vety, ktoré zarudovali moznost
konitruovania), v aritmetike a v algebre sa vypoéitavalo. Zakladny pojem celého
¢isla je kon$truktivny, lebo vychadzajic z jednotky (ktordi tu chapeme ako dana
a nie mnoZinovoteoreticky definovand) pripoéitavanim jednotky dostaneme Iubo-
volné celé éislo. Podobne konitrukiivnym je aj pojem prvoéisla, lebo o kaidom
Cisle n > | méZeme efektivne zistif, & je prvocislo. Robime to napr. koneénym
poétom postupnych deleni (a delenie je efektivna operacia) &sla n ¢islami, ktoré
st viclie ako 1 a mensie ako n. Ak n nemézeme bez zvyiku delif ani jednym
gislom i1 <i<n, tak n je prvodislo. To znamena, Ze konitruktivnou bude aj
mnozina prvoéisiel, lebo o kazdom prvodisle sa moézeme elektivne presvedéit, Ze je
¢lenom tejto mnoZiny. No mnoZina prvocisiel je aj rozhodnuitelnd, lebo o kazdom
cisle sa mézeme efektivne presvedcit, ¢i patri do mnoZiny prvodisiel, alebo do
mnoziny neprvodisiel, t. j. mnozinu celjch &isiel vieme rozloZit na dve efektivne
uréené doplnkové podmmnoziny. Efektivhym spdsobom mézeme urtit velké mnoz-
stvo funkeii. Napr. pri funkcii y = x + 3 moéZeme pri kaidej hodnote argumentu
x vypocital hodnotu funkcie y.

Mnohé matematické vety vyjadrujice vlastnosti éisiel alebo vziahy medzi éisla-
mi sti konStruktivne v tom zmysle, Ze vyjadrujd niedo, 8o sa di elektivnym
sposobom vypo¢itat, dokadzat a pod. Tieto vety teda vyjadruji moZnost vykonania
kongtrukcii. Tak napr. veta ,10 je parne ¢&islo® sa dokazuje tym, Ze sa najde
také é&islo, ktoré nisobené dvoma déva prave 10. )

V matematike, ale aj v ostatnej vede pozname velké mnoistvo efektivnych
met6éd rieSenia uréitych ckruhov problémov (napr. riefenie linedrnych, kvadra-
tickjch a inych rovnic, zisfovanie, ¢ v urlitej chemickej latke je obsiahnuty
kyslik, vodik a pod.) a tvorivd vedeckd ¢&innost je spdta s hladanim tjchto
elektivnych metéd. Kde jestvuje takd metéda, hovorime, Ze primerany problém
je riefitelny. Samo toto riefenie (po¢itanie, zistovanie uréitého chemického prvku,
ktory je u% vedecky opisany) v principe v8ak uZ nie je tvorivou ¢innostou a méa
vyznam skér len v aplikdciach.

V sticasnej matematike sa efektivne postupy davaji do stvisu s rekurzivnymi
funkciami, alebo sa aj vyjadruja pomocou rekurzivnych funkcii. Najjednoduchsie
rekurzivne funkcie sa definuji dvoma rovnicami, z ktorych prvd urcuje hodnotu
funkcie, ked hodnota argumentu je rovna nule a v druhcj rovnici vypoditame
hodnotu funkcie pri argumente n - 1 z hodnoty funkcie pri argumente n. Tak
séitanie méZeme rckurzivne definovat takto:

0O4+a=a
(n+1)+a=(n-+a)+1
Ak n + @ oznadime g (n, a) tak dostaneme
9(0,a) =a _ [1]
p(n+1la)=9(na)-+1 [2]
Z prvej rovnice sa dozvieme vysledok, ked n = 0. V druhej rovnici dosadime
za n nulu a dostaneme vysledok pre 1 + a. Tento vysledok znovu dosadime
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do druhej rovnice a dostaneme vysledok pre 2 4 a atd. Tak dostaneme efektiv-
nym spdsobom hodnoty funkcie ¢ (n, a), pre Tubovolné n. Takéto a im podobné
jednoduché funkcie sa mnazyvaju primitivne rekurzivne. Komplikovanejsie st
v¥eobecné rekurzivne funkcie, ktoré sa definuji koneénym poctom takjch rovnic,
se ked sa v nich za premenné dosadia &isla, tak pre kazdé &islo n jestvuje odvo-
dend rovnica ¢ (n) = r, kde r je &slo vyjadrujtice hodnotu ¢ (n)3 Uvedené
postupy rekurzivncho vypoéitavania sit podobné naSej definicii konstruktivnej
triedy,

Church stotoZnil pojem vieobecnej rekurzivnej [unkcie s pojmom efektivne
vypoéitatelnej funkcie. O tejto Churchovej téze sa dnes vyslovujit uz pochybnosti,*
pretofe pojem vypoéitatelnosti nie je definitivne urfeng® a metéda poditania nie
je uniformna.® Dal§i pojem, ktory sa stotoZiiuje so vieobecnou rekurzivnou
funkciou, je pojem algoritmu, t. j. vSieobecného postupu pomocou ktorého dostane-
me odpoved na kazdi v algoritme formulovateInt otdzku pomocou konetného
poétu krokov robenjch podla predpisanej metody.” .

Nie vietky funkcie st vypocitatelné a teda rekurzivne. MnoZinu vietkych vy-
potitatelnych funkcii mézeme usporiadat do diagondly a postupom, ktorym
Cantor dokézal, ¥e mnoZina redlnych &isiel je mespoditatelni, mézeme urcit ne-
konetne mmnoho funkecii, ktoré sa nestotoZfiuji ani s jednou vypocitatelnou
funkciou. '

2. Kongtruktivny systém

Mnohi autori stotoziiujii kon§truktivno s efektivnosfou v tom zmysle, ze pojem
,konstruktivno® je zovieobecnenie (roziirenie) rekurzivnosti funkcie na ostatné
kategérie pojmov (mnoZiny, vziahov, viet, dékazu a celého systému).® Ini zasa
povazuji efektivnost za uz8i pojem ako konstruktivnost.? Tento druhy nazor si
osvetlime na §truktire axiomatického systému. V beinych axiomatickjch systé-
moch, akymi sit vietky zndme axiomaticky budované logické systémy (& uZ
klasické, alebo intuicionistické), Peanov systém aritmetiky a pod., opierame sa
o mnozinu dobre budovanych vypovedi, o mnoZinu axiémov a o mnoZinu (de-
duktivnych) pravidiel. MnoZina dobre budovanjych vypovedi je vypoéitatelna
(rekurzivna), lebo o kaidej vypovedi mézeme pomocou koneéného podtu krokov

3 Wang Hao, A Survey of Mathematical Logic, Peking 1962, 89, Pozii aj R. Péter,
Rekursive Funktionen, Budapest 1951.

4+ L. Kalméar, An Argument Against the Plausibility of Church's Thesis v Constructivity
in Mathematics, Amsterdam 1959, 72.

5 D. Klaua, Konstruktive Analysis, Berlin 1961, VI.

8 1. Kalmidr, e d; 73

TA A Markovw, Teorija algorifmov, Moskva 1954, 49 n.

8 1. R.Mihill, A Complete Theory of Natural, Rational and Real Numbers, The Journal
of Symbolic Logic, 1950.

9 P. Lorenzen, Fin dislogisches Konstruktivitdtskriterium v Infinitistic Methods, Warszawa
1961, 193. ¥
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rozhodnit, ¢ je budovana podla prijatjch formaénjch pravidiel,1® alebo nie.
Keby nejestvovala efektivna metéda budovania dobre budovanjch vi{povedi, ne-
mohli by sme dobre formulovat otdzky (problémy) a vtedy by sme ich nemohli
ani rie§it.!! Podobne aj mmnoZina axiémov musi byt efektivne urcend, lebo
v opalnom pripade by sme nevedeli, na dom stoji na§ systém, & sme v dokazo-
vani pouzili vietky axiémy a tak vyuzili vetky moZnosti dané axiomatickym
systémom. Ak si presne vymedzime mnoZzinu pravidiel (a pri formalizovanych
systémoch to musime robit), tak efektivny bude aj pojem dékazu.

Dokaz vety D (napr. teorémy) je rad viet Dy, Dy, ..., D_, D. O kaidej vete
Dy, ..., D, mdieme efektivne zistit, & je axiéma, alebo nie. Ak nie je axiémon,
mobzeme efektivne zistif, éi sa na zdklade niektorého pravidla odvodila z axiémy,
alebo nie (to zn., Ze aspoil D; musi byt axiémou). Dékaz vety D je teda taky
rad viet, na zadiatku ktorého stoji axiéma (alebo viac axiém z Dy,... D, ) a
v ktorom nasledujtci élen radu vznikd z predchddzajtceho pouZitim niektorého
pravidla a posledny ¢len radu je D. To znamend, Ze vzfah medzi vichodiskom
a koncom dékazu je efektivne uréeny. Tento vztah nazjvame dékazovym a oznaé-
me ho R, .

Jestvuju logické systémy, v ktorjch aj pojem teorémy je efektivny a teda
mnozina teorém vypoéitatelnd. Medzi ne patria vypovedné kalkuly. V predikato-
vych kalkuloch je mnoZzina teorém neefektivna; je to spojené s uZivanim kvanti-
fikdtorov.'? Osvetlime si to na nafom pripade.

Majme lubovolnt vetu A a mnoZinu teorém T. To, ze A je teoréma, oznacujeme
A ¢ T. A je teoréma vtedy a len vtedy, ked jestvuje dékaz R, , ktory je dékazom
vety A. To znamend, Ze plati

A:T -~V R, (R, je dokaz vety A) [3]

V R, &tame ,jestvuje R, “. Ak vetu [3] spresnime tym, Ze uréime vychodisko
dékazu (napr. axiému D;) tak dostaneme vetu

AcT«»VR,R,(Dy, A) [4]

Existentny kvantifikdtor VR, hovoriaci, ze jestvuje taky dékaz, Ze... je pra-
meniom neefektivnosti. Ak mame nejaky vypocitateIny vztah (teda rekurzivne
uréeny) R(x,y), tak z ncho urobime nevypoéitatelny vzfah najjednoduch§im
sposcbom tak, Ze pred neho ddme existenény kvantifikdtor. Vetu [4] moZeme
zovieobecnit a dostaneme

Ax x &€ M <+Vy Rx, y), ' [5]

10 Ak ide o vipovedny kalkul tak formacné pravidld buda tieto,
a) elementirne vypovede p, g,... sd vypovede,
b) ak p je vypoved, aj nie-p je vipoved,
c) ak p je vypoved, a g je vypoved, tak aj p v g (po pripade p-q) je vypoved,
d} vipoved je len to, o je vypovedou na ziklade pravidiel a) — cJ.
1 A Grzegorczyk, Zarys Logiki matematicznej, Warszawa 1961,361.
2 A Grzegorczyk, c. d., 353
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kde x a y st celé ¢isla a A x é&itame ,pre vietky x". Ked sa chceme presvedéit,
¢i plati x ¢ M, postupujeme tak, Ze prebiehame vietky prirodzené ¢isla y =0, 1,
2,... a presviedéame sa, ¢i jestvuje medzi nimi také, ktoré je vo vzfahu R
s ¢islom x. To vSak nemoZeme urobif v koneénom éase, lebo ked sa nam stile
nedari najst také ¢islo y, nevieme, & sa ndm to nepodari neskér. Keby sme x ¢ M
mali definovat komplikovanej§im vzfahom

st‘—--—hAUVZAYR(Z; v, Y, %), &

pri éom x, y, z, v st premenné, za ktoré mézeme dosadit celé &sla, tak by sme
pre kaidé v (v =0, 1, 2,...) museli hladat také z (kde z je alebo O, alebo 1,
alebo, 2 alebo. . .), pre ktoré by znova pre kaidé y (y = 0, 1, 2,...) platil vztah
R(z v, ¥, x). Tym by sme cely &selny rad museli nekoneénekrat prebehnuf.
Z toho vidime, Ze mnoZzstvo kvantifikdtorov je mierou neefektivnosti.

Najjednoduchsi nevypoéitatelny vztah dostaneme z vypoéitatelného vztahu R
tak, Ze pred neho diame (ho zaviaZeme) jeden existenény kvantifikitor. Takto
vzniknuty vztah budeme volat rekurzivne vyéislitelny (enumerabilny). Preto
R a M v [5] st rekurzivne vydislitelné. Ak v [5] x naozaj patri do mnoZiny M,
tak sa o tom moZeme presvedéit koneénym poctom krokov sledujic R(x, y) po-
stupne ked y = 0,1, 2,... Ak viak x nepatri do mnoZiny M, tak sa o tom ne-
mézeme nikdy presved¢it, lebo ked budeme mat akékolvek vysoké ¢islo dosadené
za 'y, vidy sa e§te méZeme nazddvat, Ze nejaké iné vidsie é&islo dosadené za y
bude splfiat vztah V y R (x, y). Ked tieto Gvahy aplikujeme na vetu [4] a [3],
tak méZeme povedat, Ze ak A je skutoine teorémou, tak sa o tom presvedéime
koneénym poétom krokov, ak nie je teorémou, tak sa o tom nikdy nemusime
presvedéit, lebo po akomkolvek dlhom rade neaspe§nych dékazov veta [4] nam
rozkazuje hladat dalsie. Preto koneény postup nam méze dat kladnt odpoved,
ale nie zdporni. Preto pri rekurzivne vyéislitelnej mnoZine nemoéieme pre lubo-
voIny prvok dokdzat, ¢ do mnoZiny patri, alebo nie. Vieme efektivne to dokazat,
ked do mnoZiny patri. Pri vyéislitelnej mnozine vieme, ¢o do nej patri (preto
dostala také meno) ale nevieme, ¢o do nej nepatri. Keby sme mohli efektivne
zistit aj to, ¢o do nej nepatri (teda jej doplnkovii mnozinu), dostali by sme vy-
poéitatelntt mnoZinu.

Z hladiska systému je teda uZitoéné rozlifovat efektivno a konitruktivno.

Systém je efektivny, ak mnoZina dobre utvorenych vypovedi, mnoZina axiémov
a mnoZina teorémov je vypocitatelnd. Taky systém je aj rozhodnutelny. Systém je
konstruktivny, ked mmoZina dobre budovanjch vypovedi a mnoZina axiémov
je vypotitatelnd, ale mnoZina teorémov je len vyéislitelna.!® Podobne sa definuje
aj logicky konStruktivny systém.!4
3] Ladriére, Les limitations des formalismes et leur signification philosophique, Dialectica
1960, 304. Ladriére stotoZfinje kondtruktivne systémy s formalnymi,

14 | Logicky systém je kostruktivny, ak mnoZina jeho zmysluplnych vyrazov a mno#ina jeho
axiémov je primitivne rekurzivna, mnoZina pravidiel dékazu konefnd a pravidld sd rekurzivne

primitivne funkcie." A. Mostowski, A Classification of Logical Systems v Studia Philoso-
phica IV, 1951, 248.
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3. NekonStruktivne prvky v matematike

Nekonstruktivne a neefektivne prvky sa do matematiky dostavali zo za&iatku
logickou cestou pomocou nepriameho dékazu. Tak sa dokizalo, ¥e druhi od-
mocnina z dvoch neméze byt raciondlnym é&slom, lebo vtedy by muselo byt aj
parnym aj neparnym. Podstata nepriameho dékazu pozostava v tom, 7e sa vyslovi
urcity predpoklad, (Ze napr. druha odmocnina z dvoch je raciondlne é&slo, alebo
Ze nejestvuje ani jedno &islo, ktoré mé uréitd dandi vlastnost) a z necho sa vy-
vodia také dosledky, ktoré protireéia uznanym axiémom alebo teorémam. A preto-
Ze moZe platit bud vjchodiskovy predpoklad, alebo jeho negicia, a pretoze vj-
chodiskovy predpoklad vedie do protiredenia, bude platit jeho negicia, (Ze druha
odmocnina z dvoch nie je raciondlne éislo, alebo Ze jestvuje ¢islo s danou vlast-
nostou). To znamend, Ze organickou sufiastkou nepriameho dékazu je princip
vylicenia treticho, pri ¢om disjunkcia a uznané protireenie nam v8bec neukazujit
cestu a sposob kondtrukcie objektu (ale napr. aj priameho dokazu), o ktorom
sa v nepriamom dokaze hovori. Nepriamy dékaz len tvrdi (lepiie povediac,
ziada), Ze ,nieo” musi jestvovat, ale neumoZiiuje poznat jeho povahu a pod.l
Preto sa takyto dékaz nazjva existenénym a nekon§truktivnym.
Logika, v ktorej plati princip vylt¢enia tretieho, nazjva sa klasickd, logika,
v ktorej tento princip neplati, nazjva sa intuicionistickd.®

No aj nepriamy dékaz sa da chépat bud ako nastroj poukazovania na nejaki
2hypoteticka“ existenciu, ktord potom dokidZeme priamymi spbsobmi, alebo ako
néstroj zavedenia entity, ktord je nekonStruovatelna, alebo ktorej pripisujeme taka
istd existenciu ako konitruovateInym entitim. V tomto druhom pripade nepriamy
dékaz s principom vyladenia tretieho implicitne predpokladajii uréita hotovi pred-
stavu o oblasti, ktord sa skdma, t. j. tato predstavu si skiimanim nevytvaraja
a tak tento druh dékazu ma vyznam len pri ontologickych predpokladoch. MéZeme
to aj tak povedat, Ze ak konStruovatelnym a nekonStruovatelnym entitAm pri
nepriamom doékaze pripisujeme rovnakd existenciu a nepriamy dékaz je mostom
medzi tymito entitami, tak logika nepriameho dékazu ma nevyhnuine ontologick
hodnotu!” a matematika, ktord ho uZiva, ma platonovskyj charakter. Tento cha-
rakter z hladiska realistov pozostiva v tom, Ze na naSe abstrakcie (akjymi sd
pojem ¢isla, funkcie, mnoZiny a pod.) a najmi na ich obsah prendSame také

15 Pri uréovani druhej odmocniny z dvoch sa tento nedostatok odstrdnil len tak, Ze sa naila
jeho geometrickd interpretdcia (kondtrukeia) ako dlzka uhloprietky Stvorca o sirane rovnej
jednotke. ‘ ]

16 Intuicionistickd logika bola axiomalicky prepracovani Heytingom. Pozri A. Heyting,
Intuitionism, Amsterdam 1956, 97 n.

17 Ontologické pozadie principu vylafenia tretiecho si mézeme ilustroval na priklade. Majme
dve vipovede: , Kaidé ¢islo ma weith vlastnost A." |, Jestvuje &islo, ktoré nemd vlasinost A.“
Ak sa dokaZe prva vipoved, vyla€l sa druhi, ak sa dokize druba, vylaél sa prva. Ak viak
nevieme dokézal ani prvid ani drubhd vypoved, a takjch pripadov je v matematike mnoho (sem
patria napr. vietky nerozhodnutelné vypovede) tak ugivatel nepriameho dékazu a principu vy-
lacenia tretieho povie (a musi povedat), Ze situicia sama osebe je taka, ze hoci to
neviem dokazaf, plati bud prvd, bud drubd vjpoved. A keby jestvovala nejakd vydsia inteli-
gencia, t4 by to tak videla. Jestvuje preto pravda o sebe, veta o sebe a pod.
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vlastnosti, ktoré patria len vonkajSej realite; preto mdzeme povedat, Ze dand
mnozina alebo &islo uréitd vlastnost (zékonitost) alebo ma, alebo nem4, Ze dané
&isla st alebo nie st v uréitjch vztahoch a vébec neberieme do dvahy aj ta
moinost, Ze ni§ spdsob a formy abstrahovania nemusia byt (o sa tyka postihnu-
tia podstaty) primerané a Ze teda ,priroda“ nim nemusi na otizku odpovedat
ani 4no, ani nie. To znamend, Ze kon$truktivistické tendencie v miere ich kon-
§trukiivnosti sa zbavuja ontologického pozadia a ontologickych predpokladov, ale
aj naopak, priklad vzaty z analjzy principu vylicenia treticho méZeme zovSeobec-
nit a povedaf, ze kazdd nekonstruktivna logika (alebo logicky zdkon) sa da po-
chopit len na ontologickom pozadi.

Neskér sa nekonstruktivne prvky zavadzali do matematiky matematickou cestou
tym, Ze sa velmi roziiril pojem funkcie!® a ze Cantor zaviedol taky Siroky a tplne
nekonstruktivny pojem mnoziny, Ze umoinil aZ vznik antinémii. Cantor vychadzal
z urtitej hotovej nekonetne diferencovanej nekonecnej totality, ktord sa d4 chdpat
aj ako mnoZina vietkjch mnoZin. A prave tento pojem mnoZiny vietkych mnoZin
je protiretiaci si. Ak M je mnoZina vietkych mnoZin, mohutnost tejto mnoZiny
budeme oznadovat M. Mézeme utvorit mnozinu vietkych podmno#in mnoziny M
a oznaéme ju U M. Vieme, Ze mnoZina vietkych podmnoiin danej mnoziny M ma
viid§iu mohutnost ako mno¥ina M. To zn., 7¢ U M > M; no pretoze v naSom
pripade M je mnoZina vietkjch mnoZin a U M je mnoZina podmnoZin mnoZiny
M, bude U M patrit do M, t. j. bude U M = M a preto bude platit U M = M,
¢o je v protiredeni s predchidzajtcou vetou.

Do podobného protiretenia sa dostaneme aj ked utvorime mmnoZinu M vsetkych
mnozin, ktoré neobsahujt seba ako prvok. Tak mnoZina planét nie je sama pla-
netou. MéZeme si poloZif otdzku, ¢i tito mnoZina patri ako prvok do seba samej,
t. j. & tito mnoZina obsahuje seba ako prvok. Ak mmnoZina M vietkych mnoZin,
ktoré neobsahuji seba ako prvok, nepatri do M, t. j. ak M neobsahuje seba ako
prvok, tak podla definicie tejto mnoZiny M patri do mnoziny M. Ak viak M patri
do M, tak podla definicie M, M nepatri do M. Teda plati, Z¢ M ¢ M a neplati,
ie M ¢ M.

Antinémie sa z teérie mnozin odstratfiovali viac-menej kondtrukiivnou cestou
zuZujticou pojem mnoZiny tak, aby nemohli vzniknii protirecenia. A pretoZe naSe
dve a edte iné protiredenia vznikli tym, Ze sa pripasta existencia nepredikativnych
mno#in, t. j. takjch mnozin, ktoré sa daji definovat len vzhladom na celok,
v ktorom samé s prvkami!® teda ako hotové nekonetné celky,?® ponechévaji sa

18 Funkcia prestala byt len analytickym vijrazom. Uréovala sa tym, #e kaZde] hodnote x
v uréitom intervale sa priradovala urfitd hodnota y bez ohladu na to, ¢i y je v celom intervale
zdvislé na x podla toho istého zikona, alebo nie, & sa zdvislost mé%e vyjadrif matematickjmi
operdciami, alebo nie®. O. Becker, Grundlagen der Mathematik, Miinchen 1954, 222

19 Wang Hao, c. d, 577. Predikativne mnoziny spliiaji princip bludného kruhu, podla
ktorého Ziadna totalita nemdie obsahovaf éleny definovatelné len v terminoch tejto totality.

20V oblasti nekoneénjch mnoiin vznikaji antinémie preto, Ze nekonefné mnoZiny sa chédpu
ako o sebe jestvujiice hotové celky G. Gentzen, Die gegenwdirlige Lage in der mathematischen
Grundlagenforschung, Leipzig 1938, 6.
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len predikativne mnoziny, ktoré sa niekedy stotoZiiuji s konStruktivnymi mnozi-
nami.®! Pri kon3truktivnych teériach mnoZin sa nevychddza z pojmu mnoZiny,
ale z pojmu ,mnoZiny nieoho” (set of),*® napr. z pojmu mnoziny celych, racio-
nélnych é&isiel. Opakovanou aplikdciou opericie ,mnoziny nietoho dostaneme
stile §irSie mnoziny, ale nikdy nedostaneme mnoZinu vietkjch mnoZin. MéZeme
povedat, Ze kondtruktivne teérie neuzndvaji nejakd uzavrett fotalitu, ktord vy-
luéuje moZnosti dalSich konStrukcii, ale len totality relativne z hladiska rozli¢-
nych stupfiov konstrukcie.?3

Antinémie v teérii mnozin viak mali aj ,dobria* stranku. PretoZe teéria mno#in
zasahovala aj do tedrie ¢isiel a pretoZe vyndranim antinémii vznikla obava, aby
sa najistejsia ¢ast matematiky nedostala na neistt podu, vznikla opaéna tendencia
‘vybudovat teériu &siel rekurzivnym spésobom myslenia bez odvoldvania sa na
nekoneéné mnoZiny.®* Treba viak, pravda, dodaf, Ze rekurzivny §tyl myslenia
nadobudol na vyzname v stvislosti so vznikom a velk§m rozSirenim matema-
tickych strojov a tvorbou réznych algoritmov pre ne.

4. Nekonstruktivne logiky

V naSich diskusidch o povahe logiky a o jej vzfahu k realite sa objavovali na-
zory, podla ktorych logika sa bud celd ma chapat ontologicky, alebo neontolo-
gicky, pripadne antiontologicky. Takéto zjednodu$ené nazory vyplynuli zo schema-
tického chipania vzfahu filozofie k ostatnym veddm a z hladania materialistickej
interpretdcie jednotlivych vedeckych teérii ba celych vied tam, kde to nie je
tymto teériam primerané. Pri bliz§om skumani logickych systémov, ako sa oni
objavovali v dejinich, som dofiel k nézoru, Ze ani ontologizujtci logici (ku kto-
rym, som okrem velkého mnoZstva sovietskych, polskych, nemeckych a americkjch
logikov patril aj ja), ale ani neontologizujtici alebo antiontologizujici teoretici
logiky nemaji pravdu a Ze cely spor sa odohraval na rovine, ktord nereSpektuje
to, o sa v priebehu dejin v logike utvorilo, t. j. na rovine filozofie, ktora ne-
re§pektovala z jednej alebo z druhej strany to, éo sa vold ,logickym“. V dejinich
vedy sa stretivame s logickymi systémami, ktoré logiéno stotoifiovali s ontolo-
gickou formou, ale aj so systémami, ktoré logi¢no stotozilovali vyluéne s metodo-
logickou formou. To znamend, Ze niektoré logiky, & chceme, & nechceme, boli
a st tak budované, Ze maji a musia mat oniclogické pozadie, alebo sit tak bu-
dované, aby mali ontologické pozadie (nezalezi pri tom vobec o aky druh onto-
légie ide), pripadne, Ze ich niektoré vety sa musia ontologicky interpretovaf. Iné
druhy logickych systémov k takémuto ontologickému interpretovaniu prirodzenou
cestou nevedd. Ak niektorému systému je ontologické pozadie imanentné, potom

2 Wang Hao, c. d., 578.

2 K. Godel, What is Cantor's Continuum Problem? The American Math. Montly,
1947, 519.

2 Wang Hao, c. 4., 563.

28 T, Skolem, Begrindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende Denkweise. ..
1923, Pozri R. Péter, Rekursivitdt und Konstruktivitat v Constructivity in Mathematics, 226.
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jeho neontologicka alebo antiontologickd interpreticia je nepravdivd a podobné
plati o neontologickych systémoch. A pretoie kazdd ontolégia predstavuje hotovii
ucelent predstavu o svete, méZeme na zaklade skidsenosti s principom vylacdenia
treticho ontologicky ,zatazené“ logiky volat nekonstruktivnymi a tie ostatné
budii kon$truktivne. Mézeme teda povedaf, Ze konstruktivna bude ta logika a fiou
bude natolko, ktord nebuduje a nakolko nebuduje na nejakej hotovej koncepcii
(predstave) o realite, ani takit nepredpokladd a ani neumoiiiuje do nej vyustif,
ale ktord aposteriérnymi spdsobmi pomiha budovat nase predstavy o skuto¢nosti.
To znamend, Ze konstruktivna logika je jedna z prejavov zadekvatiiovania logiky
ako ndstroja vedeckého poznania.

Takéto rozlifovanie dvoch typov logik neznamend hodnotenie jedného a zne-
hodnotenie druhého typu. Nazddavame sa, Ze ontoldgia je nevyhnutni a Ze prenikd
skoro celou empirickou vedou. V ontolégiach sa petrifikuje ako v uzlovych bodoch
urdity stav filozofie a vied. Kaida ontolégia ma viak dolasny charakter. Vznika,
ustaluje sa, plodne pdsobi a prekondva sa. To plati o Parmenidovej, Herakleito-
vej, Aristotelovej, Plotinovej, TomaSovej, Spinozovej, Leibnizovej a Heglovej
‘ontolégii, a to bude raz platit aj o ontolégii dialektického materializmu. Nage
vedecké, empirické poznanie sa viak rychlejsie meni ako ontoldgie a tieto zmeny
musia maf preto ,neontologické” priciny, lebo ontolégie sii voéi tymio zmendm
relativne rezistentné. Preto logika vedeckého poznania musi mat nevyhnutne ne-
ontologické prvky. Veda musi maf svoju logiku, no tito sa nesmie stotoziiovat
s ontologickou logikou, ale s nie¢im, ¢o je nevyhnutné aj pre budovanie ontolégii
a od nich zavislych logik. Aj ontolégia totiz je veda a aj ona sa musi logicky
budovat. Autoreflexivne budovanie ontolégie svojou zo samej ontolégie plyntcou
logikou je sice moZné, ako to vidime napr. u Aristotela alebo Leibniza, ale
takouto logikou sa ,logi¢no” nevyéerpa. Keby sa totiz logiéno stotoznilo s takouto
logikou, znemo#nilo by to dalii vyvoj vedy, ako aj dalsi vyvoj ontolégii. Keby
sa ontolégia budovala ontologickou logikou, tak by dani ontolégiu nepre-
konala, zostala by v jej zajati. Preto ontologia sa ontologickou logikou neda
budovaf. Logika ako najtypickejdi prejav ludského myslenia a ludskej existencie
je preto nad akoukolvek ontolégiou. No takii logiku nesmieme stotoZiiovat s jed-
notlivymi logickymi systémami, ktoré si len prejavy snahy adekvatne postihnut
§irku a moZnosti ludského myslenia.

Medzi najznamejiie ontologizujice logiky patri bez pochyby Aristotelova logika,
podla ktorej formy bytia uréuji formy hovorenia (o byti) a Leibnizova logika,
kiord je vedou o vietkjch moznych svetoch.?® Leibnizovej logike je, nehladiac
na velkd rozdielnost ontologii, podobnd Wittgensteinova a Carnapova logika,
podla ktorej analytické vety hovoria o vietkjch moZnjch stavoch.?® Vylozene

% nutné pravdy ostant platné nielen dokial bude svet jestvovat, ale boli by platné aj keby
svet bol inak stvorenj® G. W. Leibniz, Fragmente zur Logik, Berlin 1960, 428, , vecné
a vieobecné pravdy ... musia platif vo vietkjch svetoch a v kaidom ¢ase, slovom aj u boha
samého ..." G. W. Leibniz, Die Philosophischen Schriften (ed. Gerhardt) VII, 115.

8 Tyrdenie, Ze logické vety st plainé vo vietkjch moZnjch svetoch, nepovaiuje Carnap
za nepravdivé, ale za nejasné a vysvetluje ho takto: ,Logicky pravdivd je td veta, ... ktora je
pravdiva v kaidom mo¥nom pripade.” R. Carnap, Einfihrung in die symbolische Logik,
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ontologicky charakter ma logika v Principia mathematica, ktora slazila na neproti-
recivé rozvinutie teérie mnoiin a svojou teériou typov vyastuje do ontolégie.
Vseobecne mézeme povedat, Ze ontologicky charakter ma kazd4 logika, ktora slazi
na rozvinutie nejakej uZ jestvujiicej predstavy. Sem patria napr. aj vietky formy
takzv. kvantovej logiky, ktoré sa usilovali o adekvatne vyjadrenie situicie objavu-
jucej sa v kvantovej fyzike,

Medzi najznamejsie neontologizujiice logiky patri bez pochyb stoickd logika,
ktord nebola reflexiou sveta a ani nejakej hotovej reflexii nesluZila, ale bola skor
reflexiou alebo nédstrojom vedeckej metédy. Do tejto skupiny patri aj slaby
Descartesov pokus o logiku, v ktorom sa nehovori o nejakom redlnom poriadku,
ale len o poriadkoch pozndvania reality. Sem patri Jatkovského a Gentzenova
bezaxiomatickd logika svojimi pravidlami slaZziaca na rozvijanie vedeckého po-
znania. Jestvuje totiZ dost zdovodnené podozrenie, Ze axiomaticky systém je
myslitelny len na ontologickom pozadi. P. Lorenzen hovori, Ze dnes je v mate-
matike beZné ,ontologizujice” chépanie, ktoré nachddza svoj vyraz v axiomatickej
matematike.?” Naozaj, kazdd axiomatickd metdda spoéiva na axiémoch a zaklad-
nych pojmoch ako danych; axiémy vyjadruji a predpokladajii, ale nezdévodiiuji
nejakd situdciu. Keby nié nevyjadrovali, boli by zbytoéné.

Takéto radikilne odmietnutie axiomatickej metody, ktord mala a ma v mate-
matike velky vyznam, zmierfiuja intuicionisti tjym, %e rozlifuja dve funkcie axio-
matickej met6dy.?® Ide o deskriptivnu funkciu, ktort uznavaji, a o postulativnu
funkciu, ktort odmietaji. Deskriptivna funkcia pozostiva v tom, Ze sa axioma-
tickou metédou usporiada niefo, o je uz pred tym zndme. Tak axiomatizicia
euklidovskej geometrie chce presnym a jednotnym spésobom postihniif poriadok
v neaxiomaticky danych a medzi neaxiomaticky danymi geometrickymi dtvarmi.
To znamend, Ze deskriptivna je t4 axiomatickd metdda, pri ktorej sa modely pre
axiomaticky systém poznali alebo skon$truovali uz pred fiou, a preto axiémy
v nej vyjadruji len moZnost matematickjch kon§trukcii s vlastnosfami vyjadre-
nymi axiémami. Axiomatickd metéda je tak vlastne len pomocnou metédou pre
kon§truktivnu metddu. Postulativna funkcia naopak jasne vystupuje do popredia
tam, kde dopredu nepoznidme modely, alebo kde predaxiomatické $tddium nie-
ktorej discipliny (napr. tedérie mnoZin) sa ukazalo protiredivé. Ak takito tedria
nema byt prazdna, t. j. ak md o niefom hovorif, tak musi niefo existovaf, éo
splfia tieto axiémy, pri éom spominani existencia sa prejavi len cez axiomy;
¢iZe existencia je tu vytvorend axiomami. PretoZe v konitruktivizme matematicky
objekt zadina existovat len jeho moZnou alebo skutoénou kongtrukciou, neméie
zadal jestvoval konstituovanim systému axiém. V kazdom pripade axiomaticky
systém, uvaZovany sdm o sebe bez jeho vzfahov k modelom poznanym bud pred-
Wien 1960, 17; pozri R. Suszko, Ontolégia v , Traktacie® Willgensteina, Studia filozoficzne

1, 1968. :

27 P. Lorenzen, Uber die Begriffe , Beweis® und , Defininition” v Constructivity in Mathe—
matics, 196. Lorenzen tu ukazuje, ako sa v aritmetike di obist bez explicitnjch defuucn, z4-
kladnjch pojmov a axiémov.

A Heyting, Axiomatic Method and Intuitionism, v Essays on the Foundations of
Mathematics, Jerusalem 1961, 238 n,
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axiomaticky, alebo axiomaticky, stavia na predpokladoch o existencii niefoho,
éo sa vyjadruje v axiémach a na zaklade toho predpokladu sa skima Struktira
tohto niedoho. Tieto predpoklady sa zdali prirodzené az dovtedy, pokial sa ne-
zistilo, Ze axiomatickd metéda neméZe hrat principidlnu ulohu v aritmetike, lebo
sa fiou ned4d definovat obsah teérie aritmetiky,?® t. j. Ze sa pojem celého, racio-
nalneho a redlneho &sla ned4 jednoznaéne axiomaticky postihnit, ako to vyplyva
z Godelovej vety o nedplnosti kazdého dostatotne bohatého axiomatického
systému. V tejto situdcii sa kon§truktivistické snahy dostavaju do iného a voéi
axiomatickym tendencidm (vodi axiomatickému §tylu myslenia) priaznivejSieho
svetla. Konstruktivnym §tylom myslenia sa totiz ni¢ (alebo skoro ni¢3?) nepred-
poklada, ale vietko sa kon$truuje a len to, &o je uZ skonitruované, alebo ¢o méze
byt skonitruované, stiva sa predpokladom dalsich konstrukeii.

5. Obsahovo kongtruktivne logiky

Obsahovo kon3truktivne st tie logiky, ktoré st ndstrojom skitmania kon3truktiv-
nych alebo kongtruovatelnjch systémov a ktoré samé podliehaji hlavnej zasade
kon§truktivizmu, Ze totiZ existovat méze len to, &o sa déa skonstruovat.3! Obsahovo
konstruktivne logiky totiZ maju vyjadrit $truktiru, skelet vietkjch konStruktiv-
nych systémov. Pri tom jadro zdsady konStruktivizmu moéZeme z matematiky
rozdirit na celt empiricki vedu. Potom konstruktivna logika bude mat len obsaho-
vo metodologicky vyznam, celd bude zamerani na budovanie, kon$truovanie
pojmov, systémov vedy. To znamena, Ze tdto logika (a jej zlozky ako napr.
logické castice) bude maf len natolko vyznam, nakolko bude re§pektovat verifi-
kaéno-demonstraéna funkciu vedy.

Konstruktivne logiky nie sii nejako presne vymedzené, lebo nie je presne
vymedzend ani verifikaéna funkcia vedeckej metédy a ani pojem konStruova-
telnosti. Pojem konstruovatelnosti totiz neméze byt definovanym, ale len ziklad-
nym pojmom. Situicia sa asponl dnes tak javi, lebo definicia konstruovatelnosti
pomocou viecbecnej rekurzivnej funkcie vedle do bludného kruhu. Vieobecnd
rekurzivna funkcia je totiz dand systémom takych rovnic, pri ktorjch jestvuje
vidy kone¢ny poéitaci postup, ktory pre kazdd hodnotu argumentu jednoznacéne
uréi hodnotu funkcie. No tento existenény kvantifikitor ,jestvuje” moézeme chapat
platonovsky (a fixovat ho napr. pomocou principu vyladenia tretieho®® alebo

2 A Mostowski,..., Der gegenwirtige Stand der Grundlagenforschung in der Mathema-
tik, Berlin 1953, 21. ; '

20 Predpokladaji sa len elementirne konitrukcie ako vychodisko.

3 Y nekonitruktivnych dékazoch je nepochopitelné, v akom zmysle | jestvuje” taky ,objekt",
t. j. %o sa redlne tvrdi teorémou dokizanym nepriamym dékazom. A. A. Markov, O komtruk-
tivnych funkeijach, Trudy matem. Instituta Im. Steklova, Moskva 1959, 315.

32 Dékaz vety V y A (y) je konstruktivny a existenény kvantifikator je konitruktivny vtedy, ak
v priebehu dékazu sa najde také y, ze plati A (y), alebo je dani metéda, pomocou ktorej sa také
y da skonitruovat. S. C. Kleene, Recursive Predicates and Quantifiers, v The Undecidable,
New York 1965, 283. Z hladiska kontruktivizmu vicobecne platnd vjpoved Ay A (y) hovori,
7¢ kedykolvek sa skonitruoval matematicky objekt, splia vjpoved A (y). A. Heyting, Some
Remarks on Imtuitionism v Constructivity in Mathematics, 70.
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pomocou aktuilneho nekonedna; obidve fixovania st ekvivalentné) alebo kon-
Struktivne. Prvé chépanie je nekonitruktivne a druhé, ktoré malo objasnit pojem
konstruktivnosti, samo sa musi objasfiovat pojmom konstruktwneho existenéného
kvantifiktora,®?

Z toho, Ze pojem konitruovatelnosti sa nam javi ako zakladny pojem, vébec
nemusi nasledovaf, ako sa mylne nazdiva Heyting, Ze v pojme konitruovatel-
ného objektu nemdze byt ni¢ arbitrérneho a Ze matematika musi byt dplne sebe-
statnd.’* Keby Heyting mal pravdu, tak kon3truktivizmus by upadol do apriér-
neho ontologizmu. Existenény kvantifikator v rekurzivnych funkcidch sa ma sice
konitruktivne definovat, ale dopredit nesmieme prejudikovaf, o akd definiciu
konkrétne ide. Pojem kon3truovatelnosti neméze byt ani absolitny, ale ani Iubo-
volny; musi byt relativny, a to relativny z hladiska celkovej situicie v logike,
v matematike, ale najmi v celej vede, na pozadi ktorej sa logika a matematika
da jedine adekvéatne chipaf. Podla toho, aké prisne a Gnosné poziadavky kladieme
na budovanie vedy, dostivame rézne druhy a stupne konstruktivizmov. Jedine
imanentny vztah konstruktivistickych tendencii k budovaniu matematiky schopnej
aplikacie a k budovaniu vied, ktoré samé v sebe a vo svojom vzfahu k vlastnym
aplikdcidm st autoregulativne, zachrafuje kon§truktivizmus alebo konstruktivizmy
pred ontologickymi predpokladmi a pozadiami. Tieto predpoklady sa kongtrukti-
vizmu prive pre mnozstvo jeho foriem a stupifiov velmi nebezpeéne natiskaji
a pred nimi sa preto kon§truktivizmy len velmi fazko brénia.

Konstruktivne systémy méZeme povaZovat za (jediné) systémy s vlastnou logi-
kou nedovolujiicou vybotit z rdmca kon§truktivnosti, a to alebo tplne pomocou
neplatnosti principu vyltdenia treticho a pomocou primeranej definicie kon§truk-
tivne] negdcie a pravdy,®® alebo len netplne vylucenim len samého principu
vylicenia tretieho. Prva logika je radikalnejsia ako druha. Niektori viak povazujt
konitruktivne systémy za podsystémy a kongtruktivne oblasti povaZuji za ziiZenie
pola vyskumov napr. na vypoditatelné funkcie, pri ¢om pripastaja vSetky druhy
dékazov, teda klasickii logiku.?® Pri tom systémy kongiruktivnych podsystémov
sa méiu chapaf ako redlne systémy (platonizmus) alebo ako akési idealizicie,
ktoré viak maji zmysel (Hilbert). Ak sa to, ¢o tieto podsystémy presahuje,
povazuje za nevedecké, za nezmysel, tak dostivame logiku, ktori je podobna
intuicionistickej logike. Dalgie odrody konstruktivizmu dostaneme podla toho,
ako chdpeme a uZivame pojem rekurzivnej funkcie. Je zndme, Ze mnoZina (tota-
lita) rekurzivnych funkcii nie je rekurzivna, a preto prisnejsi kon§truktivisti rekur-
zivne funkcie len uZivaja, ale ich totalitou sa nezaoberaji; menej prisni kon§truk-
tivisti to povaZzuji za spridvne, a tak mdZu hovorit o triede rekurzivnych (kon-
Struktivnych) redlnych &isiel.” Koneéne podla toho, ako rozne chapeme existenény

3 R, Péter, Rekursivitit und Konstruktivitit, 228.

3 A Heyting, ¢ d, 70.

35 [de najmd o Price Grissa, Loba a Nelsona. Pozri sbornik Constructivity in Mathematics.

¥ A Grzegorczyk, Some Approaches to Constructive Analysis, Constructivity in Mathe-
matics, 43.

3 A Mostowski, On Various Degrees of Constructivism v Constructivity in Mathematics,
182.
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kvantifikdtor v definicii rekurzivnej funkcie, dostivame nielen rézne rekurzivne
funkcie, ale aj rézne vymedzenia ,konstruovatelného”. Okrem tychto konstrukti-
vizmov uvedieme e§te tzv. realisticky kon§truktivizmus, ktory osvetlime vymedze-
nim troch postojov ku matematickej realite. Podla prvého postoja matematickd
realita (to, o ¢om sa hovori v matematike) ,lezi“ pred nami a matematika m&
k nej priamy vziah, t. j. naSe vieobecné matematické pojmy st jej priame odrazy,
st ndm vtladené a v tom zmysle dané. Je jasné, Ze tu ide o platonovsky chapana
matematiku. Podla druhého postoja matematickid realitu vytvdrame é&innostou,
konitrukciami. Otdzka, ¢ vytvorenym matematickym predmetom odpovedd eSte
nejaki ini autenticka realita, je tu metalyzickd a nevedecka.® Treti postoj, ktory
nazjvame realistickfm, a ktory z hladiska matematizovania ostatnjch vied sa
nam vidi pravdiv§, uznava, ze pred nami ,lezi“ matematickd realita. My nasou
matematikou tdato realitu rekon$truujeme (nachkonstruieren). To znamena, Ze
vieobecné pojmy nie sii dané, ale sa konStruuji a o realite méZeme len natolko
hovorit, nakolko sme ju rekon§truovali. Kazdé ostatné tvrdenia si mimovedecké,
ale po urditej dobe sa mé%u stat vedeckymi. Logika tohto konitruovania je rea-
listicky kon§truktivna, ale nie nevyhnutne ontologicka.??

Je dost roziireny ndzor, ze fazkosti s nekonefnom, nekon$truktivnosfou a
neefektivnosfou sa objavujii len v predikadtovom kalkule v savislosti so vieobec-
nymi a existenénymi kvantifikitormi a Ze vypovedny kalkul a predikitovy kalkul
s volnymi premennymi je principidlne finitny.%® Chceli by sme ukéizat, Ze nekon-
Struktivne prvky sa moézu objavit aj v metamatematike (v teérii) vypovedného
kalkulu a Ze teda aj tam jestvuji moZnosti jeho konitruktivneho alebo nekonstruk-
tivneho budovania.

Ked sa vypovedny kalkul delinuje maticovou metédou, tak sa opiera o pojem
logického univerza a o logické funkcie (&astice). Matica charakterizujiica dvoj-
hodnotovy vipovedny kalkul bude

M = (F, P, {, g), | [7]

pri ¢om F a P st dve cudzie mnoZiny (F je mnoZina nepravdivych vypovedi,
P mnoZina pravdivich vypovedi) f je dvojargumentova funkcia (implikacia alebo
disjunkcia), g je jednoargumentova funkcia (negicia). Spojenie P a F tvori triedu
vietkych vypovedi, teda univerzum vypovedného kalkulu. Budeme ju oznadovat U.
Aby veda a logika mala vyznam, musi platit F 4 0. Keby totif F = 0, vietky
vypovede by boli pravdivé a akékolvek dokazovanie by bolo zbytoéné. Pri tom
sa ako samozrejmost predpokladi, Ze trieda vietkych vypovedi, tvoriaca univer-
zum vypovedného kalkulu, méze byf nekonecna;

U =¥, ' [8]

8 A Heyting, Intuitionism, 9, 3.

3 Nazdivame sa, #e realistick§ postoj je iného charakteru ako ontologia-veda, Neda sa
zd6vodnit ontologiou, lebo vtedy tomu, éo je bezprostrednejiie, by predchddzalo to, ¢o je
sprostredkovanejsie. Ak by sme predsa cheeli tento postoj ,,zddvodnit®, tak by sme sa obracali
na fakt, Ze vedy maji aplikdcie mimo nich.

40 Wang Hao, c. d. 43.
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neméze byt koneénd, lebo vychadzajic z lubovolnej vipovede p méZeme utvorit
novia vypoved nie-p. Z p a z nie-p mbzeme pomocou implikicie (alebo disjunkcie)
vytvorit molekuldrnu vjpoved. Na fiu mézeme aplikovat negiciu, znovu impli-
kédciu atd. Sposob, ktorym sme postavili problém konstruktivnosti alebo nekon-
Struktivnosti vypovedného kalkulu nds nGti sa pri tomto ,atd." zastavif. Kto
uzndva oprivnenost tohto ,atd.”, t. j. kto tvrdi, #e v tvorbe vjpovedi mézeme
pokragovat bez ohranicenia do nekoneéna, uzndva spravnost axiémy

i 8 [9]
Kto opravnenost ,atd.“ neuzniva, uzniva spravnost axiémy

U < N, : : [10]

Axiéma (10) reprezentuje extrémny konstruktivizmus zavrhujici pojem moznej
konitrukcie ako velmi nejasny a pripasfa len pojem vykonatelnej konstrukcie.
Logiku, v ktorej plati [10], nazjvame podla Jesenina — Volpina ultraintuicio-
nistickd.*! Jeseninove uvahy, ba vlastne pochybnosti o tom, Ze &selny rad
0, 0, 0", 0", ... je kategoricky (Ze teda tento rad sa ai na izomorfizmus da
jednoznaé¢ne definovat), Ze plati princip indukcie umoZiiujtici prechod od n ku
n 4+ 1, majd bezprostredny vplyv na logiku nielen z hladiska jej aritmetickej
interpretdcie (aritmetizicia logickej syntaxe), ale aj z hladiska platnosti niektorjch
logickych pravidiel. MoZnost predlZovania &iselného radu do nekoneéna implikuje
s principom indukcie moZnost lubovolného pouzitia pravidla odliéenia (modus
ponens)*® a predpokladd, Ze uréitd zdkonitost, ktord sa prejavuje pri koneénjych
asekoch tohto radu, indukciou sa méZe rozsirift na ,cely” nekoneény rad a tak
cely &iselny rad povaZzovat za homogénny. Podla takejto tvahy aj za radom 0,0,
0”,...atd., skrjva sa hotovd predstava vylucujiica mo#nost, ze pri velkych koneé-
nych a nami nikdy nedosaZziteInych ¢islach sa neobjavia nové javy a nevznikni
nové zakonitosti poru§ujice kategoriénost radu. Potom aj uznanie potenciilneho
nekoneéna, bezné pre intuicionistov, by bolo prejavom platonizmu. Ultraintuicio-
nisti sa pytaji na opravnenost slova ,atd.”, t. j. na opravnenost hotovej predstavy

A S Esénine-Volpine, Le programme ulira-intuitionniste des fondements des
mathématiques v Infinitistic Methods, 202. Pozri A. S. Esenin-Volpin, Analiz potencialnoj
osuéestvimosti, v Logiteskije issledovanija, Moskva 1959.

~ * Ked ufivame princip indukeie, tak z platnosti vety f (0) dostaneme platnost f (1), f(2) ...
takto:
FO), (O =fO+1)
fO+1)
FOL L) -f+1D
7 (2)
F2),f@2)=7F(3)
f(3)
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o ¢iselnom rade. Ak zastivame platonovsky nazor o existencii &iselného radu ako
daného, tak potom nevieme vylaéif moZnost vynorenia novych javov, vzfahov
alebo vlastnosti pri nami nedosaZitelnjch é&islach; ak nezastdvame platonovsky
nazor, tak potom nevieme, preto mame predlZovat é&iselny rad do nekoneéna.
Désledne vzaté, &selny rad by sme mali alebo mohli definovat vidy len pomocou
najrychlej§ieho matematického stroja. Tento rad by bol preto vidy len relativne
charakterizovany a tym stGfasne aj najradikdlnej§ie odmietnuty platonizmus.
Ak by sme prijali aritmetickd interpretdciu logiky aspofi v minimaélnej miere tak,
aby sme vietky vypovede mohli usporiadat do postupnosti, ak by sme matematiku
budovali ultraintuicionisticky, tak by to znamenalo velmi hlboky zdsah do logiky.
Velmi radikdlne by sa relativizoval pojem logického zikona (analytickej vety)
a mohol by vzniknit len otvoreny systém logickjch viet, do ktorého by sa
postupne dostavali daliie vety (zdkony), ktoré boli pred tym nedokazatelné.
To znameni, Ze v tejto logike by neplatila Tarského definicia deduktivneho
systému

Cn(X) =X [11]

(Cn je vztah désledku a X je mnoZina vypovedi)
uzatvarajica uréitd mnoZinu X do seba, ale ani tranzitivnost désledku Cn v jeho
zovieobecnenej forme

Cn...(Cn(X)=Cn(X)) [12]

Désledky vyplyvajice z neplatnosti viet [11] a [12] sa také limitujice, Ze, zda
sa, samé si ukazovatelom pritzkeho chdpania tak matematiky ako aj logiky, hoci
z Cisto teoretického hladiska by rozpracovanie takejto logiky bolo nesmierne za-
ujimavé. V uliraintuicionistickom predikdtovom kalkule by sme sa okrem limitu-
jacich podmienck vyplyvajicich z vlastného vypovedného kalkulu stretli s dal§ou
relativizaciou, ktord spociva v tom, Ze premenné by tu reprezentovali oblasti sice
koneéné, ale neurcené a konecné, ale neurdené by bolo aj univerzum tejto logiky.*?

Ak uzname pravdivost vety [9], tak N, méZeme chapat bud ako potenciilne,
bud ako aktudlne nekoneéno. V obidvoch pripadoch tak mnoZina pravdivych ako

aj mnoZina nepravdivych vypovedi bude nekoneéns, t. j. v [7] aj F = N, aj

P =N, . Lahko dokizeme, 7e F je nekoneén4 mnozina. Vieme, 7ze F + 0, t. j. Ze
jestvuje aspoii jedna nepravdiva vypoved p. Drubd dostaneme, ked p konjunkciou
spojime s Iubovolnou vypovedou g, tretiu dostaneme, ked p A ¢ spojime kon-

junkciou s r atd., PretoZe negécia nepravdivej vypovede je pravdiva, aj P = N, 4
Ak univerzum urcujeme rekurzivnym spésobom, teda ak je rekurzivnou efektivnou
mnozinou, tak prisluini logika bude konitruktivna a podla bliZsich kritérii uréo-
vania pravdivosti a nepravdivosti vypovedi sa bude viac alebo menej podobat
intuicionistickej logike.

4 Ak by tu malo zmysel vébec hovoril o konecnej a nekoneénej oblasti.

4 Nekoneéné mno#stvo pravdivich vypovedi dokdzeme, ak pripustime, #e jestvuje aspofi jedna
pravdivd vypoved s. T4 jestvuje, lebo v opaénom pripade by dokazovanie nemalo vyznam.
Vtedy viak plati, Ze aj Cn (s) je pravdiva a Ze aj Cn (Cn... (Cn (s))...) je pravdiva.
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Definicia deduktivneho systému vo vete [11] povaZuje tento za hotovy dtvar,

a preto, zd4d sa, Ze ma vyznam len ak sa¥N, chipe ako aktuilne nekonetno. Nech
st tieto tivahy pravdivé, nech teda ¥, je aktudlne nekoneéno, ako to predpokladaji
platonovci.®® Ak P je hotovd mnofina, tak méZeme utvorif mmnoZinu vietkych
podmnoZin mnoziny P a tito bude mat mohutnost kontinua 2 na®N, . Ka%dej pod-
mnozine mnoziny P priradme konjunkciu, ktord sa sklada z tolko ¢lenov, kolko
.méd podmnoZina prvkov. PodmnoZine majiicej jeden prvok priradime nultd kon-
junkciu majicu len jednu vypoved p, podmnozZine majicej dva prvky priradime
konjunkciu o dvoch vypovediach p A g atd. Ak P =N tak na zaklade uvede-
ného priradenia konjunkcif podmnoZindm mnoZina pravdivjch vypovedi by mala
studasne aj mohutnost kontinua a preto by bolo 2 na N, pravdivych vypovedi. Pretoze
pocet dokdzanych a dokazatelnych vypovedi je len ¥, budd niektoré vypovede
z 2na¥,, nedokizatelné. Ak viak pocet dokdzanych vypovediije N, , mali by byt
aj podmnoziny ¥, , t. j. vietky konjunkcie dokdzateIné. Nov2na ¥, st nevy-
hnutmé aj nedokizatelné vypovede. Preto ak vypovede py, p2...,p, (kden = N, )
st dokazateIné, vypoved p; A pg /... A p, nemusi byt dokdzateInd, a preto

nebude platit ani pravidlo

P q
pNaq’
presnejdie povediae, toto pravidlo by malo platit len v konstruktivnej logike.

Ak P =X, a N, je aktudlne, tak musime zaviest pojmy ,pravda o sebe® ,veta
o sebe" a pod. Ak totiz P = aktualne N, _tak buda ,jestvovat” aj vety, ktoré nikto
nikdy neobjavi a nedokaze a ktoré buddt mat preto existenciu o sebe. Konstruk-
tivna logika naopak viaze realitu vety na skutoént alebo mozni konstrukciu.

Z hladiska univerza méZeme konstruktivhe a nekonstruktivne logiky charakte-
rizovat aj inym sposobom a tak dostat aj iné definicie konStruktivnej logiky.
V nekonitruktivnej logike a matematike je univerzum U dané a v flom sa robia
operacie. V kondtruktivnej logike naopak mime vychodiskové prvky; z nich po-
mocou operacii dostdvame dal§ie prvky a univerzum tak postupne tvorime.

Moze sa namietaf, Ze vypovedny kalkul budovany inymi metédami nenarazi
na problémy nekonefna a Ze aj Carnapova definicia analyticke] vety ako vety
hovoriacej o moZnych stavoch hovori vlastne len o koneénom pocte stavov (v dvoj-
hodinovej logike pri funkcidch o dvoch argumentoch, len o Styroch stavoch).
V axiomaticky budovanych vypovednych kalkuloch sa problém nekoneéna pre-
javuje alebo zatajuje v pravidle substittcie,*® ktoré umoZiluje nekoneény rad

[13]

45 Pojem ,,platonizmns” ma mnoho spoloného so starjm Platonom. Stoji viak viac v proti-
klade s modernym nominalizmom. Ak tvrdi redlnu existenciu mmnoZin a ak mnoziny sa nesto-
toffinji s individuilnymi predmetmi, ktoré si prvky mnoZiny, tak tvrdi, podobne ako Platon,
existenciu neindividudlnych predmetov. Pozri J. Sltupecki, L. Borkowski, Elementy
logiki matematicznej a teorii mnogosci, Warszawa 1963, 263.

% H, B. Curry, R. Feys, Combinatory Logic 1. Amsterdam 1958, 2. Tu sa pravidlo
substiticie povaZuje za o mnoho komplikovanejsie ako napr. pravidlo odlidenia. Pravidlo substita-
cie obsahuje nekonefne mnoho spdsobov manipulovania. Pozri aj P. C. Rosenbloom, The
Elements of Mathematical Logic, New York 1950, 40, 109 n.
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postupného dosadzovania. Preto kon$truktivny systém moéZze uzivat len rekurzivne
definované pravidlo substitiicie, alebo ako sa to robi napr. v jednej forme kombi-
natorickej logiky, toto pravidlo (spdté s pojmom premennej) z logiky vylacit.
Désledok takéhoto vyludenia je vznik dalSej formy konstruktivnej logiky.

V budicej §tadii budeme hovorit o kon§truktivistickych a nekenstruktivistickych
interpretacidch logickjch astic (negacie, implikacie, vieobecného a existenéného
kvantifikatora) v stvislosti s ich metodologicko demon3traénou funkciou.

COITEPHAHHO-KOHCTPYKTUBHEIE JIOTHEKH

Botitex Punsxops

ABTOp pasnHuaer Ba THNA KOHCTPYKTMBHEIX JOTHK, JIOTHKA COZEpWaHHO-KOHCTPYKTHBHAN
ABIAETCA OPYNHEM NOCTPOCHHA KOHCTDYKTHBHLIX CHCTEM B Hayke; QOPMANPHO KOHCTPYKTHBHAN
JNOTAKA ABJACTCA OpPyIMeM KOHCTPYKTHBHOTLO TIOCTpOeHMst Haykn. B craTee amamusupyores
HEeKOTOpEle IpofJeMLl KOHCTPYKTHBHBIX JIOTHK IIEPBOTO THIIA.

Ha ocromamMp anannsa NOHATHH KOHCTPYKIMA M DPeKypeHBHLiE QYHKIHIH, OH leNaeT BLIBOZ,
UTQ TIOHATHE KOHCTPYKIMM INOMMHO OLITH OCHOBHBEIM, HO HE E€NHHCTBEHHEIM K HE IPOH3BOJBHO
BoibpaEHEM noxatHeM. OHO HOWKHO GBHITH OTHOCHTENBHBIM, MMEHHO C TOUKM SDEHHA HOMOKEHUIT
MATEMATHKH B paMKax BCEX HAYK M C TOYKH 8PEHHA TIOHUMAHHA [POBEPOYHO-TIOKA3ATEJBHOM
JyHrnuM Hayku. OITO cO3JaeT YCIOBMA [ BOSHHKHOBEHHMS pAasHLIX THOOB KOHCTDYKTHBH3MA
H MM COOTBETCTBYIOIIMX JOIMYECKHMX CHCTEM, g

B crarbe nokasniBaerca Kak NOHANAa0T B MAaTeMATHKY PASHLIE HEKOHCTDYKTHBHEIE BJICMCHTH —
JIOTMYECKMM IIyTeM Yepes KOCBEHHOe NOKA3ATeNBCTBO H MAaTeMATHYECKHM IyTeM Yepes CIHIIKOM
IHPOKOEe OUpeneneHne (YHKINA W CAMIIKOM IIMPOKOE MOHMMANME MOHATHA MHOMECTEA — M laiee,
CPABHUBAIOTCA KOHCTPYKTUBHBIE NOCHKHM C HEKOHCTPYKTMPHBIMH, IPH UEM OKARWBAETCH, UTO He-
KOHCTPYKTHBHHIE JOTHKH Heusfe:HO BOSHHKAIOT Ha OHTOJOTHMYecKoM (JoHe.

HOBOJIBHO WHPOKO pPaclIpoCTPaHEHO MHENHe, COTJach0o KOTOpOMY, ,HByXL‘LeHHOCTHbII‘:I KAALKYJIh
BEICKASRIBAHHA HOCHT HABHO @HHHTHHT& xapaﬂ‘l*ep H TeéM CaMbIM SABIACTCH, C TOYKH J3PEHEA
CU,ESP}KEIHHH‘ KOHETDYKTHEHEIM. Ha OCHOBAHMH aHaAJM3d METOOA MATPHI[ KaJbEYIA BRICKAIBRBAHHA

AOeNaeTcd BHIEOQN, UTO TAKXKEe B KAJLKYJe BRICKAZRIEBAHHA MMEOTCA HEKOHCTPYKTHBHILIE 3JIEMEHTEL
HexomuTea mpH aToM H3 IepBOH MeTaMaTeMAaTHUecKoH akcuomur Tapckoro U= ND, Toe U7 Tpen-
CTABMACT MHOMECTBO BCeX BHICKAZHIBAHHH. Hsyiram‘rca TIOCHCACTENAA TPHMEHCHHA YABTPDAWHTYHIIHO-
HHCTCKOH apHOMETHEM, COTJACHO KOTODOH U= W, , mamee mocaencrBus KaXK NOTEHIHOHAILHOIO
TaK H ARTYANbHOIO NOHHMAHMA GCCKOHS".{HOCTH, T. €. INOCIeTCTEHA TOro, 4TO E —_— No .

Haromen amanusupysTcA ¢ TOUKM =peHHsA OECKOHEYHOCTH AKCHOMATHYECKHI MEeTON KaNbKyJid
BLICKA3LIBAHMKA, OCHOBaHHOI‘O Ha IpagHIe C}'SCTKT}’HHH.
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CONTENTS-CONSTRUCTIVE LOGICS

Vojtech Filkorn

In the present paper, two kinds of constructive logics are distinguished. Contents-constructive
logic is an instrument of building constructive systems in science; the formally constructive logic
is an instrument of constructive building of science. Some problems of the former kind of
constructive logic are dealt with in the present study.

By means of the analysis of the concept of construction and recoursive functions, the author
arrives at a conclusion that though the concept of construction must be basic it need not be
either unique or freely chosen. It must be relative, viz. relative from the viewpoint of the
position of mathematics in the whole scicnce and from the viewpoint of the conception of the
verificative-demonstrational function of science. This enables the rise of various kinds of con-
structivism and logical sysiems which are adequate to them.

It is shown in the present paper how various nonconsiructive elements came into mathematics,
viz. in a logical way by means of indirect proof, and in a mathematical way by a broad
definition of function and by a broad understanding of the concept of set. Constructive logics
arc then compared with nonconstructive ones and the latter are shown necessarily to have
an ontological background, :

" An opinion is spread widely enough that the 2-valued propositional calculus is eminently
finitistic and hence contents-constructive, By means of the analysis of the matrix method of the
propositional ecalculus, the conclusions are drawn that there are nonconstructive elements even

in the propositional calculus. The first metamathematical Tarsky's axiom U = ¥, where U
stands for the set of all propostions, serves as a starting point, The consequences of the
application of ultraintuitionistic arithmetic are studied according to which U < N , would hold good,
then the consequences are studied of both potential and actual understanding of the infinite,
i. e., the consequénces of Uz N, . In the end, attention is devoted, from the viewpoint of the
infinite, to the axiomatical method of propositional calculus using the rule of substitution.



