UVOD DO FORMALNE] LOGIKY ~*°
PAVEL CMORE]

v

Venujeme teraz trochu sustredenejiu pozornost funkcidm, ktoré st denotitmi
predikatov. Uz vieme, Ze st to funkcie, ktoré niektorjm (alebo Ziadnym) uspo-
riadanym n-ticiam (n z 1) individui z univerza daného jazyka priraduji hodnotu
P a ostatnym (pripadne vietkym) hodnotu N.4 Pokéisme sa zistif ako siivisi
priebeh tejto funkcie s vyznamom predikatu, ktory ju denotuje. Objasnime si to
na priklade predikatu z jazyka aritmetiky prirodzenych &sel. Skimajme, aki
funkciu denotuje napr. predikit ,...je delitelom...“. Namiesto vyrazu ,je
delitefom“ budeme pouZivat predikatovy symbol D Kedze predlkét L0
denotuje funkciu, ktord kazdej usporiadanej dvojici prirodzenych éisel priraduje
pravdivostnt hodnotu P alebo N, spojenim tohto predikitu s dvoma individual-
nymi menami dostaneme vyraz, ktory denotuje pravdivostnd hodnotu P alebo N,
t. j. vyrok. ,Nech ,a1“ a ,a3" st lubovolné individudlne men4 prirodzenjch &isel
a ¢q, ¢ ich denotity. Funkcia, ktora je denotitom predikatu ,D ", priraduje uspo-
riadanej dvojici (e¢1, ¢p) pravdivostnd hodnotu P prave vtedy, ked wvyrok
»D(aq, ag)”, ktory vznikne spojenim predikitu ,D“ s individudlnymi menami
201", 82" (v tomto poradi) je pravdivy. Ak je vyrok ,D(ay, ag)“ nepravdivy,
denotit predikiatu ,D“ priraduje usporiadanej dvojici (¢, ¢s) pravdivostni hod-
notu N. Napr. dvojiciam (2,4), (3,9), (10,20), (9,90), (7,14) priraduje tato
funkcia hodnotu P a dvojiciam (2,3), (4,9), (5.7), (7,15), (9,3) hodnotu N.
Obdobne moZno postupovat pri stanoveni priebehu funkcii, ktoré st denotdtmi
viacmiestnych predikdtov. V pripade jednomiestnych predikitov neuvaZujeme
usporiadané dvojice, trojice, ...atd. individui, ale jednotlivé individua. Denotat
jednomiestneho predikétu priraduje nejakému individuu hodnotu P vtedy, ked
vyrok, ktor§ vznikne spojenim tohto predikdtu s menom prislu$ného individua,
je pravdivy. V opaénom pripade mu priraduje hodnotu N. Napr. denotat predi-
katu ,je prvoéislo® pnradu]e hodnotu P prvoéislam a ostatnym individudm hod-
notu N.4

Nech M je Tubovolni mnozina a N nejaka podmnozma mnoziny M. Funkcia
definovan4 na mnozine M, ktora lubovolnému prvku z N priraduje pravdivostni
hodnotu P a ostatnym prvkom z M hodnotu N, nazjva sa charakteristickou
funkciou mnoziny N.*

40 Neberieme uZ do tvahy funkcie, ktoré niektorjm usporiadanym n-ticiam (n z 1) individui
nepriraduji nijakd pravdivostnd hodnotu (pozri pozn. 38). Zvrat ,ktoré niektorym (alebo
Ziadnym) ... a ostatnjm (pripadne vietkjm)“ treba chépat takto: ,ktoré niektorjm (vietkym
alebo Ziadnym) ... a ostatnjm (Ziadnym alebo vietkjm)"“.

#1 Upozorfiujeme na to, Ze naznatenj postup skimania funkcii, ktoré st denotitmi predikétov
nemozno uplatnit v kaZdom jazyku a Ze ho tu uvadzame len preto, aby C&itatel lepSie pochopil
vztah medzi vjznamom predikitu a jeho denotitom. Mleky tu predpokladdme, Ze vyznam pre-
dikatu je vopred stanovenj a Ze v danom jazyku existuji mena vetkych individui z jeho
univerza. Bl

4% MnoZinou funkénych hodnét charakteristickej funkcie je podla uvedeného vymedzema mno-
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Je zrejmé, Ze denotitmi predikitov su charakteristické funkcie uréitych mnozin
individui, mnozin usporiadanjch dvojic individui atd. Napr. funkcia, ktord je
denotétom predikatu ,je prvocislo®, je charakteristickou funkciou mnoziny prvo-
¢isel, pretoze kazdému prvocislu priraduje hodnotu P a ostatnjm prirodzenym
¢islam hodnotu N. Denotat predikdtu ,D” je charakteristickou funkciou mnoziny
tych usporiadanych dvojic (cy, ¢p) prirodzenych &isel, pre ktoré plati, 7e ¢; je
delitelom c¢y. Funkcia, ktord je denotitom dvojmiestneho predikatu ,...je
owom ... * je charakteristickou funkciou mmnoZiny tych usporiadanych dvojic
(x1, x9), pre ktoré plati, #e x; je otcom x;. Denotatom lubovolného n-miestneho
n z 1) predikdtu je teda funkcia, ktord z mnoZiny vietkjch usporiadangch n-tic
individui vyclefiuje urditt podmnoZinu, a sice podmnozinu vietkjch tych uspo-
riadanych n-tie, ktorym priraduje pravdivesini hodnotu P,

Nech @ je lubovolIny n-miestny predikét jazyka | denotujiici nejakd funkciu f,
ktora je charakteristickou funkciou mnoziny M. Potom pre lubovolnii usporiadanii

n-ticu individui {x, X3, - . ., X, ) z univerza jazyka J plati, Ze (%1, x3,..., x, ) je
prvkom mnoZiny M vtedy a len vtedy, ked funkcia f priraduje
usporiadanej n-tici {x1, x3,..., %, ) pravdivostnt hodnotu P. To zna-

men4, ze lubovolnou funkciou, ktord je denotatom nejakého predikatu @ z jazyka
J, je jednoznaéne uréend nejakd mnoZina M a naopak, mnozinou M je jednoznaéne
urdend jej charakteristickd funkcia.** A preto sa n-miesinym predikdtom namiesto
charakteristickych funkeii uréitych mnozin &asto priraduja — ako ich denotaty —
prave tieto mnoZiny. Podla tohto ponimania%® denotdtom jednomiestneho pre-
dikatu ,je prvoéislo” je mno#ina vietkych prvoéisel, denotitom predikitu ,D“
mnozina vietkych tych usporiadanych dvojic {¢1, ¢g) prirodzenych é&isel, pre ktoré
plati, Ze ¢; je delitelom ¢y a denotitom dvojmiestneho predikitu ,je otcom"“
mnozina vietkych tych usporiadanych dvojic (xj, x2), pre ktoré plati, Ze x; je
otcom x5.46

#ina pravdivostnjch hodnét. Namiesto tejto mnoZiny sa €asto uvadza mnoZina {0,1}, ale mohla
by to byt aj ind dvojprvkovad mnozina. Skutoénost, Ze v uvedenom vymedzeni sme si za mnoZinu
funkénjch hodnét charakteristickej funkcie zvohh mnoZinu pravdwostnych hodnét, je podmienend
potrebami nasho vykladu.

43 Predpokladdame, Ze tento predikit je vyrazom jazyka, ktorého univerzum tvori mnoZina
vietkych Iudi, s !

44 7a predpokladu, Ze je presne dané univerzum jazyka J.

45 Toto ponimanie denotdtu predikitov je intuitivne prijatelnejiie i beZnej¥ie ako koncepcia,
ktort sme naznaéili vyiiie. Na viber medzi jednou a druhou koncepciou vpljva jednak celkovy
charakter sémantickej teérie jazykovych vyrazov, jednak rézne okolnosti technického rdzu. Pretoie
sme funktory charakterizovali ako vyrazy denotujtice funkecie nad U; {P,N} a medzi funktory
zaradili aj predikaty, naértli sme najprv teériu, podla ktorej predikity st vjrazy, ktoré denotuji
urcité funkcie. Teraz sme ukdzali, ako tito tedria sivisi s koncepciou, podla ktorej predikaty
denotuji uréité mnoZiny. V dalfom vyklade budeme vychiddzat predovietkjm z druhej koncepcie
denotdtu predikatov. MnozZiny, ktoré sa priraduji predikitom, ako ich denotity majui ten isty typ,
ako ich charakteristickd funkcia.

48 V pozn. 12 sme narazili na problém, & predikat ,prvoéislo® (resp. ,je prvoéislo® —
vyskyt spony ,je" v niektorjch predikitoch slovenského prirodzeného jazyka mozeme zanedbat
jednak preto, Ze v niektorjch predikdtoch sa vébec nevyskytuje, napr. ,place”, ,miluje” a po-
dobne, jednak preto, Ze v logike sa obydajne celj zvrat nahradzuje jednym symbolom alebo
slovom) oznaduje mnoZinu vietkjch prvogisel alebo' jednotlivé prvoéisla, Podla jedného mozného
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Predpokladajme, Ze individualne meno wy denotuje objekt x;, individuilne
meno wy objekt X, . .. a individualne meno w, objekt x, ; denotidtom n-miestneho
predikitu @ nech je mnozina M. Vyrok & (wy, wy,..., w, ), ktor§ vznikne
spojenim predikitu @ s individudlnymi menami wy, wsy,..., w, (v uvedenom
poradi) je pravdivy vtedy a len vtedy, ked usporiadani n-tica (x,
X2, . .., %, } je prvkom mnoZiny M, ktord je denotitom predikitu @. Vyrok
? (wy, wy, ..., w,) je nepravdivy, ked usporiadana n-tica (x4, xg,..., x, ) ne-
patri do mnoZiny M. Napr. vyroky ,2 je prvoislo®, ,D(3,6)" ,Ch. Chaplin je
otcom Geraldiny Chaplinovej“ st pravdivé, pretoze denotét &islice ,2° je prvkom
mnoziny, ktord denotuje predikit ,je prvocislo”, usporiadana dvojica &isel (3,6)
je prvkom mnoziny, ktord denotuje predikiat ,D“ a usporiadani dvojica (Ch.
Chaplin, Geraldina Chaplinova) je prvkom mnoZiny, ktort denotuje predikat
»je otcom“. KedZe usporiadana dvojica (2,3) nepatri do mnoziny, ktora je deno-
tatom predikdtu ,D“, vyrok ,D(2,3)" je nepravdivy.

V tejto Casti sme skiimali jazykové vyrazy rdznych syntaktickjch kategérii,
ktorym budeme hovorit funktorové kategérie vyrazov. Do jednotlivych
funktorovych kategérii patria okrem funktorov aj funktorové
formy, na ktoré sustredime nafu pozornost v nasledujiicej casti.

Ako individudlne meni a vyroky, aj funktory sme analyzovali predovietkym
zo sémantického hladiska. Ich syntakticka stavbu a dlohu, ktort maji pri kon-
Strukeii zloZenych vyrazov, blizSie si vSimneme v 2.4.

2.4 Konitanty, premenné a formy. V predchadzajtcich &astiach sme sa zaobe-
rali jazykovymi vyrazmi, ktoré denotuji (pomeniivaji) nejaké objekty, a to
individua z univerza U daného jazyka, pravdivostné hodnoty alebo funkcie nad
U; {P, N}. Tieto vyrazy mozno vlastne pokladat za mend objektov typu i, v alebo
«/B1B2... 8, , kde pismenid @, B1, f2,..., B,zastupuji Iubovolné typové
symboly. Naznaéili sme, Ze v niektorjch jazykoch sa vyskytujia vyrazy, ktoré sice
nemaji nijaky denotat, ale pouZivaji sa ako men4, pretoZe svojou 3truktirou sa
ni¢im nelifia od mien urcitej syntaktickej kategérie alebo aj preto, Ze o niektorjch
z nich niekedy predpokladame, Ze im nejaky denotat zodpoveda. Takym vyrazom
urditej syntaktickej kategérie moino ako denotit priradit jeden vhodne zvoleny
objekt urcitého typu a tym sa v miefanom alebo umelom jazyku vyhnif menim
bez denotitu.*” Mend, ktoré maju denotit, nazjvaji sa konStanty.*® V niektorych

chdpania terminu ,oznaduje" vyraz, a teda i predikit ,prvoéislo®, oznatuje alebo predpokladdme,
Ze oznacuje presne jeden objekt. V tomto vyzname sme namiesto mnohoznaéného terminu ,ozna-
fuje” pouizivali termin ,denotuje”. UZ vieme, Ze predikdt ,prvodislo” denotuje mnozinu vietkjch
prvoéisel. Podla iného, beinejsiecho ponimania terminu ,oznafuje” predikit ,prvoéislo”. oznatuje
jednotlivé prvoéisla, teda ¢islo 2 aj 3, 5, 7... atd. V tomto vjzname sa v logike pouziva termin
sdesignuje®. Designdcia je urlity sémanticky vzfah medzi predikdtmi a objektami, ktoré sa
prvkami mnozin, denotovanjch tymito predikdtmi. Lubovolny n-miesiny predikat ¢ designuje
objekt x vtedy a len vtedy, ked x je prvkom mmnoZiny, ktord je denotitom predikitu ¢. Objekt x,
ktorj predikat ¢ designuje, nazjva sa designdtom predikitu ¢. Designatmi predikitu ,D* st
napr. usporiadané dvojice <2,4>, <4,8>, <3,6> atd.; designitom predikitu ,parny* (z jazyka
aritmetiky prirodzenjch &isel) je Iubovolné prirodzené &islo delitelné 2.

47 Pozri pozn. 15.

8 Pozri A. Church, Introduction to Mathematical Logic 1. Princeton 1956, 9. Niekedy sa
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umelych i mieSanych jazykoch sa okrem mien (resp. konitant), t. j. individuél-
nych mien, vyrokov a funktorov vyskytuji aj tzv. individudlno-menné, vyrokové
alebo funktorové formy. Najjednoduch§imi formami st premenné, znime é&itatelovi
najmi z matematiky a fyziky. V prirodzenych jazykoch sa premenné nenacha-
dzaji, aviak existuji v nich vyrazy, ktoré majii podobné sémantické vlastnosti
ako premenné; patria k nim napr. osobné alebo niektoré ukazovacie zdmena (ja,
ty, on, ona, ono, ten, t4, to, tu atd.).

Viimnime si niektoré vlastnosti osobnych zidmen ,on"“, ,ona“ a ich sémanticky
vzfah k mimojazykovym objektom. Je zrejmé, Ze ani jedno z' tychto za-
men samo osebe nem4 nijaky denotat. Nemozno predsa tvrdif, Ze
zdmeno ,on“ alebo ,ona“ denotuje tG a ti osobu, zviera a podobne. Aviak
v uréitych situdcidch alebo kontextoch ich pouZivame akoby boli menami nejakjch
objektov, t. j. priradujeme im urcéity objekt (najéastejsie osobu alebo
zviera), o ktorom v danej situdcii alebo kontexte pomocou nich hovorime. No
napriek tomu ani zdmeno ,on“ ani zdmeno ,ona“ nemoZno pokladat za meno
priradeného objektu, pretoze kaZdé meno ma iba jeden denotif, kym zadmenu
,on“ alebo ,ona“ moézZeme v inom kontexte alebo situacii obdobne
priradit iny objekt. Napr. zimenu ,on" mézeme v jednom kontexte priradit
F. M. Dostojevského (a teda pod ,on“ rozumief Dostojevského), v inom L. N.
Tolstoja. T4 ista veta ,On napisal i romdn Anna Kareninovd® bude potom
v jednom kontexte nepravdiva, v druhom pravdivd — v zavislosti od toho, ¢o
budeme rozumiet pod zdmenom ,on“, t. j. ktord zo spomenutych 0séb mu pri-
radime. Priznacnou &tou zdmen ,on“ a ,ona“ je aj to, Ze im nepriradu-
jeme lubovolné objekty, napr. zimenu ,on" nepriradujeme osoby Zen-
ského pohlavia a zdmenu ,ona“ osoby muZského pohlavia. KaZdému z tychto
zdmen zodpovedid urcitd mnoZina objektov, ktoré im priradujeme.*® Treba vsak
zdéraznit, Ze ani zadmeno ,on” ani zimeno ,ona“ nie je menom tejto mnoZiny.
Tieto zdmeni nepomeniivaji nijaky predmet, kazdému z nich mozno viak v urcitej
situdcii alebo kontexte priradif Iubovolny objekt zo spomenutej mnoZiny.

Podobny sémantickj vztah k mimojazykovym objektom ako zameni ,on®,
,0na“, maji aj premenné. Premenni je symbol, ktory nie je menom nijakého
uréitého objektu (t. j. individua, pravdivostnej hodnoty alebo funkcie nad
U; {P, N}), ale zodpoved4d mu nejaka neprdzdna mnoZina objektov, ktoré 1. maji
ten isty typ a 2. ktoré moZno tomuto symbolu priradovat. MnoZina objektov
priradovanjch premennej sa nazjva oblastou hodndt (premennosti) a jej prvky
hodnotami premennej. Priradenie Iubovolnej hodnoty, danej premennej sa nazyva
udelenim hodnoty tejto premennej. O premennej, ktorej sa ako hodnoty priraduji
objekty z nejakej mnoZiny M, budeme tiez hovorit, Ze nadobiida hodnoty z oblasti
hodnét M alebo 7e prebieha oblast hodnét M. Na rozdiel od konitint, ktoré
pomeniivajt uréité objekty (kazdd konStanta jeden pevne stanoveny predmet),

termin ,konstanta” chape irSie ako Iubovolny vjraz s pevnym a presne ustdlenym vjznamom,
ktorj sa v rimci danej tvahy nemeni. Podla tohto ponimania moZno za konitanty povazovaf
aj mend, ktoré nemaji denotat.

49 Blizsie urdenie tejto mnoZiny je tlohou jazykovedy, a preto sa tu nim zaoberat nebudeme.
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premenné méZu nadobtdat rdozne hodnoty zo svojej oblasti premennosti. Pre-
menné patri do tej istej syntaktickej kategérie vyrazov ako meni
hodno6t z oblasti jej premennosti. Ak oblastou hodnét danej premennej
je mnoZina individui (tito mnoZina je obycajne identickd s univerzom jazyka),
nazyvame ju individualno-mennou (ndzvovou) premennou. Hodnotami tzv. jedno-
miestnych predikdtovijch premennich st mnoZiny individui (resp. funkcie typu
v/i) a hodnotami n-miestnych (n = 2) predikdtovijch premennyjch — mnoZiny
usporiadanjch n-tic individui (resp. n-miestne funkcie typu v/ii...i). Oblastou
hodnét vijrokovijch premennich je mnoZina {P, N}. Individualno-nazvové pre-
menné patria do tej istej syntaktickej kategérie ako individualne mend, n-miestne
(n =z 1) predikitové premenné do tej istej kategbrie ako n-miestne predikaty a
vjrokové premenné do tej istej kategérie ako vyroky. V mniektorych umeljch
i mie§anych jazykoch sa vyskytuji aj premenné inych syntaktickjch kategérii.

Majme lubovolny spriavne utvoreny zlozeny vyraz w. Nejaky vjraz v sa moZe
vo vyraze w vyskytovat na jednom, dvoch i viacerych miestach (pripadne ani
na jednom mieste). Napr. vjraz ,2° sa vo vyraze ,2+2 = 1+41+2" vyskytuje
na troch a vyraz ,1“ na dvoch miestach. Budeme tieZ hovorif, Ze vyraz v ma
vo vyraze w jeden, dva alebo viac vyskytov. Ak v = w, vyraz v ma vo vyraze w
presne jeden vyskyt a je to prive vyskyt vyrazu w.

Nech [ je jazyk, v ktorom w a v st mend nejakych objektov a z premennj,
ktord sa nevyskytuje vo vyraze w.50 Predpokladajme, Ze vyraz v mi v mene w
aspoii jeden vyskyt a 7e denotdt mena v je prvkom oblasti hodnét premennej z.
Vyraz, ktory ziskame z vyrazu w tym, Ze jeden alebo viac vyskytov vyrazu v
nahradime premennou z, nazjva sa singuldrnou formou.5! Napr. ked v menich
,2(342)¢, ,2 < 241" nahradime lubovolny poget vyskytov mena ,2“ premen-
nou ,x“, ktorej zodpoveda oblast hodnét obsahujica ako svoj prvok ¢islo 2,
dostaneme tieto singularne formy: ,%x(3+2)", ,x(3+x)%, ,2(3+x)", ,x<2+1°%
2<x+1% x<x+1“ Ak v = w, nahradenim jediného vyskytu vyrazu v
vo Vjraze w premennou z dostaneme najjednoduchiiu singularnu formu — pre-
menni z.52

Predpokladajme, Ze vy a vy st dve rézne mend vyskytujice sa v nejakom
ndzve w, pricom ani jedno z mien vy a vy nie je c¢astou druhého. Nech denotét
mena v je prvkom oblasti hodnét premennej z; a denotit mena vy prvkom oblasti
hodnét premennej zg a ani jedna z premennych z;, z9 nech sa nevyskytuje vo
vyraze w.”® Nahradenim jedného, dvoch alebo viacerych vyskytov vyrazu wvq

50 Zmysel podmienky, kladenej na premennii z objasnime v asti 2.5.

51V 2.5 ukaZeme, Ze singuldrnu formu mo#no z vjrazu w v uréitych pripadoch ziskat aj
vtedy, ked sa premenna z v mene w uZ vyskytuje (to isté sa vzfahuje i na formy s viacerymi
premennymi, ktoré vymedzime v dalfom texte). To znameni, Ze podmienka, aby sa premenna
z vo viyraze w nevyskytovala, neplati vieobecne. Prijali sme ju viak preto, Ze nam znaéne
zjednoduiuje vymedzenie singuldrnej formy. ;

5% Premenné sa k formdm obyéajne nepocitaji. Pre na§ vyklad bude viak tlelné chépat formy
vieobecnejsie a zatlenif k nim aj premenné.

5% Tito podmienka md vo vymedzeni bindrnej formy t istd funkciu ako obdobni podmienka,
poloZend pri vymedzeni singuldrnej formy (pozri pozn. 51).
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premennou z; a vyrazu vy premennou zg ziskame tzv. bindrnu formu. Bindrnymi
formami mé#u byt napr. vyrazy x(y+x)*, .x<y"*, ,x+y = y+x",
2(x+y) = 2x+2y" atd.,, kde ,x“ a ,y" st premenné s vhodne zvolenjmi
oblastami premennosti.

Podobne ako singuldrnu a binarnu formu moZno vymedzit aj formu, v ktorej
sa vyskytuje viac ako dve rbzne premenné. Teraz pristipime k vieobecnému
vymedzeniu n-arnej formy (n = 1,2,...), kde n je pocet réznych premennych,
ktoré sa v nej vyskytuji. Nech vy, vs, ..., v, sl navzdjom rézne mend vyskytu-
jice sa v nejakom nédzve w, priom Ziadne z nich nie je &asfou iného. Dalej pred-
pokladajme, Ze zy, zg,..., %, s rozne premenné, ktoré sa nevyskytujua vo vy-
raze w5 a Ze denotit mena vy je prvkom oblasti hodnét premennej z;, denotéat
mena vy prvkom oblasti hodnét premennej zg, ... a denotit mena v, prvkom
oblasti hodnét premennej z, . Forma, ktord vznikne z vyrazu w nahradenim
jedného alebo viacerych vyskytov mena vy premennou z;, mena vy premennou
Z9, ... a mena v, premennou z, nazyva sa n-drna forma. Lubovolny vyraz ¢
je forma vtedy a len vtedy, ked existuje prirodzené é&islo n z 1 také, Ze ¢ je
n-arna forma. ' '

Pretoze ziadna z premennych 2z, 2, .. ., 3, , ktoré sa v n-arnej forme vyskytuja
(spésobom, ktory sme naznadéili v jej vymedzeni) nedenotuje nijaky uréity objekt,
ani forma nema nijaky denotat. Napr. nema zmysel tvrdit, Ze forma ,x <y" je
pravdiva alebo nepravdiva (t. j. Ze denotuje hodnotu P alebo N)," ako nema
zmysel tvrdif, Ze forma ,x+y" denotuje &islo 3 alebo 7. Vieme v3ak, Ze pre-
menné, ktoré sa vo forme vyskytuji, mézu nadobidat rézne hodnoty (kazda zo
svojej oblasti hodnét!). V zavislosti od toho, aké hodnoty sa udeluji premennjym,
ktoré sa v nej vyskytujd, uréité hodnoty nadobiida aj forma. Predpokladajme, ze
nejaky vyraz ¢ je n-drna forma, v ktorej sa vyskytuji pridve premenné zi, 2,

., %, a ze hy je nejaky prvok z oblasti hodnét premennej z;, hy prvok z oblasti
hodnét premennej zp, ... a h, prvok z oblasti hodnét premennej z, . Hodnotou
n-arnej formy ¢ pri hodnotach hy, hg, ..., h, udelenjch premennym z, 2y,

., %z, (a sice takto: hodnota hy premennej z;, hodnota hy premennej z, ... a
hodnota h, premennej z, ) budeme nazyvat denotat vyrazu, ktory vznikne z for-
my ¢ tak, Ze kazdy vyskyt premennej zy nahradime menom objektu hj, kaidy
vyskyt premennej zy nahradime menom objektu hg, ... a kaidy vyskyt pre-
mennej z,- nahradime menom objektu h, . Je zrejmé, Ze ak ¢ je premenna,
hodnotou singularnej formy ¢ pri nejakej hodnote h z jej oblasti premennosti je
prave hodnota h. Nie je vyltéené, Ze pri niektorych hodnotich udelenych pre-
mennym formy ¢ nemi tito forma nijaka hodnotu, lebo vyraz, ktory z formy ¢
uvedenym spdsobom dostaneme, nema nijaky denotat.

5 Pozri pozn. 51 a 53

5 Dalej budeme ¢&asto poukival zvraty ako ,hodnota formy... pri hodnotich hy, ha,
we. h, udelenych jej premennych zy, 2z, ...,z, “. Budeme mai pri tom na mysli vidy také
udelenie hodnét, pri ktorom je hodnota hy priradeni premennej zy, hodnota hy premennej z, ...
a hodnota h, premennej z, (resp. pri ktorom je prvd z uvedenjch hodnét priradend prvej
z uvedenjch premennych, druha z uvedenych hodnét druhej z uvedenjch premennych atd. —
v pripade, Ze mena hodnét alebo premennych uvedieme bez indexov).

220



A teraz si viimnime niekolko prikladov. Predpokladajme, Ze ,x“ a ,y“ st
premenné z jazyka aritmetiky prirodzenych ¢isel, ktoré nadobidaji hodnoty
z mnoziny vietkych prirodzenych é¢isel. Hodnotou formy ,x(y—4x)"“ pri hodnotich
3 a 5 udelenjch premennym ,x" a ,y“ je é&islo 24, pretoZe toto &slo je deno-
tatom vyrazu ,3(5+3)% ktory dostaneme z formy ,x(y+x)“ tak, Ze kazdy
vyskyt premennej ,x°“ nahradime &islicou ,3“ a kaidy vyskyt premennej ,y“
nahradime &slicou ,5"“. Hodnotou formy ,x“ pri hodnote 3 je &islo 3. Hodnotou
formy ,x <y" pri hodnotich 3 a 5 udelenych premennym ,x“ a ,y"“ je prav-
divostn4 hodnota P (lebo vjrok ,3 < 5 denotuje P), ale hodnotou tej istej formy
pri hodnotach 5 a 3 udelenych premennym ,x“ a ,y“ je pravdivostnd hodnota N
(pretoze vyrok ,5 < 3" denotuje N). Forma ,x — y"“ nem4 pri hodnotach 3 a 5
udelenjch premennym ,x“ a ,y“ nijaki hodnotu, lebo individudlne meno
.3 — 5“ nemi v univerze jazyka aritmetiky prirodzenych ¢isel nijaky denotat.
To vsak neznamena, Ze tito forma nemdéze mat pri udelenych hodnotich nijaka
hodnotu ani v inych jazykoch; napr. v jazyku aritmetiky celych ¢isel (univerzom
tohto jazyka je mnoZina vietkych celych ¢&isel) bude mat hodnotu —2. Inym
prikladom formy, ktord pri uréitych hodnotich udelenych jej premennym nemi
nijakd hodnotu, je forma ,x:y“. Tato forma nenadobuda nijaka hodnotu pri kaz-
dom takom udeleni hodnét jej premennym, ktoré premennej ,y“ priraduje hod-
notu 0 (a v aritmetike prirodzenych é&isel aj v inych pripadoch).?®

Nech ¢ je lubovolni n-irna vyrokova forma a zj, 23,..., 2z, vietky jej vza-
jomne rézne premenné. Predpokladajme, Ze hy je Iubovolny prvok z oblasti pre-
mennosti premennej z1, hy lubovolny prvok z oblasti premennosti premennej zy,

.. a h, lubovolny prvok z oblasti premennosti premennej z,. Budeme hovorit,

ze udelenie hodnét hy, hy, ..., h, premennym 2z, 23,..., %, (Vv uvedenom po-
radi) splia vyrokovi formu ¢ viedy a len vtedy, ked hodnotou formy ¢ pri
hodnotach hy, hy, ..., h, udelenych jej premennym zy, zy, ..., 3, (v tomto

poradi) je pravdivostna hodnota P. Napr. udelenie hodnét 3 a 5 premennym ,x°,
L,y spliia formu ,x <y“, ale nespliia formu ,x >y"“. KaZdé udelenie hodnét
premennym ,x“ a ,y“ spliia (v jazyku aritmetiky prirodzenych ¢isel) formy
X4y = y+x° ,2(x+y) = 2x+2y", no ani jedno udelenie hodnét premen-
njym ,x“ a ,y" nespliia formy ,x+y > y+x“, ,x+y < 0 a podobne.5?
Udelenie hodnét premennym je sémantickd operacia (ide tu totiz o priradenie
mimojazykovych objektov nejakym jazykovym vyrazom — premennym). Tejto
operacii zodpoveda syntaktickd opericia dosadzovania mien priradenych hodnét
za prisluiné premenné. Dosadzovanie je nahradzovanie premennych, vyskytujt-
cich sa v nejakom vyjraze w (alebo mnoZine vyrazov) inymi vyrazmi (menami
alebo formami) tej istej syntaktickej kategérie, pri ktorom kaidy vyskyt tej istej
premennej vo vyraze w (vo vSetkych vyrazoch danej mnoziny) nahradzujeme tym

5 Podla vymedzenia hodnoty formy moZno premennym, ktoré sa v nej vyskytuja, priradovaf
iba tie objekty, ktoré sa nachidzaji v oblasti hodnét prisluinjch premennjch. Z tohto dévodu
forma nenadobtida nijakd hodnotu ani vtedy, ked niektorej z jej premennjch priradime ako
hodnotu taky objekt, ktorj sa nevyskytuje v jej oblasti hodnét.

57 Pravda, ak oblast hodnét premennjych ,x“ a ,y" obsahuje aj cel¢ ¢isla (napr. v jazyku
aritmetiky celjch éisel), existujit také udelenia hodnét, ktoré spliiaji formu ,.x 4 i < 0".
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vyrazom.’® Napr. ked za premennti ,x" vo forme ,x+y > x“ dosadime vyraz
»(2+4)", dostaneme ,(2+4) + y > (2+4)" a ked za premennt ,x“ dosadime
»2x° a za premennt ,y“ vyraz ,(24+1)“ dostaneme ,2x+4(2+4+1) > 2x“
Udeleniu hodnét 2 a 5 premennym ,x“ a ,y“, vyskytujicim sa vo forme
.X+y > x°, zodpoveda dosadenie mien uvedenjch hodnét za premenné formy
»%+y > x“. Tymto dosadenim ziskame vyrok ,2+45 > 2°

Ak dané udelenie hodnét vietkym premennym nejakej vyrokovej formy tiito
formu splita, dosadenim mien udelenjch hodnét do tejto formy dostaneme prav-
divy vyrok. Naopak, ked dosadenim mien nejakych objektov hy, hy, ..., h, za
vetky premenné vyskytujice sa vo vyrokovej forme ziskame pravdivy vyrok,
udelenie hodnét hy, hg, ...., h, premennym, za ktoré sme dosadili ich men4,
spliia tGto formu. PretoZe udelenie hodnét 2,3 spliia vyrokovi formu ,x < y°,
vyrok ,2 < 3% ziskany dosadenim mien udelenjch hodnét, je pravdivy. Dosa-
denim mien ,1° ,3" za premenné ,x", ,y* do formy ,x+x < y“ dostaneme
" pravdivy vyrok ,14+1 < 3“ a preto udelenie hodnét 1, 3 (ktoré si denotatmi
gslic ,1% ,3%) premennym ,x“, ,y“ splia formu ,x+4+x < y"“.

Treba zdéraznif, z2e v mnoh§ych jazykoch (tjka sa to najmi jazykov
s nekone¢nym univerzom) nezodpovedi kazdému udeleniu hodnét pre-
mennym nejakej formy (alebo mnoZine foriem) dosadenie mien tychto
hodnét za prislu§né premenné. Méze sa totiz stat, Ze v danom jazyku neexistujii
mena vietkych hodnét, ktoré moZno premennym uréitej syntaktickej kategérie
udelit. _

Forma patri do tej istej syntaktickej kategéorie ako meno, ktoré
z nej dostaneme tak, Ze za kazda premennd, ktord sa v nej nacha-
‘dza, dosadime nejaké meno (resp. do tej istej kategdrie ako meno, z ktorého
sme tato formu ziskali).’¥ Rozoznavame individudlno-menné (ndzvové), vyrokové
a rozne funktorové formy. K individudlno-nizvovym formdm jazyka aritmetiky
patria napr. tieto vyrazy ,x+y“, .x(3+y)*, ,2 — x“ kym vyrazy ,x > 0
2% =y", .x je prvodislo” sa vjrokové formy. Ak ,f“ a ,g“ s premenné, ktoré
nadobiidajii hodnoty z mnoziny jednomiestnych ¢iselnych funkcii, ,f+¢“ a ,f.g"
st funktorové formy, z ktorych dostaneme konstantné funktory tak, Ze za pre-
menné ,f° a ,g° dosadime mena nejakych jednomiestnych &selnych funkcii.

% Hoci toto vymedzenie dosadzovania je intuitivne dostatofne jasné, nemoZno ho povaiovat
za nalefite precizne, lebo prehliada urtité komplikacie, ktoré vznikajii pri dosadzovani foriem
za viacej premennych. Predbeine méZeme viak od tjchto komplikdcii odhliadat a presné vy-
medzenie dosadzovania odloZif na neskér.

5 VY niektoryjch jazykoch sa nemusia v kaZdej syntaktickej kategérii vyrazov vyskytovat meni
i formy. Niekedy mézu do urditej kategérie vyrazov patrit iba mend, alebo len formy. Pritom
TubovoIné dve formy patria do tej istej syntaktickej kategérie prave vtedy, ked ako hodnoty
nadobidajti objekty toho istého typu.

80 Vyrazy ,-", ,." vystupuji vo vyrazoch formy ,f- g, .f.g" ako funktory, ktoré denotuji
funkcie typu (i/i)/((i/) (i/i)) (za predpokladu, Ze ,f* a ,g" si premenné, ktoré nadobidaja
hodnoty z mnoZiny funkcii typu i/i), ale vo vjrazoch formy ,x-y*, ,x.y" (de ,x* a ,y"
st individudlno-nizvové premenné) ako funktory typu i/i. Nejednoznaénosi tychto vyrazov ne-
musi viest k nedorozumeniam, ak je z kontextu jasné, v akom vyzname sa v flom pouZivaju.
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