OBJEV PLURALITY MATEMATIKY A JEHO
FILOSOFICKY DOSAH*

ARNOST KOLMAN

Je dobfe znamou historickou skuteénosti, Ze odjakziva z matematiky ¢&erpali
argumentaci filosofové téch nejriznéjiich smérti, obzvlasté viak — pro krajné
abstraktni charakter matematiky — sméra idealistickych.

Uvedu pouze tfi priklady, které mné pomohou rozvinout téma piednasky.

Pythagorovci vychazeli z mylného pfedpokladu, Ze vztah mezi jakymikoli
dvéma veli¢inami, zejména mezi dvéma tseckami, se da vyjadFit jako pomér dvou
celych disel. Proto povazovali celd éisla za podstatu vSech véci a za ziklad jed-
noty svéta. AvSak kolem r. 400 do n. 1. sami pythagorovci objevili nesouméfi-
telnost. Byla dokdzdna nemoinost vyjadf¥it pomér mezi ihlopfi¢nou a stranou
¢tverce jako pomér dvou celych ¢isel. Tim propukla prvni krize zidkladd mate-
matiky, pfimo na pocitku jejiho vzniku jako samostatné védy. A soulasné se
i zhroutil pythagorovsky mysticky svétovy nazor.

Kant se opiral na mistrovské dilo Euklidova geometrického systému, jehoz
poucky platily dva tisice let jako bezpodmineéné vseobecné a bezpodmineéné
nutné, a byl ovlivnén zdénlivou samozfejmosti bezpodminetné nevyvratitelnosti
aritmetiky. Proto prohlasil, Ze smyslovd ndzornost prostoru a ¢asu — kterou
pouklddal za zaklad geometrickjch, resp. aritmetickych soudii — je apriorni,
existuje do veSkeré smyslové zkuSenosti.

Ale 23. tinora 1826 ve vzdélené, tenkrate zapadlé Kazani, Lobacevskij poprvé
vefejné vyslovil mys§lenku, Ze Euklidova geometrie neni jedind mo#na nerozporna
geometrie. Vyvinul sviij vlastni neeuklidovsky systém, jeho logickd konsistence
byla pozdéji dokazina, v tom smyslu, Ze se ji podafilo redukovat na konsistenci
euklidovské geometrie. Tim se stidvalo jasné, Ze smyslovad prostorovid nazornost
a samotny pojem prostoru jsou abstraktni, netplna a jednostranna zobrazeni véci
a vztahti objektivniho materidlniho svéta. TudiZ, je-li viibec moiné zodpovédét
otazku o pravdivosti geometrie, pak miiZe jeding empirickd zkuSenost — pozo-
rovini a pokusy astronomie a fyziky — rozhodnout, jakid z riiznjch geometrii
zobrazuje pfesnéji objektivni realitu. Tuto tézi Lobacevského potvrdila teorie
relativity. Soucasné se viak vyjasnilo, Ze ani dne§ni pozorovaci prostfedky ne-
stadi, aby se dalo rozhodnout, kterd geometrie je ta ,pravd”. Jedno je viak jisté:
kantovsky subjektivni idealismus ztratil tim v§im svou oporu v geometrii. Oviem,
zbyla mu docasné je§té aritmetika jako nadéjny argument. Pfesto viak zahéjil
objev neeuklidovské geometrie novou epochu v logicko-filosofickém opodstatnéni
matematiky.

Kdy% r. 1873 osmadvacetilety Georg Cantor pocal budovat teorii mnozZin jako

* Na tato tému predniSal Arnoit Kolman na schédzi Slovenskej filozofickej spoloénosti
v Bratislave diia 23. novembra 1967. Tato stat je dodatotne skoncipovanym textom jeho pred-
nagky.
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logickou zékladnu matematiky, sledoval za Platonem a za stfedovékymi scholasty,
nebot pfisuzoval ¢islim a vSem matematickym abstrakcim, véetné stvofenym jim
pojmim riznych nekoneinych mnoZin, aktualnimu nekoneénu atd. samostatnou
existenci v fi§i ideji. Matematika se v té dobé priavé vzpamatovala z druhé krize
svych zakladd, spojené s objevem infinitezimélntho poétu Newtonem a Leibnizem,
z rozporl, obejdenych spiSe nez pfekonanych pomoci pojmu limitniho pfechodu,
kterj zavedli Bolzano a Cauchy. A ted teorie mnoZin, kterou Cantor rozpraco-
vaval béhem étyfiadvaceti let, ddvala, jak se zddlo, matematice koneéné pevnou
zékladnu. Proto, po jistém vahéani, matematikové ji pfijali.

Avsak tato tvrz objektivniho idealismu brzy padla. Nejprve sim Cantor objevil
jednu, a pak jini matematikové nagli celou fadu antinomii nejen v teorii mnozin,
ale i v matematické logice, ktera ji slouzila. Nejvéisi poplach vyvolala antinomie,
objevend Russellem. Cantor, jemuZ se pres obrovska tsili nepodaftilo zbavit se
antinomii, a rovnéZz pfekonat jiné, je§té zdvazndjii obtiZe, o nichZ si dile povime,
ztravil jednadvacet poslednich let svého Zivota v psychiatrickém dstavd. Téméf
pét desetileti se elni matematikové marné pokouieli piekonat antinomie — stav,
ktery sami charakterizovali jako tfeti krizi zakladd. Reagovali na to tim, Ze
v zédkladech matematiky vznikly gkoly subjektivné-idealistického intuicionismu a
pridruzeného k nému efektivismu, dale logicismu, konvencionalismu a formalismu.
Ptfitom intuicionismus a obzvla§té formalismus pfispély zna¢éné k projasnéni
zéklad matematiky, ackoliv 74dnd z téchto kol nebyla s to zdivodnit jednou
pro vidy celou matematiku, jednodu$e protoie v takové antidialektické formulaci
je tento problém zdsadné& nefesitelny. Je nutno poznamenat, Ze mnohjch matema-
tiki problém antinomii vibec neznepokojoval, nebot jim docasné nepiekazel
vyvijet déle oblasti, vzdalené od zdkladi jejich védy.

Pro vznik téchto skol, které dlouho a va§nivé mezi sebou diskutovaly, jez se
viak potom zadaly vyvijet ke konvergenci, pocaly podstatné smifovat své roz-
pory, a dnes vlastné jiz pfestaly existovat v ryzi podobé, daly podnét, jak jiz
bylo feeno, antinomie teorie mnozin a logiky. Pfi¢inou téchto antinomii bylo
piili§ §iroké, niéim neomezené pojeti pojmu ,mnoZina“ v matematice a pojmu
,oblast usuzovadni‘ (nebo ,pfedmétni oblast“) v logice. Logické pojmy, jez
vznikly jako krajné zjednoduSené abstrakini obrazy konkrétnich vztahd, jez
vladnou v koneénu, byly nekriticky pfeneseny do idedlniho nekoneéna. Z hlediska
filosofického vsechy tyto skoly byly zatiZeny tim, Ze povazovaly matematiku za
ryze idedlni védu, kterd pouze historicky, heuristicky, psychologicky nebo didak-
ticky, nikoli vSak gnoseologicky je spjata s materidlnim svétem. Proto skute¢nost,

Ze se dia matematika pouzit v praxi je — podle téchto $kol — bud pouhi
nahodilost: miZe celné zjednodusené popisovat jinak piilis slozité fyzikalni atp.
zdkonitosti — takové je hledisko subjektivniho idealismu; nebo — podle objek-

tivné-idealistickéh ndzoru m4 tuto moZnost diky jakoby zdsadni prevaze logiko-
matematickych pravd nad empirickymi. Vychazejice ze svych idealistickjch pozic,
stoupenci téchto $kol formulovali problém nerozpornosti matematiky natolik me-
tafyzicky absoluiné, ze museli nevyhnutelng ztroskotat.

Ale jak pro matematiku, tak i pro filosofii méla nemens$i, ba snad je§té vétsi
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vjznam neZ ptiliina $itka pojmu ,mnozina“ ta okolnost, Ze se ukdzalo, Ze systém
axiém teorie mnozin je prili§ dzky. Vyskytly se tkoly, které se nedafilo fesit.
Jiz r. 1874 Cantor dokdzal, Ze mnoZina viech redlnych ¢isel neni spoéetna, jinak
fefeno, ze ma mohutnost vét§i nez je mohutnost mnoziny pfirozené fady ciselné.
Poéinajic r. 1880 Cantor se pokoufel dokazat vyzdvihnutou jim hypotézu, podle
niz mohutnost mnoziny viech realnych ¢&isel (mohutnost kontinua) je nejmensi
ze vech mohutnosti, které jsou vétSi nez mohutnost mnoZiny piirozené Fady
giselné. Piesto, ze se mnozi vynikajici matematikové trvale namahali tuto ,hypo-
tézu kontinua“ bud dokazat nebo vyvratit, nedatilo se to — vedouci matematik
nadi doby Hilbert zatadil tento problém jako &islo I do fady téch nejtézsich
a nejnaléhavéjdich, jez &ekaji na své fefeni. Tentyz osud stihl i jina tvrzeni,
napt. ze jakoukoli mnoZinu je moZné plné usporadat, t. j. Ze vidy existuje pra-
vidlo, podle néhoZ se di uréit, ktery ze dvou libovolnych prvkid této mnoZiny
predchézi pfed druhjm, a Ze tato mnoZina a vSecky jeji neprdzdné podmnoZiny
maji sviij prvni prvek. Stejné tomu byle s vétou, kterou r. 1904 zformuloval
Zermelo, nebof ji potieboval pro dikaz pravé uvedeného tvrzeni (tato véta
obdrzela nazev ,Zermeliv axiém vybéru®), totiz e v kazdé rozélenéné mnoziné
Ize vybrat ve viech jejich vzajemné se neprotinajicich podmnoZinidch po jednom
jedinému prvku. VSechna tato tvrzeni se zatvrzele protivila pokustim dokazat je
nebo je vyvratit. Posléze r. 1938 Kurt Godel dokdzal nerozpornost axiomu
vybéru a hypotézy kontinua (t. j. Ze nejsou v rozporu s ostatnimi axiémy teorie
mnozin), a v letech 1963—1964 Paul ]J. Cohen podal dikaz, Ze obé tyto véty
nemohou byt odvozeny z ostatnich axiému teorie mnoZzin, Ze jsou na nich nezi-
vislé. Tedy z4dsadné nemohou bjt v tomto systému axiémi ani vyvraceny, ani
dokézany.

V matematice jako celku, kterd se téméf zplna opird na teorii mnozin, vznikla
takto — jak to vystiZzné predpovédéli Fraenkel a Bar-Hillel — situace, analogicka
té, kterd se vytvofila v geometrii se vznikem neeuklidovské geometrie. Skuteéné,
podobno tomu, jak se geometrie rozitépila kdyZ bylo dokidzdno, Ze axiém rovno-
bézek je nezavisly na ostatnich axiémech, stejné i ted doslo do roz§tépeni teorie
mnozin a spoéivajici na ni matematiky na dvé nebo vice vétvi podle toho, zda
uzndvame hypotézu kontinua a pfipadné i jind nevyvratitelnd a nedokazatelna
tvrzeni, nebo jejich opak jako axiémy. Ovsem, jako vSechny analogie, i tato neni
tplna. Vztah mezi euklidovskou a neeuklidovskou geometrii je vztah podfadnosti:
euklidovskd geometrie a stejné i geometrie Lobadevského jsou zvlastni pfipady
obecné neeuklidovské Riemannovy geometrie. KdeZto teorie mnoZin s hypotézou
kontinua jeho axi6émem, a teorie mnozin s axiémem protikladnym hypotéze kon-
tinua, nachdzeji se ve vztahu soufadnosti, pfiéemZ za dne¥niho stavu véci
nezndme zadny systém, jenz by obé tyto stejné nerozporné teorie jako své zvla§tni
piipady obsahoval. Kromé toho, kdyz §la feé¢ o geometrii, bylo rozhodujicim, Ze
naje smyslové orginy a jejich uméld ,prodlouzeni® nejsou schopny rozhodnout,
zda z bodu, lezictho mimo p¥imku, d4 se v jedné roviné s ni sestrojit pouze jedna,
nebo snad #4dni, nebo nekoneéné mnozstvi pfimek, které by ji neprotinaly.
Kdeito ted, kdyz se jednd o matematiku jako celek, nikoliv smyslova percepce,
nybrz naSe abstrakini mysleni projevuje neschopnost rozhodnout, zda mezi mo-
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hutnosti spoletné mnoZiny a mohutnosti kontinua -existuje jakasi ,stfedni”
mohutnost nebo ne. Neni tedy ani v principu nadéje, %e by dalsi zdokonaleni
experimentalni techniky mohlo — jako v pfipadé s geometrii — pomoci tento
problém vyfe§it. -

Ti matematikové a filosofové, ktefi zastivaji objektivné-idealistické, platonovské
neb fenomenologické pojeti matematické pravdy jako reality Fife ideji, jsou po-
chopitelng pfesvédéeni, Ze v této idedlni fi§i existuje jedind pravda, a tudiZz miiZe
byt pouze jedna z riznych alternativ pravdivd, ostatni jsou fale$né. Proto se
snazi najit néjakou novou axiomatiku teorie mnoZin, s néjakymi novymi, hlub-
§imi pojmy, takovou, kterd by zabezpedila jednozna¢né feSeni vsech problémii.
Opaény, alternativisticky nazor je subjektivné-idealisticky, nebot podfizuje otazku
jsoucna otdzce pravdy. Je to jakdsi moderni obdoba averroistického udeni
o ,dvoji pravdé® — mnaboZenské a védecké. Margenau v USA, Heinemann
v Anglii, Portmann ve Svycarsku, Bar-Hillel v Israeli aj. usuzuji o pravdé jako
o charakteristice védomi, a proto pokladaji vSechny alternativy, pokud jsou
logicky nerozporné, za plné pravdivé. Je tedy tolik pravd, kolik je logikd nebo
matematikdi, podobné tomu jako podle ,principu tolerance” v Carnapové ,Lo-
gische Syntax der Sprache” — od néhoz vsak Carnap jiz odesel, nebot (stejng&
jako dfive Reichenbach) se vyviji smérem od pozitivismu k materialismu.

Alternativistické pojeti je subjektivistické a filosoficky-relativistické, neprovadi
jasné odliSovani mezi formdlni sprdvnosti a pravdivosti, a nadto se pokousi roz-
prostranit svou koncepci na viechny védy, véetné spoletenskjch véd a filosofie.
Podle ného ,ka?dé pojeti je v uréitém smyslu spravné”, oviem jen pokud je to
pojeti pluralistické, éimz — v logickém rozporu s touto vétou — se vyluéuje
monistické pojeti svéta (a to nejen idealistické, ale i materialistické), a — védomé
¢i nevédomé — vyzjva ke konsolidaci idealistickych smérti proti materialismu.
Proti tomu marxismus chépe tento problém poznéni, ktery s takovou ostrosti byl
postaven objevem plurality matematiky, tak, ze rizné, logicky stejné rovnopravné.
konsistentni druhy matematiky jsou riiznd jednostrannid abstrakini zobrazeni
objektivni skuteénosti, jsou jeji jednostranné odrazy. Znovu se zde osvédiuje
Leninovo udeni o dialektické jednoté jednoty a mnohosti, o konkrétnim, historic-
kém charakteru’ pravdy byt i v té nejabstraknéjsi oblasti poznani. Takové prob-
lémy, jako problém hypotézy kontinua, vznikaji, protoZe skutecnost je dialektickd
nedéliteln4 jednota pietrzitého (diskrétniho) a nepfetrzitého (kontinuilniho), my
viak nutné viimidme a chapeme tuto jednotu jednostranné jakoby rozdélenou pro-
pasti — v aritmetice jako individualni &isla, v geometrii jako homogenni prosto-
rové ttvary (tentjZz protiklad mezi individualnim a nediferencovanym je i v naem
pojeti asu a prostoru viibec). Zasada, kterou Lenin formuloval v ,Materialismu
a empiriokriticismu”, jeZ je zaméfena proti dogmatickému zkostnaténi, a kterd
hlasa, ze dialektick§y materialismus presto, Ze je védeckd filosofie, vychézejic
ze zevieobecnéni vysledkd jednotlivich konkrétnich véd, neopomijejici nic z nich,
a nepfimyilejici nic k nim, nesmi se d4vat spoutat dotasnymi pfirodovédeckymi
predstavami, které vznikaji na té & oné historické etap&, nybrz trvd jedin€ na
nezavislosti materialniho jsoucna na védomi, a na poznatelnosti podstaty hybné

172



hmoty a jejich projevi, dostdva zde, kdyZ je aplikovdna na matematické pied-
stavy, obzvla§tni vyznam. i :

Nafe filosofie nesmi se vyddvat za jakousi ,zichrannou stanici“, ktera —
nejcastéji bez kompetentni vécné analyzy problémi, pouhym ,nélepkovanim®“ —
spéchd feSit misto matematikd, fyzikd, biologii atd. problémy, které sami dosud
nefesili. Nemiize se vSak rovnéz spokojit tilohou pouhé ,ozdoby“ na priéeli
budovy védy. Musime sice ponechat matematikiim prozkoumat jaké dasledky se
v samotné matematice objevi, kdyZ k axiémam teorie mnoZin bude pfipojena bud
axiém kontinua, nebo axiém pravé opaény, a vytefit na zdkladé toho nesmirné
obtiZnou otdzku o vztahu mezi témito riznymi matematikami. Aviak jako filoso-
fové muZeme napomahat feSeni tohoto problému tim, Ze budeme — aktivné&ji
a Uspéinéji neZ jsme to dosud ¢inili — rozpracovavat filosofické pojmy, které
lezi na rozmezi mezi matematikou a filosofii (jako napf. ,celek a ,éast”, ,jed-
nota“ a ,mnohost®, ,individudlnost“ a ,nediferencovanost®, ,pretriitost® a
Jnepfetrzitost“, ,nekoneénost”, ,matematickd existence atd. (a rovn&s metodo-
logickou stranku logickych pochodi (napf. ,definice pomoci abstrakce®, rizné
druhy matematické indukce a mn. j.). Intensifikace pozornosti nasi filosofie
k otazkdm matematiky je dnes nejen proto nanejvy§ aktualni, Ze v zikladech
matematiky nastoupilo obdobi nového revoluéniho vzestupu, nybri i protoZe ma-
tematicko-logické metody, obzvla§té metody matematického modelovéni, objimaji
stile nové a nové oblasti véd ptirodnich, spoledenskych a psychickych. Je naéase,
aby sama marxistick4 filosofie pfe§la od pouhého verbalniho k exakinimu formu-
lovani a odvozovéani svych poucek.

K varovédni proti simplifika¢nim a spekulativnim pokusiim FeSit ,ex cathedra
philosophiae“ matematické problémy prohlaovinim jednéch hypotéz za ,dialek-
tické“ a ,materialistické“ a jinjch zase za ,idealistické“ a ,metafyzické”, pfi-
pojuji upozornéni na opaénou chybu. Znechuceni dogmatismem, roz§ifenym v dobé
Stalinovy teroristické diktatury, a stile je§té beze zbytku nepfekonanym; néktefi
marxisté pfesli do druhého extrému, prohlasili, Ze pr§ marxizmus trpi ,sklers-
zou", chtéji ho ,doplnit” uéenim existencionalistii, fenomenologistii nebo thomistd,
s lehkym srdcem se vzdiavaji jeho zdkladnich koncepci, napf. o nesmifitelném
protikladu mezi naboZenskou virou a védeckym pozndnim, teorie odrazu, uéeni
o stranickosti filosofie, o jeji tfidni podstaté atp. UZito na problém plurality
matematiky to znameni, Ze d¥ive nebo pozdé&ji se dostanou bud na objektivné —
neb na subjektivné-idealistické pozice, nebo na néjakou eklektickou jejich smés —
na slepou kolej neplodnych spekulaci.

Struéné vysvétleni uvedenijch matematickijch pojmi

Podle Cantora mnofina je souhrn jakjchkoliv objekts v piipadé kdy# existuje
pfedpis, podle néhoz se di uréit, zda danj objekt k souhrnu patii & nepatii.
Je-li souhrn mnoZina pak jeho objekty jsou jeji prvky. Mnoziny mohou byt
konecné nebo nekoneéné. MnoZina, kterd nema ziadné prvky, je prdzdnd. Mnozina,
sestavajici z nékolika prvka dané mnoziny, je jeji podmnozina. O dvou mno-
zinich, které maji né&které prvky spoleéné, fikime, Ze se protinaji.
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Jestlize je mozné ustavit mezi prvky dvou mnoZin vzdjemné-jednoznacny vztah
(t. j. kdyz podle uréitého piedpisu kazdému prvku prvni mnoZziny odpovidi jeden
a pouze jeden prvek druhé mnoZiny a mnaopak), pak fikame, Ze tyto mnoZiny
maji stejnou mohuinost. Mohutnost koneéné mnoziny se rovna poétu jejich
prvkd, vyjadiuje se (celym kladnjm) cislem. MnoZina nekoneéné tady ptiroze-
nych &sel 1, 2, 3, ... nazyva se spocetnd, jeji mohutnost se oznatuje ¥, (alef-
nula). Je to nejmensi nekoneénd mohutnost. Je-li mnoZina M nekoneénd, a
jediné tenkrat, (pok existuje jeji podmnozina, kterd ma stejnou mohutnost jako
mnozina M (napf. mnozina vSech sudych ¢isel ma stejnou mohutnost jako mno-
Zina vSech pfirozenjch éisel, ackoliv mnozina viech sudych éisel je jeji pod-
mnozina). Pravé tato vlastnost definuje nekoneénou mnoZinu.

Cantor dokazal, 7Ze mohutnost ¥; ma i mnozina viech raciondlnich C¢isel,

t. j. viech zlomkﬁ%, kde m a n jsou jakakoliv celd ¢isla. Dokézal viak taktéz,

Ze existuji nekoneéné mnoziny, jejichz mohutnost je vétsi nez ¥, takova je napf.
mnozina vSech redinijch ¢isel (t. j. raciondlnich a iraciondlnich), jejiz mohutnost
je oznadovana N (alef bez indexu). Trochu ,nizornéjsi" je geometrickd pfedstava.
Zobrazime na tiseéce [0,1] jednotkové délky nekonetnou bodovou mnoZzinu, jeji-
miz prvky jsou body, jejichZ vzdalenosti od podatku dsecky jsou vyjadieny
ryzimi zlomkyé é g ‘i 2 é g ... Tato mnoZina je véude hustd, t. j. mezi
jakymkoliv sebe bliziimi dvéma body této mnoZiny lezi nekoneéné mnoZzstvi bodd,
ji patricich. Pfesto viak na fiseéce [0,1] existuje nekoneéné mnoZzstvi mezer, kde
lezi body, jejichz vzdalenosti od poéatku tsecky jsou vyjadfeny iraciondlnimi
¢isly, takovych bodi je dokonce ,vice®, a to nekoneén& mnohokrat vice nez téch
prvnich, a teprve tyto body zapliiuji dsecku bez mezer, tvofi s prvnimi kontinuum.
Cantorova hypotéza tvrdi, Ze N je nejmensi ze viech mohutnosti, které jsou vétsi
nez N, Ze zadna mohutnost ,prostiedni“ mezi nimi neexistuje.

Cantorova antinomie se tjka ,mnoziny viech mnoZin”. Podle samotné definice
této mnoziny, musi tato mnozina mit nejvétsi moznou mohutnost, S druhé strany
viak Cantor dokéazal, Ze je-li M jakdkoliv mnoZina, kterd ma mohutnost m, pak
mnozina U viech jejich podmnoZin ma mohutnost u vét§i nez m, totiz u = 2™
Musi tedy mnoZina viech podmnoZin mnoZiny viech mnoZin mit mohutnost v&tsi
nez je mohutnost mnoZiny vSech mnoZin, coZ je rozpor. Russellova antinomie se
vztahuje na mnoZinu A vSech mnoZin N, které neobsahuji sebe jako prvek (takova
je napf. mnoZina viech planet, nebof neni planeta; kdeZto napf. mnozina viech
abstrakci obsahuje sebe jako prvek, nebot je rovnéz abstrakce). Je samozfejmé, Ze
jakakoli mno#ina patfi bud k mno#indm N, nebo k mnoZindm N’, které obsahuji
sebe jako prvek, zadna tieti moznost neexistuje. K jakym mnoZzindm — N ¢ N’
—patii mnozina A? Kdyby patfila k mnozindm N, pak, protoze obsahuje veskeré
mnoziny N, musela by byt mnozinou N’, coZz je rozpor. Kdyby vsak patfila
k mnozindm N’, pak by musela obsahovat sebe jako prvek, s tudiz podle definice
mnoziny A, byla by mnozinou N, coZ je zase rozpor.

V matematice se rozeznivaji dva druhy nekoneéna. Potencidlni nekonecno,
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napt. &iselné fady, dané jistym zdkonem, které znamend, Ze pocet jejich ¢leni
je mneomezeny, neurdity, ustaviéné mdze vzristat, aspoii pomyslné. Aktudini
nekoneéno pak mame tenkrat, kdyz chipeme tuto fadu nikoliv jako stavajici se,
nybrz jako hotovy, dovrieny celek. '

Matematika rozeznava téz dva druhy ditkazii. Jedny efektivni, kdy nejen doka-
zujeme, Ze jakysi matematicky objekt (napf. tézi§té trojuhelnika) existuje, nybrz
zaroveri ukazujeme zpiisob, jak tento objekt obdrZet, sestrojit, nebo vypocitat.
Druhé jsou ditkazy existenciondlni, které pouze dokazuji, Ze objekt existuje, aniz
by ukazovaly zpiisob jak ho obdriet. Jsou to dikazy apagogické, dokazuji Ze
piedpoklad o neexistenci tohoto objekiu vede k rozporu. Pod matematickou exis-
tenci se chape tvrzeni, ze urdity ptfedpoklad neni v rozporu s pfijatym systémem
axiémi, Ze se da z nich asponi zdsadné dedukovat podle uré¢itych pfijatych logic-
kych pravidel zdvéru.

Intuicionismus, zalofeny Brouwerem (efektivismus je jeho zmirnéna odriuda),
odmital aktuidlni nekonetno a naivni pojeti matematické existence. Neuznaval
logiku jako védu, kterd pfedchadzi matematice, nebot poklidal za posledni zidklad
sprivnosti matematiky tzv. ,praintuici®, t. j. nepopiratelnou nézornou jasnost
a ziejmost takovjch elementirnich matematickych vét, jako ,0 = 0°, a takovych
pojmit, jako p¥irozena fada ¢iselnd. Intuicionisticka logika (bez ohledu na rozdily
jejich variant) zavrhovala zakon vylougeného tfettho v tom smyslu, Ze ze dvou
vzijemné& se odporujicich vyrokid nemusi byt nutné jeden pravdivy. Zavrhoval
té% zakon zrufeni dvojitého zdporu, apagogicky zplisob dikazu a davala disjunkei,
negaci a obecnym soudim svou vlastni, omezujici interpretaci. Intuicionistické
hledisko vedlo k tomu, Ze mnohé teoreticky a prakticky daleZité matematické véty
mély byt z matematiky vyloudeny. Tato obét nebyla vSak vykoupena logickou
duslednosti, nebot obtize dokazal existenci nesmirné velikych konednjch ¢&isel
(jako napft. celého ¢isla, které ma pocet desetinnych mist, vyjadieny éislem, jez
mé deset miliard@ desetinnych mist) nejsou o nic men§i nez obtiZe s nekoneénymi
mnozinami. Avsak, jak ukazal Kolmogorov, intuicionisticka logika se d4 inter-
pretovat jako ,logika tkold .

Logicismus, v ¢ele s Russellem, v protikladu k intuicionismu, nesnazil se
vyvozovat logiku z matematiky, nybrz naopak, matematiku z logiky. Nedefinované
vychozi matematické pojmy vyjadioval logickymi terminy, vSechny matematické
pojmy a véty prevadél do jazyku matematické logiky a dokazoval je pomoci jejich
pravidel. Neoekdvany kone¢ny vysledek téchto dlouhodobych pokusi byl vak
ten, ze r. 1931 Godel dokédzal zdsadni neiplnost logiky, kiera sestava ze systému
tautologii, poklddanjch za apriorn& pravdivé. Jinak fedeno, dokazal, Ze je ne-
mo#né v takovém systému dedukovat vSechny obsazné matematické véty a dokézat
nerozpornost tohoto systému pomoci logickych prostfedki, formalizovanych v tomto
samotném systému. Déale byla brzy dokidzina nerozhodnutelnost problému roz-
hodnutelnosti v takov§ch systémech, a rovnéZ nemoZnost dokazat axiém neko-
neéna (t. j. existenci nekoneénjch mnoZin) a axiém reducibility, ktery mél
vylouéit nebezpeéi bludného kruhu. Ztroskotani logicismu bylo spojeno pfedevsim
s tim, Ze misto toho, aby hledal v materidlni skuteénosti konkrétni, nebo aspor
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méné abstraktni modely, snazil se krajné abstrakini matematické pojmy vyvozovat
z pojmi je§té abstraktnéjsich. i

Konvencionalismus, zdivodiiovany Poincaré, tvrdil, Ze matematika nema empi-
ricky pivod a podklad, nybrz zaklada se na libovolnjch smluvenjch konvencich,
zvolenych z dtvodd pohodlnosti nebo pragmatické uZiteénosti. Nedal se viak
disledné prosazovat, nebot byl nucen omezit libovilli ve vybéru axiémi jejich
vzajemnou nerozpornosti, kterd vSak mohla byt jediné tenkrat dokdzéna, kdyz se
podafilo ukézat aspoii jednu oblast objektli, pro niz takovy systém axiémi mél
konkrétni obsazny smysl, a tudiZz se ukazalo, Ze nespornost je zavisld na pravdi-
vosti. Stejné nemél $tésti pozdéjsi konvencionalismus Carnapiiv a Ajdukiewicziiw
v matematické logice, podle néhoz kaZdy matematik méa svobodu volby logického
systému, omezenou pouze tim, Ze tento systém musi byt ,zfetelné a presné”
formulovan. Vidyt ,zietelnost® a ,pfesnost se nedala uréit jinak, ne? pomoci
obsazné logiky, pfes verifikaci praxi.

Koneéné formalismus — 3kola Hilbertova — hledal vychodisko z obtizi, které
vznikly z antinomii, pokous$eje se formalni nerozpornost matematiky dokazat tim,
Ze vykézal obsaZnou matematiku do zvla§tni oblasti — do metamaiematiky —
jakoby apriorné dané jako specidlni schopnost naseho ducha. Hilbert dfive pro
dikaz nerozpornosti euklidovy geometrie 1sp&$né pouzil aritmeticki model
(v némZ se zudastnily pfedstavy teorie mnoZin), jehoZ nerozpornost se predpokla-
dala. Tuto svou metodu chtél pouZit i zde. Ale v tomto ptipadg, kdyz §lo o neroz-
pornost matematiky jako celku, bylo nuino dokazat, Ze rozpory teorie mnoZin
nezasahuji do spravné vedenjch matematickych dikazfi. Proto pokladal aktudlni
nekoneéno pouze za symbol, jemuZz ve skuteéném svété neodpovidid vibec nic,
ktery viak miZe slouZit jako vypomocny prostfedek v konetné oblasti. Sestrojil
finistickou teorii dikazu, jejimiz objekty jsou pouze koneéné mnoZiny symbold,
a pokougel se dokazat, e matematika, timto zpisobem formalizovans, nikdy
nepiijde k rozpornym vzorcim jako ,0 = 1° AvSak zminény vyse Godelav
dikaz, Ze jiz teorie elementarni aritmetiky pfirozenych &isel se nedd zplna forma-
lizovat, odhalil nemoZnost uskuteénit program formalismu.

Dnesni konstruktivismus v matematice a logice, kter§ je budovdn nezavisle
v USA a v Sovétském Svazu (Markovem, Saninym aj.) — rozdily se tykaji
hlavne filosofické interpretace — mneuznava abstrakei aktualniho nekoneéna, exis-
tencionalni dikazy, klasické pojeti zdkona vylouceného tietiho, 1i§i se viak od
intuicionismu tim, %e zavrhuje pojem ,praintuice” a jiné mystické pojmy, a
soutfeduje se na algoritmickém budovani jednotlivych (matematickych disciplin,
v ném# dosahl znaénjch aspéchi. (Pod algoritmem se chape pfedpis, podle néhoz
koneénym poétem krokd, z nichz kazdy se sklad4 z koneénych vzorcd, se da vytesit
nekoneéné mnoZstvi jistych stejnorodych tkold; napi. pfedpis, jak najit nejvétsi
spoleény délitel dvou celych ¢&isel.) Ulirakonstruktivismus, jehoZz zastincem je
Jesenin-Vol'pin, neuzniva nejen abstrakci aktualntho, ale i abstrakei potencial-
niho nekoneéna, a Z4ad4, aby kazdy matematicky objekt byl nejen zdsadné, ale
i skute¢né dosazitelny. : ;

Ovsem, je zfejmé, Ze ,dosaZitelnost” je historickd, podminéna Grovni matema-
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tické teorie a potitaci techniky. Soudim, Ze protoZe matematika ma viibec co
délat pouze s absirakcemi, je rozdil mezi abstrakei aktualniho a potencidlniho
nekoneéna, piipadné i dosazitelnosti, spiSe jen kvantitativni, nez kvalitativni —
te¢ jde vesmds o abstrakce, pouze ruznyjch wrovni — a proto rigorézni pfi-
pousténi jednéch druhd abstrakci a zamitani jinych, neni o nic opravnénéjsi, nez
kdybychom se napf. stavéli proti komplexnim ¢islim a uznédvali pouze ¢isla
realna, nebo kdybychom uznavali i jen cela kladna éisla a zavrhovali é&isla za-

porni, zlomky, &isla iraciondlni atp. '

PUIOCOPCKOE 3HAYEHHE OTKPHITHA MHOMXECTBEHHOCTH MATEMATHK

A, Koasmamn

Hpeanmermueckaas dunocopus u3maBHa NHITANACh HCMONL30BATE MAaTeMaTHKY IJIA CBOHX IeJei,
OOHAKO PagsBUTHE IOCAEAHEH BCAKMH pas JMINAJO €e STOH OMOpEL

Kpuaue ocHopasus MaTeMaTuru Ha pyfee Bexa GHIJI BHIZBAH HEOTPAHHYEHHOCTBHIO MOHMMAHMA
MOHATHA ,MHOMKECTBO' M HEKDHTHYECKHM TEPEHOCOM JIOTHKH, BOSHHKIMEH Kak abcTpaxtoe
OTpajKeHHE OTHOMEHWH B KoHedHOM, Ha Oeckomeunoe. BosHEHKOIMe MaTeMaTHYeCcKHe IIKONEL He
CMOTIH JaTs JorHkodmiaocofckoro ©OOOCHOBAHHA MATEMATHKHM, MO0 NOHHMAAH €€ WIealHuCcTH-
HecKH, ¥ abComTHSHpoBanH MeTadusHUecKH NpobieMy ee HeIpPOTHBOPEIHBOCTH,

He membme ugem upesMepHas MNApOTa NOHATHA ,MHOMKECTBO'' HMeNa B3HA4YeHHE Y30CTh AKCHOM
TEOPHH MHOMKECTB, TIPENATCTBOBABINAA PENIEHHWID PANa BajKHBIX NPOONEM, KaK-TO: NOJHOH YIOPAnO-
49eHHOCTH, cBoGOIHOTO BEIfOpa, a B OcOODEHHOCTH KOHTHHyyMa. HemaBHee OTKpHITHE HE3aBHCHMOCTH
STHX TEOpeM OT OCTANRHEIX AKCHOM TEOPHH MHOMECTE COSHAN0 [OAA MATEMATHKH KAk I[eJOTO
TIONOMKEHENE, AHAJNOTHIHOE TOMY, KOTOpPOe BOSHHMKIO B TeOMETPHH € CO3TAHHEM HEeBKIHIOBEIX
reoMeTpuii. BMecTo ONHOH, eNMHCTBEHHOH MaTeMaTHKH, MLl KMEeM Teleps MHOMKECTBEHHOCTh
OIMHAKOBO HENMPOTHBOPEUHBLIX MaTeMaTHK.

Hu obBerTHBHO-, HH CyOBEeKTHBHO-HIEaJMCTHYECKOE INIOHHMaHHE MaTeMATHKH HE OKasaiolh
Ccrmoco6HBIM COpaBHTBCA € (GAaKTOM MHOMECTBEHHOCTH MaTeMaTHK, MeXAy TeM Kak OH BHOBb
TNOATEEPIH] MaTepHalHCcTHYeCKH-IMANeKTHYEeCKYI0 TeOpHI0 OTPa)KeHH:A, COLNACHO KOTODOH apudme-
THKA H TeOMETPHA — STO NBA ONHOCTODPOHHHUX, HENOJHHX abCTPAKTHEIX OTOOpaMEHHA OTHOMEHHH
MaTEPMAJNEHOTO MHpAa, 06pasyloIlHxX B HeM HEOTOEJHMMOe eNHHCTBO IPEPLIBHOTO M HEIPEpPHIBHOIO.

Bmecre ¢ Tem monTBepiKuaeTca BaMKHBIN, BBIOBHHYTHIH JIEHMHEIM NPHHOUN NOSHAHHA: Hama
¢unocopua He MOMKHA CBASLIBATL cefd BpeMEHHHIMM NpPENCTABACHMAMH MAaTeDHM, IPOCTPAHCTEA,
BpPEMEHH, MNPHYHHHOCTH M T. [., NOJNYyYeHHEMM OTIENLHEIMHM HayKaMH, HO OyIyYH HaydHOMK
¢umocopmeil, onmMpasch ENWHCTBEHHO Ha o06o0leHMs HX pesyJbTaTOB, OHA CBA3aHA BCe JKe
TOJBKO TeM, YTO INPH3HAET HEe3aBHCHMOCTh MATEpPHAJNLHOH IeHCTBMTENBRHOCTH OT CO3HAHHA H ee
TI03HABAEMOCTb.

THE DISCOVERY OF PLURALITY OF MATHEMATICS AND ITS PHILOSOPHICAL
SIGNIFICANCE '

Arno$t Kolman "o

Idealistic philosophy has been trying since long ago to utilize mathematics for its aims, but
the development of the latter deprives it every time of this support.
The crisis of the foundations of mathematics at the beginning of our century was provoked
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by the unrestricted interpretation of the concept of ,set” and by the uneritical transference
of logic which arose as an abstract reflection of relations in the finite into the infinite. Mathe-
matical schools which came into being were not capable to provide a logico-philosophical
foundation of mathematics because they comprehended it idealistically and gave the problem
of its consistency an absolute metaphysical meaning.

The narrowness of the axioms of the set theory was not less important than the excessive
breadth of the concept of set; this narrowness hindered the solution of many important problems
such as: well-ordering principle, Auswahlsprinzip, and especially the continuum-problem. The
recent discovery of the independence of these theorems of the rest of the axioms of the set
theory yielded in mathematics as a whole a situation analogous to that one which arose in geo-
metry with the creation of non-Euclidean geometries. In the place of one unique mathematics
we are faced now with a plurality of equally consistent mathematics.

Neither objective- nor subjective-idealistic comprehension of mathematics is capable to cope
with the fact of plurality of mathematics, while it corroborates again the materialistic-dialectical
theory of reflection according to which arithmetic and geometry are two one-sided, incomplete
abstract reflections of the material world, which forms in it an inseparable unity of the discrete
and the continuous. '

At the same time, an important principle of cognition is confirmed, advanced by Lenin: our

- philosophy ought not bind itself by the provisional notions of matter, space, time, causality etc.
as obtained by special sciences, but being a scientific philosophy which leans solely upon the
generalizations of their results, it is bound nevertheless only by the acknowledgement of the
independence of the material reality of consciousness and its cognoscibility.
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