POZORUHODNA UCEBNICA LOGIKY

Roku 1963 wyila v Polsku zaujimavi
publikicia z logiky a tedrie mnoZin —
Elementy logiki matematycanej i teorii
mnogoici od J. Stupeckého a L. Borkow-
ského. Je to prirutka, urfend predoviet-
kym posluchacom filozofie, s wvydarene
premyslenou didaktickou osnovou a origi-
nalnym spracovanim danej problematiky.

Praca sa sklada z dvoch relativne nezé-
visljch ¢asti, ktoré Ciastolne spaja a do-
pliia dost rozsiahly dodatok. Prva éast ob-
sahuje vyrokovit a kvantifikitorovd logi-
ku, druhd teériu mnoZin. Logické kalkuly
prve] ¢asti autori kondtruujn  metédami
rozpracovanymi Jasnowskim a Gentzenom
v tzv. sytémoch prirodzenej dedukcie. Sys-
tém prirodzenej dedukcie moZno zhruba
charakterizovaf ako systém pravidiel, kto-
ré vymedzuji metédy dokazovania na za-
klade uritych predpokladov. PretoZe sys-
tém Stupeckého-Borkowského sa od infch
systémov do urcitej miery lifi, opiieme tu
trocha podrobnejiie jeho §truktdru. Pre
jednoduchost sa pritom obmedzime na vy-
rokov§ kalkul (VK).?!

Zékladnymi funktormi daného systému
VK st negdcia, konjunkeia, disjunkcia,
implikacia a ekvivalencia (budeme ich
oznafovat symbolmi ~1, A, Voes =),
Z tychto funktorov, vyrokovych premen-
nych a zitvoriek sa budujd spravne zo-
stavené virazy, ktoré sa nazjvaji vyrokové
virazy VK (od presnej delinicie, ktor si
éitatel Tahko sformuluje sidm, upistame).
Pri dokazovani vyrokovych vyrazov VK
vychadzaja autori z predpokladu, %e kai-
dy vyrckovy viyraz moine pokladat za
implikdcin typu Ai1-{As-[As— -4, -
=4, )1} (@).* Vyraz, ktory nema formu
implikdcie je tieZ vyrazom typu (), ale
nemd nijaky antecedent (n=1). Napriklad
vo  vyraze [p—(g A D] (p>q)— (p—1)],
Ar=1lp=(g A 7], Ae=(p=q), Az=p,
=A..g=?‘.

i

Dokaz je urditd postupnost vyrokevych
virazov, ktoré autori nazyvaji riadkami
dékazu. Stavbu dékazu vymedzuja tzv.
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pravidld (vorenia- dékazu (PT). Okrem
tychto pravidiel existuja eite pravidla, kto-
ré urtujd, za akych podmienok moino k
danym riadkom dékazu pripojit dalgie vy-
rokové vyrazy, vypljvajuce z predchidza-
jacich vyrazov. Sa to tzv. pravidla prida-
vania novych riadkov k dékazu (PP). Tie-
to pravidla charakterizuji vlastnosti uve-
denych funktorov VK. PT aj PP sa delia
na zakladné a odvodené. Zikladnymi PP
st pravidld zavedenia a odstranenia kon-
jukcie (ZK, OK), disjunkcie (ZD, OD),
ekvivalencie (ZE, OE) a pravidlo odstra-
nenia implikicie (OI).* Napriklad podla
pravidla OI, ak mame v niektorom riadkn
dokazu vyraz A a v niektorom viraz
A—B, mbzeme ako dalii riadok pripojit
vyraz B. Za zikladné PT autori vybrali
pravidlo  tvorenia nepriameho dékazu
(PTND), ale z didaktickych dévodov uva-
dzaji hned i pravidlo tvorenia priameho
dékazu (PTPD). Ako sme uz uviedli,
tieto pravidla vymedzujt $truktaru dokazu.

Dékaz virokového virazu typu () je
(podla PTPD) koneénd postupnost riad-
kov dékazu, v ktorych sa vyskytuji:

! Namiesto nicktorjch vyrazov budeme po-
ufivat skratky uvedené v zatvorke hned za
prislugngym skracovanym vyrazom.

' Podla schémy (a) mdfeme kaZdy vyraz,
ktory ma formu implikicie, rozloZif na ante-
cedent a konzekvent, ak konzekvent ma formu
implikicie, mozno v flom tieZ vy¢lenif cas(, ktora
je jeho antecedentom, a Cast, ktora je jeho kon-
zelventom aid., az k vjrazu A, ktory ui ne-
ma formu implikdcie. .

* O tychto pravidlich sa ¢itatel podrobnej-
$ie dofita v knihe Vojtecha Filkorna Uwod de
metodologie vied, Bratislava 1960, 325—329.
Nafe pravidla ZK, OK sa tam uvedené v
(6.21), (5.22), (5.23), pravidla ZD, OD
v (A.24), (6.25), (6.27). V. Filkorn ncuvidza
pravidld ZE a OFE, podla ktorjch moZeme
ke riadkom dgkazu, v ktorych sa nachddzaja
virazy A-B, B-A, pripojit vyraz A=B (ZE}
a k riadku s vyrazom A=B moino pripojit vy-
raz A~B alebo vjraz B—-A (OE). Vjrazy A, B
tu reprezentuji, podobne ako virazy A1, Az...,
A, v (@) lubovolné vyrokové virazy VK.



1. V prvych n—1 riadkoch vyrazy
A1, Az, ... A, , kioré sa nazjvaja pred-
poklady (Pr) dokazu.

2. V dalsich riadkoch sa wvyskytuji uz
dokazané vyrazy (vety) alebo lubovolné
vyrokové vyrazy, ziskané na zaklade pred-
chadzajticich riadkov pomocou PP.

3. V poslednom riadku dékazu je vyraz
A, .

Napr‘ V}"raz {p-r(q—ﬂ')]-r[ (p—;q)—»(pqr)]
dokiZeme takto:
1. [p=(g-7)]  Pr,

2. (p—»q_) Pr,
3.p Pr,
4. (g-r) el 1.5
5. q 01 2, 3,
6. r Q1 4, 5.

V 1.—3. riadku si Pr dékazu, 4. riadok
dostaneme pomocou OI aplikovanom na
1. a 3. riadok a podobne i daliie riadky.

Dékaz vijrazu formy implikdcie, v kto-
rom sa nachddzaji predpoklady A1, Aa, ...,
A_, sa nazyva dokaz pomocou predpo-
kladov alebo predpokladovy dékaz. Ak do-
kazovany vyraz nema formu implikacie,
v jeho dokaze sa predpoklady A1, A, ...,
A,; nevyskytuji. Preto sa priame dé-
kazy takich vyrazov nazyvajd obylajny-
mi priamymi dokazmi. V tychto dokazoch
je v kazdom riadku nejakd veta (uz doka-
zany vyraz), poslednym riadkom dékazu je
dokazovany vyraz, ziskany na ziklade
predchadzajicich vjrazov uplatnenim PP.}
Napr. vyraz [(p/Ag)—r]=[p-(g-r)] mo-
zeme za predpokladu, ze vyraz {(pg’\q)-»r]ﬂ
—~[p=+(g=7r)] a vyraz {p—>(q->r)->[ (p/g)
—rl} je uz dokdzany, dokdzaf takto:

L [(pAq)-r]s{p-(g-1)] veta,
2. [p={g=n)|=[ (pAg)—7] veta,
% [(p/\q)—»r]z[p-—»(qurr)] ZE 1, 2.

Pri nepriamom predpokladovom dékaze
sa po riadkoch s predpokladmi A1, A,
..., A, v n-tom riadku vyskytuje viraz
1A, (tzv. predpoklad nepriameho doka-
zu). V dalsich riadkoch st v§razy ziskané
na zaklade predchddzajteich vyrokovych
vyrazov a viet pomocou PP. V poslednom
riadku nepriameho predpokladového doka-
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zu je viraz V (alebo "1 V), ktory je v spore
s nejakym predchddzajicim vyrazom ~1V
(alebo V).

Napriklad vyraz (pVg)—{ lg—p) do-
ké%eme podla PTND takto:

1. (p¥gq)  Pr,
2: —| q PI‘,
50 lp Pr nepriameho dokazu,
‘4. g OD 1, 3; spor medzi 2. a 4.
riadkom.

V nepriamom dékaze vyrazu, ktory ne-
ma formu implikacie, prvym riadkom je ne-
gacia dokazovaného virazu, v dalgich riad-
koch sa vyskytuji vety a vyrazy, ktoré
mo¥no ziskal na zdklade predchadzajacich
pomocou PP. V poslednom riadku je vyraz,
ktory je v spore s nejakym predchadzaji-
cim vyrokovym vyrazom. Tento ddkaz sa
nazjva oby€ajny nepriamy dokaz.

Zéikladnym PT je PTND, lebo kaZdy
priamy dékaz moZno transformovat na ne-
priamy. Na zaklade zakladnych pravidiel
a dokazanych vjrokovych virazov dosta-
neme odvodené PP i odvodené PT. Odvo-
dend pravidld st teoreticky zbytoéné, ale
ich uplatnenim sa mnohé doékazy daji
skratit.

Metodologické problémy uvedeného sys-
tému rie§ia autori len nepriamo: dokazujd,
ze ich systém je ckvivalentny jednému
axiomatickému systému VK Eukasiewicza,
ktory je neprotirefivy a sémanticky dplny.
7 ekvivalentnosti tychto systémov vyplyva,
7e i systém Stupeckého-Borkowského je ne-
protiredivy a sémanticky aplny. Syntaktic-
ka uplnost a nezdvislost zdkladnjch pravi-
diel daného sysiému nedokazuji.

Zanjimavym spdsobom zavadzaji tabul-
ky pre dvojargumentové funktory VK. Vy-
chiadzaja pritom z tabulky negicie, skon-
Struovanej na zaklade intuitivne evidentnych
tvah, az predpokladu, Ze zédkladné i odvo-
dené PP maju vlasinost viest od pravdivych
1 Obyéainy priamy dokaz moZno tiez cha-
rakicrizoval ako predpokladovy dikaz, v kio-
rom"sa vyskytuji len riadky uvedené v 2. a 3.
bode PTPD.
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vyrokov zasa v pravdivim.® Napr. znamu
tabulku konjunkcie, uvedent dalej, mo#no
na zaklade pravidiel ZK, OK (a spomenu-
tej vlastnosti) zddvodnit nasledujicou tva-
hou. Podla pravidla ZK, ak je pravdivy vy-
raz A i vyraz B, tak je pravdivy i viraz
A AN B (tak dostaneme prvy riadok tabul-
ky). Z pravidiel OK (ak je pravdivy vi-
raz A A\ B, je pravdiv§ i viraz A; ak je
pravdivy vyraz A A B, je pravdivy i vy-
raz B) vyplyva, Ze ak je nepravdivy jeden
z vyrazov A, B, neméze by{ pravdiva ani
korjunkcia A A B (tak dostaneme dalsie
riadky tabulky). Podobne postupuja i pri
vystavbe tabuliek ostainych dvojargumen-
tovjch funktorov VK. Tento postup méa ur-

AB A AN B
11 1
01 0
10 0
00 0

¢ité didaktické prednosti, ktoré sa prejavu-
ja hlavne pri zavadzani tabulky implika-
cie. Zaujimavé dvahy autori rozvijajd pri
interpretacii funktora prirodzeného jazyka
Jak ..., tak .. ." Pritejto prilefitosti defi-
nuji i pojem vyplyvania (podla Ajdukie-
wicza). Kusou zmienkou o neklasickych
systémoch VK® sa vyklad vyrokovej lo-
giky konéi.

Kvantifikatorovy kalkul (KK) 1. stup-
iia je vybudovany podobne ako VK. Okrem
pravidiel (PT i PP) VK, zovieobecnenych
na vjrokové vyrazy KK I stupiia, zava-
dzaji v flom nové zikladné PP. St to
pravidla zavedenia a odstrdnenia vieobec-
ného a existenéného kvalifikatora. Pomo-
cou ftychto pravidiel dokazuja niektoré
virokové vyrazy KK 1. stupiia (ide na-
pospol o vety, ktoré stt zndme z axiomatic-
ky budovanych systémov KK I. stupiia)
a konstruujo dalsie odvodené pravidla sys-
tému. Osobitny déraz pritom kladd na
pravidla, ktoré sa vyskytuja ako zakladné
v ingch systémoch KK I. stupfia.

Jedind axioma vyskytujiica sa v logic-

kych systémoch tejto publikicie je ,x = x*
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ktorti zavddzaju v KK 1. stupila s rovnos-
fou. V tomto kalkule zavadzaji i nové za-
kladné pravidlo, tzv. pravidlo extenziona-
lity pre rovnost. Autori zostali &itatelovi
dlini odpoved, preto sa v systéme prirodze-
nej dedukcie objavila i axiéma.” Pozornost
si zasliZi aj ¢ast o definiciach. Formuluja
v nej podmienky spravnosti normalnych,
podmienkovych a rekurentnjych definicii
ako aj pravidlo zavedenia definicie do dé-
kazu. Pomocou tohto pravidla zdévodiinji
odvodené pravidlo dosadzovania za vyro-
kové funkeie KK 1. stuptia. V zéavere I.
casti naértavaju KK vyisich stupilov a
uvidzajii niekolko sformalizovanych ma-
tematickych dékazov.

Logické prostriedky, rozvinuté v 1. &as-
ti, v znafnej miere sa pouZivaju pri vy-
klade tedrie mnozin. Prejavuje sa to hlav-
ne na technike dokazovania a symbolickej
formulacii viet. Temer vietky dékazy sa

‘sformalizované. 1 tato Sast ma elementirny

rdz. Citatel sa v nej oboznami so zakladny-
mi pojmami a vetami algebry tried, tedrie
mohuinosti a s problematikon usporiada-
nych mnoZin (dost ob§irne sa zaoberaja
aritmetikou a nerovnosfami kardindlnych
isiel, nekoneénymi mnoZinami, mohutnos-
tami mnoZiny prirodzenych a redlnych &-
siel, axiémou vyberu, ordinalnymi typmi
usporiadanych mnoZin a rezmi usporiada-
nych mnozin). Didakticka ohladuplnost
viedla autorov k tomu, %e teériu mnoZin

5 IPormuliciu PP, ktorti vieobecne charak-
terizuje zvrat ,ak sa v dokaze vyskytuja riad-
ky s vyrazmi Vi, V... V; , tak k dékazu
méfeme pripojit ako dalsi riadok viraz Vi,
(kde kz1), mo#no nahradit formuldciou ,ak
st vietky vyrokové vyrazy Vi, Vi, ... Vy
pravdivé, tak je pravdivy i viraz Vi, °

8 Vzhladom na to, Ze prirucka je uréend
posluchaéom filozofie, autori mohli omnoho
viae miesta venovat neklasickym systémom
VK. Nebol by tym utrpel ani rozsah knihy,
ani jej elementdrnost.

7 Tato odpoved mofno ndjst v élinku au-
torov A Logical System Based on Rules and
its Application in Teaching Mathematical Lo-
gic, Studia logica zv. VII, Poznaii 1958,
71—-105.



nepoddvajit ani v prisnej axiomatickej po-
dobe ani na ziklade tedrie typov. O tych
klad sa opiera o niekolko zdkladnych tvrde-
ni (zvolenjch v rdmci uréitych relativne
samostatnych tematickjch oblasti) a velké
mnoZstvo definicii, na zaklade ktorych do-
kazuji dalsie vety. Len malo viet uvadzaji
autori bez dékazu. Sa to zviiéia vety, kto-
ryjch dokaz prenechavaji &itatelovi. Iba v
niekolkych pripadoch upustili od dokazu
pre jeho naro¢nost a komplikovanost. Zial,

medzi poslednymi sa vyskyiuji také délezi--

té vety, ako je Cantorova-Bernsteinova veta
a Zermelova veta o dobrom usporiadani
mnozin. i

Autorom sa velmi tispeine podarilo ne-
narofnym spésobom a v pomerne firokom
rozsahu uviest {itatela do tedrie mmoZin.

Dodatok prehlbuje predovietkym proble-
matiku II. Easti. Prebrata latka autorom
umoziuje struéne formulovat antindmie
tedrie mnoZin a poukdzat na dve najzna-
mejsie moZznosti vystavby tedrie mnoZin bez
antindmii — teérin typov a Zermelovu
axiomaticka teériu mno#in. Mo#no sa tam
docitat aj o hlavnjch principoch tedric
sémantickych kategdrii. Na problematiku
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I. Casti ¢iastofne nadvdzuji dvahy o defi-
nicidch niektorjch pojmov teérie mnozin
v logike (pojem mohutnosti mnoziny, ordi-
nilneho typu usporiadanej mnoZiny a uspo-
riadanej dvojice). Po kritkej zmienke o
tom, ako moZno zikladné pojmy Peanovej
aritmetiky prirodzenjch &isiel definovat
pomocou pojmov tedrie mnoZin, nasleduje
analjza pojmu mnoZiny z filozofického
hladiska. :

Na konci knihy je pripojeny dplny zo-
znam definicii, lem a viet (aj index po-
uZivanych znakov), ktory &itatelovi ulah-
¢ ditanie dékazov a vypraciivanie cvideni.

Recenzovanii priruékn moZno odporddat
nielen zaujemcom, ktori sa ched oboznamit
s elementarnymi poznatkami matematickej
logiky a teérie mmnozin, ale i tym, ktort
maji o logiku hlbsi zdujem. PoslaZi im
ako vyborny fivod do stidia narofnejiej
literatary. Je to kniha napisand presne a
pristupne. Iba v druhej casti si autori
miestami prili§ struéni, ale pozorny &itatel
nebude mat pri jej $tadiu velké tazkosti.
Heoci filozofom bude v tejto prirucke vielio
chybat( hlavne metodologickd problemati-
ka}), trebu ju odportéat predovietkym im.

P. Cmorej
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