MATEMATICKA LOGIKA I

VOJTECH FILKORN
Ll

Matematicka logika je dnes uZ pomerne déleZita &asf tedriec matematickyeh
systémov a matematickych strojov. Matematickou logikou sa presne vyjadruju a
analyzuji matematické postupy, skimaji vlastnesti, mo#nosti a hranice, slovom
povaha matematickyeh disciplin a objavuja ich nové teorémy; pomocou nej sa
presne a isto uréuji rdzne automatické a telekomunikaéné zariadenia, bez kto-
rych si fazko predstavit novii techniku. Okrem toho je matematicki logika jednou
# mnajprepracovanejiich aplikdcii moderne] forméalnej logiky na konkrétnu discip-
linu (na matematiku).

Matematicka logika je mladd disciplina, okolo ktorej sa nahromadilo velké
mnoZsive problémov a nedorozumeni, ktoré sa len pomaly odstranuji. Velmi &asto
ju spajali s idealistickon filozofiou a chépali ako nédstroj na jej zddvodnenie, a to
nielen sami idealisti, ale éasto aj marxisticki filozofi. Tato okolnost vyvolavala
nespravou reakeiu, cheejiien likvidovat nielen idealisticki koncepcin matematickej
logiky, ale aj ju samu. Okrem iného je lohou tejto Stidie ukazal pravy, neidealis-
ticky charakter matematickej logiky.

Naga stidia sa rozpadiva ra dve &asti. V tomto &isle uverejiinjeme len prva
&ast. V nej kriatko skimame okolnosti vzniku matematickej logiky a povahu ma-
tematickej logiky. V druhej ¢asti budeme skimaf metédy jej stavby a jej aplikicie
v technike. PretoZe matematickd logiku nepovaZujeme za celi formilnu logiku,
musime preskimat aj jej vzfah k formdlne] logike a viimnaf si vedice principy
stavby celej formilnej logiky. Stiidia ma elementirny a informativny riz, je uréena
pre neodbornikov a poukazuje na najnoviiu literatiru,

1. VZNIK MATEMATICKE]J LOGIKY

Vznik novej vedeckej discipliny nie je nahodny, ale je vyvolany vedeckou
alebo spolodenskou potrebou. To plati aj o matematickej logike. Jej zrod siaha
hlboko do raného novoveku a viaZze sa na algebru, ktora bola vtedy najdéleZitejSon
matematickou disciplinou. Rozvojom algebry sa zistilo, Ze jestvuju oblasti, ktoré
sa daja spracovat algebraicky (geometria, fyzika a pod.) a ktoré sa tak stivaja
modelom algebry; algebra sa v tychto oblastiach zasa interpretuje. Postupne sa
zistila aj podobnost medzi aglebraickymi opericiami a operaciami prebiehajieimi
myslenim v mozgu. Procesy myslenia, najmi spijanie pojmov, usudzovanie a lo-
gické zakony sa vyjadrovali algebraickymi operdciami. Algebra aplikovanid na mys-
lenie sa vold algebrou logiky alebo logickou algebrou.
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Z tohto hladiska Boole' prvy pomerne systematicky prepracoval logiku a tak
zavidil snahy Descartesa, Hobbesa a Leibniza. Boolova algebra pouZiva znaky (pre-
menné) x,y,z... na oznadenie tried veci majicich nejaka spoloént vlastnosi alebo
aj na oznalenie samej spolofnej vlastnosti x,y.z... a konitanty -+, . — oznaéu-
juce operdcie, pomocou ktorych spidjame triedy x.y.z... v nové triedy. Vietky
myslitelné triedy x.,y,z... st prvky triedy vietkych veci, ktorii oznaéuje znakom 1.
Okrem nej zavadza oznalenie pre prazdnu triedu. O. Boolova algebra sa netyka
metod ziskania tried a im zedpovedajicich pojmov o predmetoch danych tried,
pretoZe tie povazuje za dané a problém za psychologicky, ale sa tyka len metéd,
ktorymi tvorime zloZitejiie utvary. Operdcia -~ je podobnid mnoZivému séitaniu,
operdcia . mnoZivému produktu (prieniku) a operdcia — mnoZinovému doplnku. Ako
priklad zoberme spésob, ktor§m utvorime triedun ,,tmavy pisaci 5t81°, o ktorej mime
potom pojem tmavého pisacieho stola. Aby nejaky predmet splnil podmienky ,,tma-
vého pisacicho stola®”, musi patrif do triedy 1 a sti¢asne musi by? aj stolom (x) aj
pisacim ndéinim (y) aj tmavym predmetom (z). To znaéi, Ze musime utvorit triedu
l.x.y.z, ktord mé vietky spominané vlastnosti siiéasne. Tmavy pisaci stél je prie-
nikom vEetkych tychto tried. K tej istej triede sa dostaneme, ked mnoZinu 1 (ktora
sa Casto vynechdva) spejime najprv prienikom s x a potom s v, ako ked 1 spojime
najprv 8§ ¥ a potom s x. Preto logicky produkt je komutativny

XY = ¥.x. (1.1)

Podobny zdkon plati aj pri logickom séitani, ktorym spajame &asti v celok.
Ak napr. je x trieda muZov, y trieda Zien, tak x - v je trieda, do ktorej patria
aj vietei muZi aj vietky Zeny. O obidvoch operdciach plati distributivny zdkon

s(x 1+ ¥) = za 4+ z. (1.2)

Logickym doplukom vyjadrnjeme negicin. Ak je x trieda stolov, tak 1 — x je
trieda vietkyeh predmetov, kioré nie sd stoly.

Medzi beznou vtedy zndmou algebrou a algebrou logiky nie je viak dplnd totoZ-
nost, ba ani nie podobnoest. Tak v beZnej .,matematickej” algebre plati xx = =x¥;
no ked algebrou logiky z triedy 1 vyberieme triedu x a ked z triedy x znovu vy-
berieme triedu x, dostaneme znovu 1l istd iriedu x. Preto v algebre logiky
x . x = 2, gize ¥ = x. Tento poznatok velmi posilnil tendencie, ktoré sa snazili
o utvorenie novych druhov algebier a pomohli rozvoju teérie algebry. Z rovnice

2 = % (1.3)

nasleduje x — x* = 0 a z tohto x.(1 x) = 0. Vyraz x(x.1) predstavoje triedu
predmetov, kitoré st x a ktoré st sufasne (1-x), t. j. ktoré st nie x. PretoZe tento
produkt sa rovna nule, rovnica hovori, Ze nejestvuju predmety, ktoré by boli x
a siéasne boli nie x. Tdto rovnica vyjadruje teda zdikon neprotireéenia. No (1.3)
plaii aj v obyéajnej algebre, ak v nej za premenné dosadime len 1 alebo 0. Zikony,
axiémy a operacie take] algebry sa stotoZimju so zdkonmi a operdciami algebry
logiky.?

1 G. Boole, The Mathematical analysis of logic, 1847; An investigation of the laws
of thought, 1854.

2 Ked =x, ¥, z,... interpretujeme ako vypovede, |- ako odisjunkeiu, . ako kenjukeiu,
-~ ako negdciu, 1 ako pravdu, 0 ako nepravdu, Boolova algebra prejde vo vypovedny kalkul.
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V dalsSich statiach zavidza Boole pojem funkecie, v ktorej premenni méZe mai
len dve hodnoty, a najmé pojem rozvinutia funkecie, t. j. vyjadrenia toho, &o je vo
funkecii obsiahnuté. Rozvinutie funkeii je systematické urovanie vietkych tried,
ktoré sa mézu utvorii z uréitej triedy (predpokladu, premisy, antecedentu) pomo-
cou operdcii a zdkonov. Pritom sa hned uréuje, ktora vzniknuta trieda (désledok,
konzekvens) ma stile hodnotu 1 alebo stile hodnotu 0. Rozvinutie funkecii sa teda
stotoziiuje s dedukcioun, pri ktorej sa désledky vypoéitaja (vyrataji) z premis.?

Hlavné prednosti Boolovej algebry boli v tom, Ze sa do logiky voviedla jasnost,
presnost a prehladnost, &im sa vyznaéovala algebra. Dalou vyhodou bolo, %e sa
roziiril pojem désledku a uréilo kritérium, pomocou ktorého sa neomylne zisti, éo
vietko nasleduje z danych podmienck. V tej situdcii sa algebra zdala byt nadradena
a logika podradeni. Vo vSeobecnosti méZeme povedal, Ze ak je v lepiej situdcii
matematika (algebra), ak sa zd4 istejiia, dokonalejSia, tak pomaha logike, stiva sa
jej vzoroem a logika sa algebraizuje. Len &o sa viak matematika dostiva do fazkosti
a v analjze a tedrii mnoZin sa objavujd nejasnosti, nepresnosti a nezdviiznosti, po-
mer sa meni a matematika sa ohliada po logike, ktorou by sa tfaikosti odstranili
a dala sa dokédzal koherentnost, bezospornosi matematiky. Tym sa logika stava
rovnocennou matematike alebo ju aj prevyZuje, takZe sa objavuje smaha odvodit
matematiku z logiky, t. j. logizovaf matematiku.

A matematika sa skutofne dostala do tfazkoesti. Barlivy tvorivy rozvoj analyzy
zatinajici sa objavenim infinitezimilneho poétu niesol so sebou aj to, Ze matema-
tici v snahe objavil éim vicSie mnoZstvo poudick, menej dbali na spésob a presnoest
ich dokazovania. Matematické dékazy sa Casto stavali len na nizore, v ktorom sa
skryvalo velmi mnoho neuvedomelych, blizfie neanalyzovanych a jasne neformulo-
vanych predpokladov. Tym sa v matematike mno#ili nejasnosti spité najmi s poj-
mom funkeie a nckoneéne malého. Tento proces vyvrcholil, ked sa v teérii mnozin
objavili antinémie. Je zrejmé, Ze nejasnosti nakoniec museli prekizal samému
tvorivému rozvoju matematiky, a preto sa v XIX. stor. objavila celd skupina ma-
tematikov, ktori klidli najvii#i déraz na logickdi &istotu a prisnosi dékazov a
postupov a zaéali skima? ziklady, na ktorych stoji matematika. Pomaly vznikala
celd tebria o dbkaze a metdda, ktorou sa hladajuo predpoklady I'ubovolného tvrde-
nia* a zaklady celych disciplin, ako aj spésoby a moZnosti redukcie jednej discipliny
na ind TahZiu, jasnejiiu a lepSie vybudovani disciplinu. Sem patri napr. snaha
aritmetizovaf celt matematiku a hladaf euklidovské modely pre neeuklidovské geo-
metrie. Tieto snahy sl spojené s menami Weierstrass, Dedekind, Poreckij, Frege a i.,
ktori sa wusilovali rozmontovat nielen matematické postupy, ale aj ich vychodisko
a zafali skimaif nielen savislosti medzi é&islami, ale aj (logickd) stavbu samého
celého a reilneho &isla a jeho objekiivneho korelatu. Tak vznikali zasady presnej
metody matematiky, ktorit Frege aspoii iastoéne nasledovne uréuje. ..Idedl prisne
vedeckej metédy matematiky, o ktory sa tu usilujem a ktory by sa mohol nazvat
Euklidovym ideilom, mohol by som takto cpisai. Nemdzeme Ziadat, aby sa vietko

3 J.J6rgensen, A treatise of formal logic I, London 1931, 103 a n. Moderné metédy
algebraizicie, ako ich rozvijaji najmi polski logici, uvedieme v druhej &asti.

4 Tedria dokazu sa vyvijala aj pod vplyvom snih dokézat piaty Euklidov postulat, V tejto
sivislosti sa vynoril aj problém vzfahu medzi Struktirou dékazu a povahou systému, v kto-
rom sa dokaz uskutoéiiuje. Doilo sa najmi k hezospornosti a tplnosti systému, Tym sa
polozili prvé zaklady tedrie systémov, ktora mala Siroké uplainenie a ktora sa stala celkom
nevyhnutnou vtedy, ked geometrovia zistili, Ze podstata geometrii je v Struktire, vo vztfa-
hovych siefach a siivislostiach a nie v nafom t{izkom ndzore konkrétnych geometrickych
utvarov,
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dokézalo, lebo to nie je moZné; no mbZe sa poZadovaf, aby sa jasne, vyslovene
vypoéitali vietky vety, ktoré sa pouZivaji hez dokazu, aby sme tak jasne poznali,
na fom spoéiva celd stavba. Musime sa usilovaf zmenSif €o najviac poéet tjchte
zikladnych zdkonov tym, %e dokiZeme vietko, ¢o je dokazateIné. Dalej ziadam,
a tym idem nad Euklida, aby sa napred uviedli vietky spésoby vyvodzovania a na-
sledovania, ktoré sa pouiivaji. Bez toho sa s istotou nesplni prva pozidavka.*
»1ym, Ze refaz dékazov bude bez medzier, dosiahneme, Ze kaZidd axiéma, pred-
poklad ..., na ktorom spodiva nejaky dékaz, dostane sa na svetlo,”® &m sa mo%-
nost omylu zredukuje na minimum a presne sa ohraniéia oblasti, v ktorych sa maja
hladat pripadné chyby. Pred Fregom sa hlavny déraz klidol na axiémy a zabddale
sa na metody ich tvorenia a urfovania kritérii a podmienok, kioré musi nejaka veta
spifiat, ak mi byt axiémou. Nazdivalo sa, Ze podstatni vlastnosi axiémy je jej
jasnos?, evidencia alebo naSa véla vyhldsif td ktort vetu za axiému. Rovnako sa
zabtidalo na formy postupu od axiém k teorémam. Frege jasne pochopil, Ze pejem
teorémy je relativoy a ma vyznam nielen z hladiska uréitych axiém, ake sa dovtedy
vieobecne myslelo, ale aj len z hladiska uréitych pravidiel postupu (a deduktivnych
pravidiel). To znali, Ze deduktivne pravidld sa prestali chapat ako vrodena vyzbroj
ndsho rozumu a chdpali sa ako vnitornd vlastnos{ skitmanych systémov odriZaja-
cich objektivne siivislosti sveta. To vietko viedlo k vyhladavaniu pravidiel, ktoré
st skryté v matematickych postopoch, a k ich jasnému formulovaniu. Te denitilo
I'regeho, aby doslova vypreparoval vietky predpoklady a prostriedky, na ktorych
sa podla jeho mienky buduje matematika. Frege uviedol vietky defliniéné a deduk-
tivne formy a tym vniesol mnoho svetla do tejto discipliny. Ze pritem nazval tieto
predpoklady a prostriedky, definiéné a deduktivne pravidld jednoducho logikou
(a nielen fastou logiky), je ina zaleZitost, hlboko koreniaca v jeho &iastoénom idea-
lizme. No hlavné jadro jeho snih je Zivelne materialistické, snaZiace sa urobit z lo-
giky nasiroj budovania vied (matematiky) a vedu vniitorne spitd s ostatnymi disci-
plinami. Tym sa formalna logika ake veda prebudila z letargie a oslobodila zo zajatia
metafizicky orientovanych filozofii.

Frege nacal ohlast, kiord mi nedozierne Eirky. Matematici, ktorym zalezalo
na presnosti a zikladoch svojej discipliny, t. j. matematicki logici sa neuspokojili
len s viac-menej nihodnym vypoéfitavanim matematickych postupov (definiénych a
deduktivnych), ale zacali skimaf vzfahy medzi nimi a systémom, v ktorom maja
zmysel; zacali sa vyhfaddvat metédy, pomocou ktorjch sa vypoéitaji a uréia vietky
pravidld potrebné na usporiadanie uréitej oblasti charakterizovanej uéitymi vlast-
nosfami, t. j. zafali sa skimaf metédy tvorenia a stavby deduktivnych a definig-
nych pravidiel, ktoré si nevyhnuiné pre vybudovanie uréitej discipliny. Pritom sa
museli skimatf vzfahy medzi axiémami a deduktivhymi pravidlami. Zistilo sa totiZ,
Ze pri stavbe systémov vychadzajic z uréitych axiém nemdZeme pouZival fubovolné
definiéné a dedukiivne pravidla, ze teda medzi vychodiskom a postupom si hlboké
savisy. Metédy stavby pravidiel dedukcie a definovania, metddy tvorenia axidm,
pravidld uréujiice moznosti a dosah ich aplikdcie, povaha a tedria systémov, v kto-
rych maji tieto pravidla zmysel, to st okruhy, ktoré sa v podstate stotoziiuji
s matematickou logikou, a presne hovoriac si tedriou matematickych a matemati-
zovateInych systémov, a to najmi teériou axiomatickych systémov.

Z toho, 7e matematickd logika je teériou wréitych systémov, nasleduje, Ze ju
nesmieme stotoznif s modernou formilnou logikou. Matematicka logika, nakolko

5 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik I, Jena 1893, VII.
Frege, c¢. d., VIL
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sa stotoZiiuje s logikou vébec, Easto sa nazyva symbolicka logika alebo logistika
a povaZuje sa za najrozvinutejiu formu logiky.” V skutoénosti a neskorfie to doka-
Zeme, matematickd logika neméze splitai vietky ulohy celej logiky, no mése sa
stal adekvdatnym ndstrojom stavby matematickych disciplin. Matematicka logika je
aplikdcia jednej Casti logiky. Okruh posobnosti matematickej logiky sa stotoinuje
& okruhom pésobnosti matematiky. Velkosf tohto okruhu méZe byt jednou z priéin
stoto¥nenia matematickej logiky s logikou vébec. Matematicka logika sa usiluje byt
len formou alebo teériou matematiky. Tym sme uréili nielen vzfah medzi logikou
a matematickou logikou, ale aj vzfah medzi matematickou logikou a matematikou.
Co sa tyka tohto vziahu, panuje niekolko nespriavnych nizorov, ktoré musime
v kratkosti spomenif.

Frege, po fiom Russell, Carnap a s nim cely viedensky kriazok vyslovili a vel'mi
dékladne rozpracovali ndzor, podla ktorého pojem ¢&isla a tym celd aritmetika a
matematika je €isto logickym dtvarom, t. j. #e matematika je fasfou logiky. Tote
tvrdenie doslova brané je idealistickou skomoleninou pravdivéhe materialistického
c¢bsahu, ktory spoéiva v tom, Ze celé &islo nesmieme povaZoval za nejaky ttvar,
ktory je rozumom neanalyzovateIny a nezddvodnitelny, ako sa napr. nazdaval intui-
cionista matematik Kronecker. Podla neho a podla jeho nasledovnikov Brouwera,
Heytinga a i. si ndm celé éisla dané v nejakej zikladnej intuicii, ktord sa nedd
blizsie analyzoval. Materialistické jadro Fregeho tvrdenia je teda v ohjaveni logic-
kej Struktiiry pojmu &isla. No tdato materialisticka €rta spofivajlica v tom, Ze pri-
rodzené €isla nie sii apriérne pojmy alebo hoZské, nedotknuielné danosti, je hned
skomolend idealistickimi primiefaninami, ktoré sa apriérnost usilujd zachranif
aspoii nepriamo. Frege sa nazdava, Ze uplnd, absoliitna istofa matematiky sa méze
len tak vysveilif, ked sa bez zbytku redukuje na logiku, ktord hola podla viedajiich
nazorov uplne istd. Novopozitivisti sa na vec divajii zasa zo subjektivno-idealistic-
kého hladiska a uvazujd asi nasledovne. Istota matematiky nespoéiva v tom, Ze
vyjadruje empirické pravdy, ktoré sa dopliiajii a menia, ale v tom, Ze je komplexom
analytickych privd, t. . konvenénych definicii a ich désledkov, ktoré sa vyhlasujin
za pravdivé bez ohladu na ich vziah k redlnemu svetu®

Mienka Fregeho je nesprdvna v tom, Ze povaZuje logiku za veény a nemenny
Gtvar a Ze sa neusiluje chdpaf pejem &isla ako odraz uréitej situdcie redlneho sveta
a Ze neanalyzuje pojem ¢&isla z tejto strany, ale ho chipe ako ndzov vlastnosti poj-
mov a vypovedi.-Ale aj vtedy, keby Frege chapal &isle ako vlastnosf samych mno-
zin, nemohli by sme hovorii o redukeii matematiky na logiku, ale len o vyjadreni
uréitych stranok. éisla pomoecou logiky. Z nevyZerpatelnosti sveta a jeho Easti nasle-
duje nevyferpatelné hohatstvo &isla a nevylerpatelné moZnesti jeho analyzy, ktoré
daleko prevySuji bohatstvo logického aparitu a ktoré prinucuji tente aparit do-
pliiat. Podl'a Fregcho je logika prvotnd, hotova disciplina a matematika je druhotna.
Tomuto tvrdeniu ni¢ nezodpoveda v dejinich vied. V skutofnosti logika ako veda
vznikda len v procese tvorenia vedeckych disciplin, a preto sa tieto nedaji zredu-
kovai na logiku. Ma zmysel hovorif len o jednote logiky a matematiky, logiky a
fyziky atd.

Mienka Carnapa a i. je eite nepravdivejiia, lebo povaiuje logiku za &istd kon-
venciu, za hru, kalkul, ktery nemd a neméZe mafl so skusenosiou a skutoénoston

7K. Schroter, Uber Fragen der Logik, Deutsche Zeitschrift fiir Philosophie 1953,
& 3—4, 619.

8 To, zda sa, je aj mienka A, Mostowského, Logika matematyczna, Varsava 1948,
173 a n.
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vniaterny, organicky sivis, ktory teda nie je pravdivy, ale len vhodny organizujteci
prostriedok nafich empirickych poznatkov. Tito logisti, vychvalujici sa silou svojej
analyzy, boja sa analyzovat pojem ,,vhodnesti“. Logika je preto vhodny ndstroj a len
ten kalkul je vhodny organizaény &initel vedy a vedeckej price, ktory ma nejaky,
no vidy presny a jednoznaény vzfah k empirickym poznatkom odrizajicim cku-
toénosi., Bez tohto vzfabu by sme pomoceou kalkulu nemohli zjednotit empirické
poznatky, a preto vhodnosf nevyhnuine implikuje pravdivoes({. Logicky kalkul, o kio-
rom hovoria pozitivisti a ktory nazyvaji logistikou, objavil sa len preto, lebo ho
veda na niefe potrebovala. Novopozitivisti abstrahovali od toho ,nieco™, len zhy
sa vyhli materialistickej otdzke pravdivesti logiky, no tym do8li k protireéiacemu
pojmu ,.vhodného ndsiroja®, ktory nie je na ni¢ vhodny.

Najlepsim ddkazom vnutorne] materialistickej povahy matematicke] logiky a
jej kalkulov si ich aplikdcie v technike, ktoré budeme rozoberat v druhej &asti
Tu len tolko pripomenieme, Ze kaZda analytickd veta vypovedného kalkulu vy-
jadruje uréitd stalu vlastnost napr. elektrickych releovych sieii. Vypovedny kalkul
(jeko platné vety) mé teda rbdzne realizdcie, modely v skutoénych technickjch za-
riadeniach a ak sa modely redlne, aj ich kalkul musi byt redlny, pravdivy.

2, POVAHA MATEMATICKE] LOGIKY

Matematickd logiku sme definovali ako teérin matematickych systémov. Sa-
¢asnd matematicki logika skiima len povahu a vlasinesii deduktivnej stranky ma-
tematickieh disciplin, takZe je tedriou tych dedukiivnych systémov, s ktorymi sa
stretdvame v matematike. Aby sme pochopili povahu deduktivocho systémm, musime
analyzovaf najprv vieobeenejdi pojem systému véheec.

a) Systém

Dnes nevieme a z ohranidenosti nidhe poznania naslednie, Ze ani nehudeme
vedief podaf vylerpévajiicu a vieobecnit definfein systému. Musime sa preto uspo-
kojif s definiciami, kioré chtiac-nechtiac vyjadrujd povahu len uréitych typov systé-
mov, pemocou ktorych sa moZeme vyjadroval a orientovai v matematike. Podla
Kleeneho ,systém S predmetov je (nmeprizdna) mneZina alebo trieda, alebo oblast
O ... predmetov, medzi kiorfmi si uréité vzfahy*“.® Systémom je napr. Ciselny rad,
lebo v fiom vietky &isla tvoriace oblasf{ O méZeme pospijat vetahom —+ 1 a pe-
mocou tchio vzfahu vychadzajiic z nuly dostaneme hocijaké celé kladné &islo. Mo-
7eme teda povedaf, Fe vzfah - 1 je operdcia uskutoénitelna na Tubevolnom celom
¢isle a ma preto univerzalnu platnosf v celom rade, CiZe systemizuje Eiselny rad.
Definicia Kleencho nie je tiplnd, lebo neuréuje vyraz .urédité vziahv™; tento vyraz
musime bliziie opisaf. Uréity vzfah oznafuje presne vymedzeny vuzfah, ktory, na-
kolko utvdra v mnoZine @ systém S, hudeme volaf systémovym vziahom. Systéraovy
vztah alebo komplex systémovych vzfahov musi byl taky, aby jednoznaéne jednotil
vietky predmety oblasti O, leho len v tom pripade hovorime o sysiéme S eblasii O
(a nie o viac sysiémoch). Preto ak nejaky predmet p patri do systému S a ak p
méa systémovy vziah R, k inému predmetu g, tak 2j g patri do systému §. Ale
aj naopak. Ak p patri do S a g patri do S, tak musi jestvoval nejaky R, . Vzlah

98, C. Kleene, Introduction to metamathematics, Amsterdam 1952, 24,
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p R, q budeme oznacovat f, (p) = g. Potom plati, ¢ mnoZina O je systémom S
viedy a len vtedy, ked

pcO&qg=4f (p)—>qc O, (2.1)
teda
ak pc O & qg=1f (p) —> qcO, tak OcS. (2.2)

Veta (2.2) sa dd zovSeobecnif tym, Ze R, nebude dvojélenny, ale n-élenny vztah
a f, nebude jednoargumentovd, ale n-l argumentovd funkecia, pridom jej niektory
argument mdZe byf vzfahom. Potom o uréitej oblasti hevorime, Ze je systémom,
ak v nej jestvuje uréitd operdcia, funkcia uskutoénitelnd na kaidej n-tici pred-
metov (kde n = 1,2,...) (takZe vysledok opericie patri do tej istej oblasti). No
nemusime sa uspokojit s jednou opericiou, ale mdzeme zobrai cely komplex ope-
racif. n-tica predmetov tvori podmnoZinu mnoziny O a oznaéujeme ju X, komplex
operacii oznaéujeme D. Vysledok komplexu opericii D prevedenych na X oznadime

D (X). Veta (2.2) potom bude X ¢ O & D (X) ¢ O—=> 0¢S, (2.3)

ak ckrem toho plati, Ze D(X) = X, tak systém je deduktivny. D vyjadruje pod-
mienku, vzhladom na kiori O je uzavretd a mnie je niéim inym ako vyjadrenim
roznych spdsobov jednoznaénych sivisov, na ziklade ktorych od jedného alebo
viac predmetov (od jednej n-tice alebo viac n-tic predmetov) oblasti O sa dostaneme
k druhému predmetu (druhej n-tici) oblasti O, t. j. D vyjadruje presné spésoby
a ¢i pravidla prechodu. Pomocou D mdZeme z existencie predmetu p a z existencie
oblasti O vyvodif existencin predmetu g. Systém S a oblast @ md#u jestvoval mimo
nisho myslenia a mé%u sa odraZat v nafom mysleni. Odraz systému, t. j. poznanie
systétmu S a predmetov p,q budeme oznadovat tvodzovkami, teda ,S% .p*“ atd.
»p~ je bud poznanie, pojem predmetu p, alebo nejakej vlastnosti p, pripadne je
vipoved vyjadrujica existenciu alebo povahu predmetu p. Ak ,.p“ oznaduje vy-
poved," tak z pravdivosti ,,p* a z existencie O vyvodime pravdivost vipovede ,,q%.
Hovorime, Ze z ,,p*° nasleduje ,,q“ (..p* —1I ..¢%), alebo Ze ,.q“ je dosledok
»p* v 0. D teda vyjadruje pojem désledku, ktory je tak zikladnym pojmom tedrie
systémov. To znaéi, Ze myslief désledne (z hladiska uréitého systému — a mysliet
sa dd len v nejakom systéme), znamend tak mysliel, aby sme myglienkovymi opera-
ciami alebo pravidlami D ostali v danej oblasti (v danom systéme). Z toho, Ze
z vypovede ,,p* vyvodime vypoved ..q% nasleduje, Ze vypoved ,q“ je désledok
vypovede ,,p*, no nemusi platit opak. Vypoved ,,g” méze byt ddsledok vypovede ,.p%,
hoci ju nevieme vyvodif pomocou koneéného poétu krokov a koneéného poétu
pravidiel z vypovede ,,p."" Pojem dédsledku vyjadruje nevyhnutné systémové vztahy,
medzi pojmami a predmetmi, ktoré sa v pojmoch odzrkadl'nji. Zikladny sémanticky
pojem vyvodenia vyjadruje I'udskd &innosf pomocou pravidiel vyvodenia.

Pojem ddsledku, ako aj iné systémové pojmy mdzeme budovat dvojakym spé-
sobom: sémanticky a syntakticky.

Sémantika je ta tast logiky, ktora si viima vzfah medzi vyrazmi, vypovedami,
pravidlami a medzi tym, 8o vyrazy, vypovede a pravidld oznaluji, teda napr. vziah

10 Miesto pouiivaného terminu ,veta” pouZivame vieobecnejii termin ,vypoved®. Pod
slovom ,veta* rozumieme vidy pravdivi, vieobecne platni (analyticka) vypoved v zhode
s matematickymi zvyklosfami.

1 K. Schriter, Theorie des log;schen Schlwssem Zeitschrift fiir mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik 1955, & 1, 40.
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pojem je preto pojem pravdy, s ktorym si spojené dalSie ddleZité pojmy, ako pojem
dolozenia, spiiiania a modelu. Najvieobecnejdi je pojem doloZenia. DoloZenie je to,
€o robi vypoved bud pravdivou alebo nepravdivou. Tak doloZenie pre &slo 5 je
predikédt ,,parny”, no nie je doloZenie predikat ,,Hanibal®. Vietkymi doloZeniami
vypovede sa uréuje jej vyznam. Ak je nejakd vypoved pravdivd, vidy musime a
mozeme ndjst jej zodpovedajici predmet alebo situiciu, o ktorej sa vo vypovedi
hovori, a tym predmetom alebo situdciou nafe tvrdenie pravdive dolozime. Hovo-
rime, Ze v pravdivej vypovedi predmet alebo situicia, o ktorej sa vo vypovedi
hovori, splfiajii to, o sa o nich hovori. To, ¢o splfia urita vypoved, t. j. &o je
pravdivym doloZenim vypovede, je model vipovede.

Z viet (2.1)—(2.3) nasleduje, Ze Struktira désledku D zivisi na povahe systému
a %e z roznych typov systémov nasleduji aj rozne #truktiary vzfahu déslednosti
a prostriedkov, ktorymi vyjadrujeme povahu systémov. Pretofe nam ide o aplikdciu
lfogiky na matematiku, musime si viimaf matematické systémy a teda aj matematické
vyrazové prosiriedky a podla toho potom analyzovat aj primerany pojem désledku.
a dokazovacich prostriedkov. Pojem désledku musime tak definovatf, aby vyhovoval
vietkym dneSnym alternativam.

Ked zoberieme hociktorii matematickd formulu alebo vypoved, teda rad zna-
kov, ktory m& v matematike zmysel a o ktorom hovorime, %e méZe byt hud prav-
divy alcbo nepravdivy (teda jeho negdcia je pravdiva), zislime, e hovori o urtitej
triede predmetov (bodov, priamok, &isel a pod.), a to alebo o ich vlastnostiach,
alebo o vzfahoch medsi nimi. KaZda formula si narckuje urfitd vEeobecnost, t. j.
platnost nielen pre niektoré individudlne priamky, ale pre vietky priamky (napr.
kazdé dve priamky sa pretinajit v jednom bode. Tato veta ostiva pravdiva, ked za
vyraz ,,dve (rozli¢né) priamky* dosadime TubovoIné dve konkrétne priamky, teda
ked dosadime konitaniné priamky, priéom vyraz ,dve priamky” nevyjadruje kon-
ftaniu, ale to, #e jednu kondtanind priamku méZeme zamenif druhou kenStantnou
priamkou a veta ostiva pravdiva). Vyraz ,,dve priamky* je teda premenny (v rdamei
triedy priamok). To isté plati aj o formule a 4~ b = b + a. MéZeme teda povedat,
Ze kazda matematickad formula sa skladd z fasti stalej a z ¢asti premennej. Vo formule
a + b =150 - aje stily vztah |- a =, premenné sa ab. Ze vatahy -+ a = si
kongtantné, vidiet z toho, Ze ak by sme za ne dosadili iné vzfahy, mohli by sme
dostat nepravdivii vypoved alebo aZ nezmysel. Napr. ak miesto - dime delenie :
a miesto = dime vzfah vdéi ake = . Tid formulu, v kiorej dosadenim konStanty
za premenni dostaneme pravdivy alebo nepravdivy vyraz (teda vyraz, ktory ma
vyznam), it. j. vypoved, nazfvame vypovednou formou alebo vypovednou funkeciou.
Ked vo vypovednej forme miesto premennej dime konZtantu, dostaneme vypoved.
Vypovednou formou je napr. vyraz ,x je parne &islo®, prifom x je premenni, kto-
rej hodnoty méze byl TubovoIné éEislo.

Rozlifenim stilej a premennej &asti sa analyza nekonéi. Vo vete 3 +2=2-3
vysledky . dosadenia nie s len &sla 3 a 2, ale aj vzfahy + a = . Primerané pre-
menné pre vzfahy -+ a = si napr. vyrazy ,trojélenny vzfah* (ur€itych vlastnosti)
a dvojélenny vztfah uréitych vlastnostii. Tak vzfah = je zvlaStny pripad a dosade-
nim do reflexivno-symetricko-tranzitivneho vztfahu, s kiorym sa stretivame nielen
v aritmetike, ale aj v inych oblastiach. Symetrickosf a tranzitivnost si konZtantné
vlastnosti prebiehajiice vietky oblasti. Kon3tanty, s ktorymi sa viade stretivame,
volame logickymi, na rozdiel od matematickych kon¥tint (napr. -, 3, 4, atd.),
s ktorymi se stretivame len v matematike a v oblastiach aplikability matematiky.
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Formulu, v ktorej si presne vyznadené aj logické konitanty a ostatné &asti s
premenné, volime logickou vypovednou formou, kym formulu, v ktorej si presne
vyznaéené (len alebo 2j) matematické konitanty, volime matematickou vypovednou
formou. Analyza, ktorou déjdeme a% k logickym konitantim, vold sa logicka, kym
analyza, ktorcu dochddzame k matematickym konZtantdm, voli sa matematicka.
Logické konitanty uréuji Struktiru. Co vietko z vypovede nasleduje, zavisi od jej
gtruktary a od primeranej vypovednej formy. Prvy tito okolnost presne formuloval
a vojem ddésledku definoval B. Bolzano.

Bolzano miesto vyrazu ,premenna* pouZiva vyraz premenna predstava alebo
premenna Cast. Oznaime vypovednid formu znakom A(x). Nech napr. A(x) znaéi
vipovedni formu ,x je viiédie ako 4“. Ked potom za x dosadime ,,5°, dostaneme
pravdivii vypoved, ked za x dosadime ,,3*, dostaneme nepravdivia vypoved. ,,5“
teda spliia vipovedni formu A(x), ,,3* tite formu nespliia; inymi slovami, ,,5 je
model, pravdivé doloZenie, realizdcia vypovednej formy A4(x), ,,3“ nie je model
tejto formy. Bolzano potom pojem désledkn definuje nasledovne: ,,.Vypovede
M,N ... st odvoditelné z vypovedi A.B.C... vzhladom na ich premenlivé é&asti
ijs..., ked kazda skupina predstiv (dosaditeInych predmetov), ktord dosadena na
miesto i.j, robi z A,B,C ... pravdivé vypovede, robi pravdivé vypovede aj z M,N .. .*!*
To znaéi, Ze ak s pravdivé vypovede A,B,C, tak si pravdivé aj vypovede M.N ...,
teda, Ze pravdivost vypovedi A,B,C sa nezlutuje, je v protirefeni s nepravdivostou
vypovedi M,N.'"® I. Scholz podiva presnii Bolzanovu formuléciu nasledovne: ,.Vy-
poved A je odvodend z vypovede B vzhladom na ich spoloénu éast a vtedy a len
viedy, ked a je spoloéni East vypovedi 4 a B a ked a nahradime premennou x
a ked kaidy predmet, ktory spliia vypovedni formu A(x) vzniknuta z A, splia
aj vypovednia formu B(x) vzniknuta z B.*" Tou istou metédou postupuje aj Tarski
a logicky désledok definuje nasledovne: ,.Vypoved X logicky nasleduje z triedy
vipovedi K vtedy a len vtedy, ked kazdy model triedy vypovedi K je stiéasne model
vypovede X.*" Tarského definicia predpoklada logickd analyzu. Z hPadiska réznych
analyz mézeme hovoril o logickem a matematickom désledku a modele. Bolzanova
definicia plati pre obidva druhy meodelov. Kazdda matematickd konitanta predpo-
klada logické konStanty a to isté plati aj o désledkn. Logika sa &asto definuje ako
veda o zdkonoch logickych konstant a to isté plati aj o matematike. V tom zmysle
ie logika ¢ast matematiky, a to alebo ndstroj dokazovania (vtedy logika dava ma-
tematike deduktivne pravidli), alebo néastroj formulovania matematickych viet
(matematické vety mébZeme vyjadrif aparatiirou niZiieho alebo vysiieho predikito-
vého kalkulu).

Bolzanovu definiciu dostaneme z definicie Tarského, lebo pravdu méZzeme vidy
definovai pomocou modelu, kiory tak nadobiida centrédlne postavenie v tedrii systé-
mov. Pojem modeln nema zmysel len pre vypovedné funkeie, pre ktoré znamena
rad predmetov, ktoré dosadenim davaji pravdivé vypovede, ale v prvom rade pre
celé systémy. Model systému je zlozitej5i wtvar a budeme o fiom hovorif neskoriie.

Teraz nidm ostiva preskiimat samu Struktiru pojmu désledku, t. j. poznat jeho

12 B. Bolzano, Wissenschaftslehre II, Leipzig 1929, § 155, 114,

13 Niekedy sa taky vziah vold aj logickoun implikiciou alebo deducibilitou, R. Carnap,
Foundations of logic and mathematics, Chicago 1939, 14.

* H, Holz Die Wissenschaftslehre Bolzanos (Abhandlungen der Fries’schen Schule
Bd. VI, Heft 3—4), Berlin 1937, 447, ;

15 A, Tarski, Uber den Begriff der logischen Folgerung, Actes du congrés intern, de
ph. scientifique VII, Paris 1936, 9.
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vnutornd syntektickt stranku. Videli sme, Ze ak p patril do systému S, tak do S
patril aj D(p). Nech D(p) = g. Na g aplikujeme pravidlo, ze ak ¢ ¢ S, tak aj
D(g) c S. Z toho nasleduje platnost vety

D( D(p })) c D( p) alebo vieobecnejiie'®

D (D(X)) ¢ D(X). (2.4)
Lahko sa ukaze, ze
X c¥Y ——p DIX) c DY) (2.5)
a e
X ¢ D(X), (2.6)

lebo ak mame v systéme vyvodit X a vieme, e X ¢ S, tak to l'ahko urchime nule-
vym krokom.
Yec X —> D(X) = suma D(Y),” (2.7)

X+Y —p>D((X+Y) =D (X+ DY) =DDX) -+ DY) (28

Rozvedenim dalsich okolnosii a ich systematickjm usporiadanim dostaneme algehru
dosledku, ktora syntaktickym spésobom vyjadruje pojem désledkn a tak aj fast
pojmu systému. Podla Tarskéhe'™ na to stadia veiy (2.4), (2.6), (2.7).

Aj sémantické aj syntaktické vymedzenic pojmu désledku urduje len podmien-
ky, ktoré sa musia realizoval, no neurfuji konkréine formy modelu, jeho tvar
a neuréuji konkrétne pravidld vyvodzovania. Tie sa uréuji v podstzte dvojakym
spdsobom: synteticky alebo analviicky. Syntetické urdenie pozostiva v tom, Ze celé
systémy sa tvoria z premennych a konSiant, teda z uréitjch zikladnych kamefiov
alebo podmienok uréengych bud nafimi zdmermi, alebo povahou veci. Zo Struktary
zékladnych podmienok nasleduje Struktira modelu a deduktivoych pravidiel. S ta-
kymto postupom sa stretivame na kaidem kroku v modernej algebre, kde tvorime
nové algebraické systémy, hoci nepoznime efte moZnosti ich aplikdcie. Podobnym
spdsobom tverime aj rdzne logické systémy. Analyticky pestupujeme tak, ¥e v ho-
tovom systéme hladdme jeho vmitornd jednotu a systémevé vziahy. Aby sme tomn
rozumeli, uvedieme rozbor jedného typu systémov a priklady.

b) Kalkuly

K metédam stavby kalkulov sa vratime v druhej &asti. Analyzou matematickych
systémov formulovanych v rad vypovedi a viet zistime, Ze sa skladaja z uréitého
mnoZstva zdkladnych pojmov, znakov, terminov, ktorjch mé%e byt aj nekoneine
mnoho. MnoZinu tychto znakov budeme oznadovai M,.'" Prvky mnoZiny M, sa spa-
jaja v rady. Z toho nasleduje, %e musia byt dvojakého druhu, t. j., 7e M, sa sklada
z dvoch podmnozin M,; a M. M,, je mnoZina prvkov, predmetov, o ktorfch sa
v matematike hovori, M, je mnoZina operacii, t. j. réznych moZnesti a sposobov

1% (2.4) vyjadruje tranzitivitu dokdzatelnosti. P. Hertz, Uber Axiomensysteme fiir be-
liebige Satzsysteme, Mathematische Annalen t. 101, 1929, 465.

17 A, Tarski, Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik, Comptes rendus
des scéances de la société des sciences... de Varsovie, Cl. III, 1930, 23.

% A, Tarski, Fundamentale Begriffe der Methodologie der dedultiven Wissenschaf-
ten I, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 1930, 465.

1 H Hermes—H. Scholz Mathemetische Logik (Enzyklopidie der mathematischen
Wissenschaften), Leipzig 1952, 11 a n.
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kombinovania prvkov mnoZiny M, v rady alebo v zloZené znaky. Do mnoZiny M,
patri napr. pojem ¢&isla, bodu atd., do M, patri napr. pojem néslednika, séitania
a pod. Prvky M,, si &asto premenné (hovorime o Tubovolnom éisle), prvky mno-
Ziny M, si naopak konStanty. MnoZinu vietkych radov oznadime M,. MnoZina M,
mé najmengiu podmnoZinu M,, ktord 1. obsahuje mnoZinu M;; mnoziny M; a 2. je
uzavretd vzhlfadom na mnoZinu operdcii mnoZiny M,. M, volime mnoZinou vyrazov.
Podmienky 1. a 2. sa éasto vyjadruji vo forme formacénych pravidiel (napr. ak a
je &islo, tak aj @ -+ 1 je &islo). M, ma podmnoZinu M,. M, je mnoZina vieobecne
platnych vyrazov a & viet alebo je mnoZina vetnych foriem, z ktorych dostaneme
vety pri kaZidom dosadeni konitanty za premenni. M, je teda mnozina takych vy-
povednych foriem, v kteryeh je kaZda dosadend konStanta alebo predmet patriaci
do uvaZovanej oblasti modelom. Takou vetou je napr. aritmetickd veta
2 < vy &y < z > x < z (prifom x,y,z sii premenné &isiel), lebo ked do
antecedentu x < y & y < z dosadime [ubovolné &isla splitajice vyslovent pod-
mienku nerovnosti, tak tie &isla spliaji aj vziah vyjadreny konzekvensom x < z.%
Tato definicia mnoZiny M, je sémanticka. Syntakticky uréujeme M, pomocou dvoch
podmnozin My, a M,,. M,, je mnoZina axiém a M, je mnoZina dedukiivnych pra-
vidiel. Systém uréeny pomocou M, — M, volame kalkulom. Kalkul, v ktorom sa M,
uréuje sémanticky, vola sa formalizovany, a kalkul, v ktorom sa M, urluje syntak-
ticky, vold sa abstrakiny.” Kalkul K méZeme povaZovat za algebru K = <M,
M,, M, >. Na ilustraciu priklady.* _
M, sa sklada z jediného predmetu ,,0° a operdcie oznalenej ., “ vyjadrujicej
naslednik &isla. MnoZina M, sa da uréif pomocou formaéného pravidla: ak a je
vyraz, aj « je vyraz. MnoZina M, je uréend axiémou 0 = 0 a pravidlom
a=25> > a = b'. Terminy tohto systému si prirodzené éisla a cely systém
sa stotoZfiuje s primitivnon aritmetikou. Ako druhy priklad vezmime vypovedny
kalkul.

M, vypovedného kalkulu sa skladd z nekoneéného mnoZstva vypovednych pre-
mennych py.pa. ..o Pns Gqsss -+ gn a z konStant, ktoré st tu opericie alebo vy-
povedné funktory. PouZijeme jednu unindrnu operdein ,, — * negicin (p = nie
je pravda, %Ze p) a tri bindrne operacie ,,v* disjunkciu (alebo p alebo g), ,,&*
konjunkeiu (aj p aj q) a ,, 2 * implikdciu (ak p tak ¢, presnejsie, implikacia vy-

jadruje: neplati, aby platilo p a neplatilo ¢ , p & g). Okrem toho pouZivame
zatvorky. Vypovedny kalkul je teériou vypovednych funktorov. M, sa skladi zo
vietkych - mo#nych spdsobov zoradenia vypovednych premennych a opericii. Nie-
ktoré z tychto radov nemaji vyznam, nemdzu byf ani pravdivé, ani nepravdivé.
Taky je napr. rad p v & 2 p alebo rad p v v atd. Rady, ktoré maji vyznam,
volaji sa vyrazy. To znali, Ze vyraz je rad, ktory je tak usporiadany, ze ak si
prvky radu vypovede, je aj cely rad vypoved. To znaéi, Ze M, mézeme charakte-
rizoval nasledujiicimi formaénymi pravidlami: ak p je vypoved, aj p je vypoved;
ak p a q st vypovede aj p v g, p & p, p 2 q sa vypovede. M; tvori mnoZinu vie-
obecne platnych vypovednych vyrazov a & viet. M, mdZeme urlit sémanticky a
syntakticky. Sémantické urenie pozostdva v tom, %e sa hladaji doloZenia vyrazov.
Ako doloZenie prichidza do tvahy bud pravda P, alebo nepravda N. Vety sa vy-

20 Nech za vypovenfl' p dosadime akikolvek vypoved, veta ak P tak p je vidy pravdiva,
teda kazdd vypoved je modelom spominanej vety.

2t Hermes—Scholz, e. d., 12.

2 H B.Curry, Ou:lﬁnes of a formalist philosophy of mathematics, Amsterdam 1951,
18 a n.
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razy, v ktorych aj P aj N je modelom, t. j. ktorym vyhovuje ka?dé doloZenie. O kaz-
dom vyraze majucom n premennych sa mdZeme pomocou 2" krokov presved@if
a teda rozhodniif, ¢i je alebo nie je vetou, a tak sémantické uréenie je stcasne aj
metédou rozlifenia M, a M;. Robime to napr. pomocou tabuliek vyjadrujicich nie-
len Struktdru logickych funktorov (komntant), ale aj kaZdej vypovede.

pp pa pvgp&q pd3q p&pecg

PN PP P J2 P P

NP PN P N N P (2.9)
NP P N P P
N N N N P P

O vypovedi (p & p) 2 g sa tak presvediime, Ze je vetou, Ze najprv ntvorime ta-
bulku pre p & p a potom tito tabulku pomocou implikicie spojime s tabulkou g¢.
Dékaz, ze p & p2 g je vetou, urobime 2* krokmi; najprv dokdZeme, %e p & p 2 g
je pravdiva vtedy, ked p je P a g je P, potom, ked p je Pa g je N, ked pje N
a qije P aked aj p, aj q je N. Spominani vipoved je teda vidy pravdiva, kazdé
doloZenie je jej modelom. No vypoved p v g nie je vetou, lebo ked p doloZime
N a g dolozime N, vypoved p v g je N.

Syntaktické urlenie pozostdva v tom, Ze sa uréi nickolko vypovedi ohsahuja-
cich logické konStanty v,&, 2, —, za vety a uréia sa také pravidld, aby aj désledky
viet boli vety. Nakolko sémantické urienie je priamejiie a pristupnejiie, syntak-
ticky tak postupujeme, aby vybrané vypovede boli aj zo sémantického hladiska vety
a pravidla tak volime, aby mnoZina viet bola z ich hladiska uzavreti. Uvedieme
dvanast viet™ rozdelenych do 3tyroch skupin podla Siyroch logickfch konZtant.
KaZdou skupinou sa syntakticky definuje prisluind logicka kongtanta.

L po> (g2 p) (2.10) (p2(2q) 22 q) (2.11)
(p2g) 2 g2u)2( p 2 u) (2.12)
IL (p&q) 2p (2.13) (p&q)>gq (2.14)
292 ((p2u)2(p2qg&u)) (2.15)
IML. p2 (p v q) (2.16) a2 (pvq) (2.17)
(p2u) 2 ((g2u)d(p v g2u) (2.18)
IV. (p2.9)2 (¢2p) _ (2.19)
pop (2200 pop (2.21)

Ako pravidla berieme pravidlo substitticie tykajice sa samozrejme len viet. Podla
neho vo vete mdZeme za premennit dosadif hocijaky vyraz. Druhé je pravidlo od-
licenia, podla ktorého ak 4 je veta a 4 2 B je veta, aj B je veta. Sémanticky
zistime, Ze vietky vypovede (2.10) — (2.21) sd vZdy pravdivé, 1. j. ked im pri-
radujeme hodnoty P a N podla tabuliek (2.9), tak dostaneme vi#dy vyslednit hod-
notu P. Priradovanie hodrét podla (2.9) volime aj normalnou interpreticiou alebo
norméalnym hodnotenim a hodnoty P,N normilnym modelom; pravda, je pritom
uprednostena hodnota.

3D, Hilbert—P. Bernays, Grundlagen der Mathematik I, Berlin 1934, 66.
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Dnes su uZ pomerne dobre rozpracované metédy, pomocou ktorych z kaidej
vety vieme urobit deduktivne pravidlo a logiku definoval ako mnoZinu deduktivnych
pravidiel potrebnych na rozvijanie vied.

Hoci vypovedny kalkul je zdkladny, predsa je chudobny a nepostafuje na for-
mulovanie matematickych pojmov a wviet. Na to je potrebny predikatovy kalkul,
ktory sa skladd z neckoneéne mnoho premennych =x,y,z, ... reprezentujucich indi-
vidud a nekoneéne mnoho premennych P, R.... reprezentujicich vlastnosti indivi-
dui a vatahy medzi nimi. Okrem vypovednjch konStint v,&, 2, — st v fom
este predikdtové konftanty tzv. kvantifikitory, a to vieobeeny kvantifikitor hovo-
riaci, ze nejakd vlastnost{ alebo vzfah plati pre vietky individuia, a partikuliarny
kvantifikitor hovoriaci, #e vlastnosi alebo vztah plati len pre niektoré individua.
Prvy oznalujeme (x) a druhy (Ex). Tak (x) P(x) znameni, Ze pre vietky x plati
vlastnost P, alebo, Ze vBetky x maji vlastnost P. Vypoved, Ze pre vietky x a pre
vietky y plati vzfah R, znaéime (x) (y) R(x.y). Vipoved, Ze pre vietky x a pre
niektoré y plati vzfah R, znalime (x) (Ey) R(x.,y) atd. Predikatovy pofet, v ktorem
sa kvantifikitory vziahuji len na individui, vola sa niZii, poéet, v ktorom sa
kvantifikatory vzfahuji aj na individud aj na vlastnosti a vzfahy, vold sa vySEi
Systémy, ktoré sa buduji a vyjadruji niZz8im predikdtovim poétom, velaju sa
elementdrne, kym systémy budované na vyffom predikitovom poéie si neclemen-
tarne. Elementirne sa di napr. vyjadrif geomelria, niektoré drubhy a éasti algebry,
no aritmetika, ako uvidime v druhej &asti, je neelementirnym systémom. Podobne
aj tedria mnoZin.

¢) Vlastnosti sysiémov

Ak sme systém definovali pomecou pojmu désledok, tak pomoecou tohto pojmu
musime definoval aj jeho vlastnosti. Tie vlastnosti, ktoré méZeme taktio uréif, vola-
me vieobeenymi a systémovymi.

Najddlezitejiia systémova vlastnost je neprotireéitelnost, ktori méseme defi-
noval syntakticky a sémanticky. Systém je syntakticky neprotirediaci si, ked sa
z neho nedd vieitko odvodif. Z hladiska predchidzajiicej analyzy systému, systém
je neprotireéiaci si vtedy a len vtedy, ked M. ¢ M,, ale M, + &, ked teda jest-
vuje vyraz (vypoved), ktory nie je vetou, Size ked nie kazda vypoved sa da v sysié-
me dokazal. Sysiém je sémanticky neprotireéiaci si, ked ma model. Tieto dve urde-
nia spolu suvisia; z druhéhe nasleduje prvé. V M, systému S jestvuji totiz vyrazy,
ktoré maji model (ba pri ktorjch je ka%#dé doloZenie modelom), ale jestvuja aj
vyrazy, ktoré nemaji model (pri ktorych nie kazdé doloZenie je modelom alebo
pri ktorych nie je ani jedno doloZenie modelom). Medzi posledné vyrazy, ktoré
vébee nemajid model, patri vypoved p & p. Ak totiz niefo splfia p, nesplia p
a naopak; preto nieéo nespliia aj p a siiéasne aj p, &ize p & p nema model. Vyrazy,
ktoré nemajii model, nemézu nasledovat z vyrazov, ktoré maji model, lebo viedy
by mneplatile, Ze vietky modely antecedentn musia byt aj modelami konzekvensu. Ba
v mnoZine M, kaZdého systému, ktory predpokladd vypovedny kalkul, jestvuje vy-
poved k, ktori spliia vzfah D(k) = M,; voldme ju protireGenim. Z protireéenia
mdzeme vietko vyvodif, a preto systém D(k) je jalovy a celkom nié nechovoriaci
a najmi neuréujici. Vypoved k je totoini s vypovedou p & p. Z vipovede p & p
nasleduje podla (2.13) vypeved p a podla (2.14) nasleduje p. Teda z nej nasleduje
aj p, aj p. p véak vyjadruje vietko okrem tohe, o vyjadruje p, a preto p & p
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vyjadruje vietko, hociGo. Keby v3ak zo systému nasledovalo hocigo, nié by nebolo
treba dokazovaf a vietke by bolo pravdivé. Keby sa veda opierala o taky systém,
vladla by v nej I'ubovéla a nemohla by vyjadrovaf zakonitos!{ sveta.

Neprotirecitelnost systému nesmieme stotoZiiovaf z principom neprotireéenia

p & p. 5G4 moZné systémy, v ktorych plati p & p, a predsa sa v nich nedd vietko
dokazat. KaZdy systém sa totiZ skladd z viac viet a najmid z pravidiel dokazovania.
Obsah pojmu a vypovede nie je dany len fiou samou, ale aj prisluinymi pravidlami
dokazovania a ostatnymi vypovedami daného systému. Preto ak by sme za vein
zobrali p & p, nemohli by sme za vetu povaZovai vipoved p & p 2 g, podla ktorej
z p & p nasleduje Tubovolnid vypoved g, alebo by sme museli zmenit deduktivne
pravidla {napr. modus ponens a pod.). Je jasné, Ze ak neplati veta p & p 2 ¢, tak
tym implicitne aj negdcia, aj konjunkecia dostivaji iny zmysel, nez ak§ mali vo vy-
povednom kalkule. Tdto poznidmka méze byt uZitoéna pri preberani otdzky proti-
redenia v dialektickjch systémoch.

Dokaz neprotirecenia najmi zloZitejiich systémov nie je jednoduchy a Tlahlky.
Poznéme niekolko metéd tohto dékazu, o vypracovanie kioryjch sa najviac zaslazil
Hilbert, Ackermann, Gentzen, Markov a i. Ticto metédy delime na priame a ne-
priame. Nepriama je t4 metéda, ktorou sa neprotireéitelnost systému S; redukuje
na neprotireditelnost systému §,, priéom S, musi byt izomorfny s 5, a S, zasa musi
byt preskiimanej$i, znamejii a istej$i. Dva systémy S, a S5, s inzomorfné vtedy,
ked jestvuje jednojednoznaéne priradenie medzi predmetami systému S, a pred-
metami systému S, a medzi vzfahmi, ktorymi si predmety v kaZdom systéme pospa-
jané. Tak redukoval Hilbert neprotireditelnos{ geometirie na neprotireéitelnost
aritmetiky,”* ktora sa samozrejme predpokladi. Pretoie vzfah izomorfie je iranzi-
tivny, taky bude aj vzfah medzi izomorfnymi systémami. Preto ak systémy §,.5..5,
st izomorfné a neprotireditelnosi systému S, sa redukuje na neprotiretitelnos?
systému S,, tito na neprotireéitelnost systému S,, tak neprotireéitelnost systému
S, sa redukuje na neprotireditelnost systému S;. No nepriame metédy sd len rela-
tivne, a preto predpokladaju metédy priame.

Pri priamych metédach rozoznivame dva pripady. V prvom skimame len ko-
neéné oblasti alebo také nekoneéné oblasti, ktoré maji koneény mode!. V druhom
pripade skiimame nekoneéné coblasti, ktoré nemaji konefny medel. Pri koneénych
systémoch moéZeme koneénym poétom krokov zistif, €i sa v systéme objavuje aj
vipoved p aj vypoved p. Jestvuji systémy, ktoré sa skladaji z nekoneéného poétu
prvkov (priamok, bodov a pod.), no lieto systémy maji model obsahujici len ko-
neény polet prvkov. Model systému dostaneme vtedy, ked vietky premenné nahra-
dime konitantami. Videli sme, e matematické vety st vzfahy medzi premennymi.
Matematicky systém je mnoZina matematickych viet uzavretd vzhladom na deduk-
tivne pravidld., Ked v fiom premenné nahradime konitantami, dostaneme matema-
ticky model. Model je teda rad hodnét, kioré dosadzovanim do matematického
systému davaji pravdivy systém, pricom sa vSetky modely medzi sebou izomorfné
a ekvivalentné. Systém modZeme povaZovat za jednojednoznalny vzfah jestvujiei
medzi jeho modelmi.

Vietky geometrické vzfahy sa daji vyjadrif pomocou dvojélenného vztahu
..lezaf na® a pomocou trojélenného vzfahu ,medzi”; situdcin okolo tychto vziahov

2% D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1903, 18 a n.
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a teda aj v celej geometrii mbZeme jednoznaéne vyjadrit pomocou munoZiny piatich
prvkov.” To znali, Ze geometria mi koneény model a je preto neprotirediaca si,

Celkom ind je situicia, ked M, md%e mat len model, ktory sa skladd z neko-
neéného pocétu prvkov. Ako priklad vezmime tri vety, pomocou ktorych vyjadrime
¢ast povahy &iselného radu, pritom R(x,y) oznatuje vzfah x << y.

(%) R(x,x) (2.22)
() (v) (2) Rizy) & R(y,z) >Rix,z) (2.23)
(x) (Ey) R(x.y) (2.24)

Tieto tri vety sa nemdiu spliial koneénym podtom predmetov, t. j. nemd&fu maf
pravdivé doloZenie v koneénej oblasti. Ak vychidzame z nejakého prvku (&isla) a,
tak podla (2.24) musi jestvoval nejaky prvok b, ktory podla (2.22) musi byt odliiny
od a. To isté plati aj o b, pre ktoré musi jestvovat nejaké ¢ také, ie plati R(b,c)
atd. az do nekoneéna. V takjchto pripadoch postupujeme nasledovne.

Vychadzame z velmi jednoduchjch matematickych viet, o ktorjeh nikio neméze
pochybovat (také si napr. vety 0 = 0, 0 +0°), a z nich pomocou pravidiel uzatvi-
rania vybudujeme celd teériu &isel. Celd vihu teda kladieme na deduktivne pra-
vidla a na pravidld tvorenia pojmov (na definiéné pravidld), lebo pri rozhere anti-
némii v teérii mnozZin sa zistilo, Ze tazkosti, nejasnosti, po pripade aZ protirefenia
vznikaji pri poufivani uréitjch metéd tvorenia pejmov a deduktivnych pravidiel
(na tazkosti nariZal napr. pojem ,mnoZina mno#in“). Preto ak sa m& vyjasnif situ-
dcia okolo neprotireéitelnosti, tak predmetom tivah nesmie byt len aritmetika, ale
v prvom rade definiéné a deduktivne pravidla, t. j. mozné dékazy. To znali, 7e zo
skiimaného systému sa musia deduktivne pravidli a formy dékazu vypreparovat,
zbavit obsahu, postihnif ich fermu a zhrnil v systém. Teda predmetom skimania
sa musia stal samé pravidia dékazu, ktoré sa musia podrobif presnej analjze, po-
mocou ktorej zistime, Ze vychadzajic z viet urlitej presnej Struktiiry a pouZijie
dokazy a pravidla uritej presnej #truktiry nemdzeme déjst k vypovedi typu
p & p*® Dokaz neprotirefenia sa tak redukuje na dékaz nemoinosti déjdenia
k protireéeniu v systéme charakterizovanom uréitymi, presne vymedzenymi defi-
niénymi a déduktivnymi pravidlami.® Aby tento dékaz bol mo¥ny, musime maf
ako predmet vietky deduktivne pravidld pred sebou, aby sme ich mohli prehliadnut
koneénym poétom krokov. Exakiné skdmanie tychio pravidiel tvori tzv. teériu
dékazu, ktora je délezitou &asfou logickjch kalkulov. Logické kalkuly sa tak stivaji
nevyhnutnym ndstrojom skiimania matematickych systémov.

Gentzen uvadza, %e matematické vety si dtvary formy A > B, priéom A
je skratka pre konjunkeciu viac viet a B je skratka pre disjunkeciu viac viet. Tieto
ntvary vola sekvencie. Rozoznivame sekvenciu s antecedentom a konzekventom,
ktorou sa vyjadruje, Ze z uréitych podmienck vyjadrenych antecedentom nasleduji
uréité désledky vyjadrené konzekventom; dalej sekvencie bez antecedentu, ktorymi
sa vyjadruje, ze konzekvent plati neodvisle na nejakej podmienke, t. j. Ze plati
bezpodmieneéne; sekvenciou bez konzekvensu sa vyjadruje, Ze za predpokladu plat-
nosti antecedentu neostdva u¥ Ziadna moZnost, t. j. Ze predpoklady vyjadrené ante-
cedentom vedd k protireéeniu. Koneéne mame prazdnu sekvenciu bez antecedentu
a konzekvensu. Nou sa vyjadruje bezpodmieneéné protireéenie, t. j. protiredivost

2% Weyl ukazuje, Ze projektivna geometria sa da zmodelovaf pomocou 14 prvkov, H.
W eyl, Philosophy of mathematics and natural science, Princeton 1949, 22 a n.

% G, Gentzen, Neue Fassung des Widerspruchsfreiheitsbeweises fiir die reine Zahlen-
theorie, Leipzig 1938, 26 a n.

A, Schmidt, Mathematische Grundlagenforschung, Leipzig 1950, 7.
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samého systému. Dokézat, Ze systém je neprotirefiaci ei, znamena dokdzaf, e v fom
nemézeme vyvodit prazdnu sekvenciu. K prazdnej sekvencii méfeme déjst takym
pravidlom, v ktorom v antecedente je napr. viac viet ake v konzekvente. Také
je napr. pravidlo .rezu*®® 4—>B B—>(C

A =>C
Preto jestvuje viac spésobov, ako toto pravidlo vylGit a nahradif ho mnoZinou
inych pravidiel.®

Pri dokaze neprotireditelnosti najmd jednoduchdich systémov sa uplatiinje
wmetdda dediénosii® alebo metéda hodnotenia, pozostivajica v tom, Fe sa vetdm
systému priradi uréita stila hedrota (v pripade vipovedného kalkulu to hola hod-
nota P — priem o ka¥dej vetc sa musi vediet zistit, & jej prislu# stile hodnota P
alebo nie) a dokiZe sa, Ze tdto hednota P je deduktivie dediénd, t. j. %e ak pre-
misy maji hodnotu P, budd ju maf aj désledky. Videli sme, Ze victky vety vypo-
vedného kalkulu maja stdle hodnotu P. Tilo hodnota sa dedi aj z hfadiska pravidla
substiticie aj z hfadiska pravidla odliGenia. Je jasné, Ze hodnota vely sa nemeni,
ked za jednotlivé jej premenné dosadime hocijaky vyraz, lebo tento, o ako dlhy
a rozny, je charakterizovany bud hodnotou P alebo hodnotou N. A v povahe vety
je zahrnuté u¥ to, e jej hodnota je P, nech je hodnota jej premenngch P alebo N.
Pravidlo odlaéenia pozostiva v tom, Ze ak 4 je veta a ak 4 2 B je veta, tak aj B
je veta. Predpokladajme. 3¢ 4 je veta, 4 2 B je veia, ale B nie je veta. Ak B nie
je veta, md hodnotu N. No potom veta 4 2 B ma hodnotu P 2 N, &o déva visledna
hodnoiu N. To je vBak zrcjme proti predpokladu a tak aj pravidle odléienia spiia
podmicuku dedi¢nosti. Tym je neprotireditelnost vipovedného kalkulu dokizana.

Velka skupina systémov, ktoré maja velky prakticky viznam, d4 sa axiomati-
zovaf. Axiomaticky systém mdZeme charakierizovat sémanticky a syntakticky.
Systém S je sémanticky axiomatizovatelny viedy a2 len viedy, ked jestvuje pod-

mnoZina X mnoZiny M, taks, Ze X< alef,,* t. j. ¥e X je bud kone&na alebo spo-
Zetne nekomeind®™ a ze X =M, . X je viedy ekvivalentni s M, (X = M,), ked
D(X) = D(M,), teda ked plati, 7e z X sa dajii vyvedit vietky vety, celd mnoZina

M,. MnoZina X reprezeniuje sahrn vSetkych axiém. Ked X = alef, t. j. ked
potet axiom je nekoneény, tak o urcitej axiome musime vedief rozhodndf, & je
axiomou alebo nie, alebo musime vediel vietky axiémy aspofi vypofitat. To isté
plaii aj o deduktivnych pravidlich. V najiirfom zmysle méieme kazdy postup, kto-
rym uréujeme (vypoéitavame) nejakd mnoZinu vyrazov, pevaZoval za jej axioma-
tizovanie. Z tocho mézeme uzalvaral na axiomatizovateInost vypovedného kalkuln,
lebo v fiom sme nasli spésob, kiorym rozhodneme o vyraze, & je vetou alebo nie je
vetew.” Za axiémy modieme povaZoval vety (2.10)—(2.21) a za D povaiujeme pra-
vidlo substitiicie a odltéenia. Z tychto viet a pravidiel sa odvodia len pravdivé
vety a vietky pravdivé vety vyitvoremé z premennych p.g,... a z konitant
v.&, 2 ,—.

28 G, Gentzen, Untersuchungen iiber das logische Schliessen, Mathematizsche Zeit-
schrift, 1934,

2 W, Ackerman, Widerspruchsfreier Aufbau de Logik, The Journal of symbolic logic,
1950, 46 a n. K. Schiitte, Zur Widerspruchsfretheit einer typenjreien Logik, Mathema-
tische Annalen 1952, 397 a n.

30 X znamend mohutnosi mnoziny X, teda ,,poéet” prvkov mmnoziny X.

3 Tarski povaZuje podmienku X <Talefo za podstatnd pri axiomatizécii.
32 Z toho vidiet aj vizku sivislosi medzi axiomatizovatelnosfou systému, jeho uplnostfow
a rozhodnutelnosfou.
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S axiomatizovatelnosfou stvisi aj uplnosi systému. Axiomaticky systém je

syntakticky vtedy tplny, ked pre kaidd mnoZinu Y takd, ze ¥ = D(X) plati, ze
X + Y je syntakticky protireéiaca si. To znaéi, ze ak nejaky systém je tplny, tak
k nemu nié neméieme pridat (je nasyteny).” A kritérium nemoZnosti je prolirece-
nie. Axiomaticky systém je sémanticky dplny, ked D(X) = M,, t. j. ked sa z axié-
mov odvodia vietky vety. Vypovedny kalkul je syntakticky a sémanticky uplny,
kym niz& predikdtovy kalkul je sice sémanticky tiplny, no syntakticky nie je tiplny.
Vysdie predikatové kalkuly nie st uplné ani sémanticky ani syntakticky.

0Od axiomatického systému sa fasto vyzaduje, aby jednotlivé axiémy boli na
sebe nezdvislé. Axiéma X, je nezdvisld na axiome X, ked plati X, = D(X,). Keby
totiz platilo X, = D(X,), tak X, by sme mohli dokizat pomocou X, a nebolo by
ju treba prijat za axiomu a & za zikladni vetu. Pri dékaze nezavislosti axiéom
vychddzame z definicie désledku pomocou modelu. Veta X, =+ D(X,), teda

X;——>X, plati viedy a len vtedy, ked jestvuje aspoii jeden model vety X, kiory
nie je modelom vety X,. Ako priklad vezmime vety (2.10)—(2.21). Ak chceme do-
kazal, %e veta (2.10) je nezivisli na vetich (2.11)—(2.21), tak uvedieme model,
ktorj nie je mormdlny a ktory nie je modelom vety (2.10), ale je modelom ostat-
nych viet. Vetu (2.10) teda neodvodime z ostatnych viet, lebo tieto spliaji ne-
normélny model, kym veta (2.10) ho nesplita. Vety (2,10)—(2.21) sd rozdelené do
Etyroch skupin. V kazdej skupine vystupuje nova logickd konStanta, a preto staci
dokdazat nezavislost viet v ramei kazde] skupiny. Ako priklad vezmime vety (2.13)
a (2.16). Nech (2.13) ma nasledujiice nenormélne hodnotenie: p & ¢ = ¢, p = N,
q = P. Ak do vety p & g 2 p dosadime tieto nenormailne hodnoty, dostaneme
q 2 pP2N, & diva vysledni hodnotu N. Ked to isté hodnotenie vovedieme do
vety (2.14), tak zistime, Ze tiato bude maf hodnotu P, a preto z nej nenasleduje
veta (2.13), &ize (2.13) je nezdvisla na (2.14). Naozaj, zavedme do vety p & g2 ¢
hodnotenie p & q = ¢, p = N, ¢ = P. Dostaneme q 2 g a teda P2 P, fo diva P.

Veta (2.16) p 2 (p v q) nech ma nasledujiice nenormdlne hodnotenie: pv g = q,
p = P.,g = N. Dosadenim dostaneme p 2 g a d'ald§im dosadenim P 2 N, €o dava N.
Ked viak to isté hodnotenie dosadime do (2.17) (a samozrejme aj do (2.18)), tak
2z g2 (p v q) dostaneme g 2 g a N2 N, &o diva P. Aby sme zistili nielen neza-
vislost vety (2.16) na vete (2.17), ale aj nezdvislost{ (2.17) na (2.16), musime pre
vetu (2.17) néjst nenormilny model, ktory spliia veta (2.16), ale nie veta (2.17).
(2.17) nech ma toto hodnotenie: pv ¢ = p, p = N,g = P (teda opainé ako pri
vete (2.16)). Ked toto hodnotenie dosadime do (2.17) ¢ 2 ( p v g ), dostaneme
g 2p a P2 N;no ked to isté hodnotenie dosadime do (2.16), dostaneme p 2 p a
N o N, & diava P.* Celkom ohdobne sa postupuje aj pri dékaze nezdvislosti Pea-
novych axiém aritmetiky.

Problematika axiomatiky je taka rozsiahla a pritom taka rézna podla povahy
systémov, Ze sa nedd zvlidouf bez poznania podrobnej stavby systémov. Tazko
nahliadneme, Ze napr. vysiie predikatové kalkuly sii neaxiomatizovatelné hez pozna-
nia ich stavby. To isté plati aj o rezhodnutelnosti systémov. Otizka rozhodnutel-
nosti je dnes centrilnou otizkou matematickej logiky. NajzdvaZnejdie prispevky
k tomuto problému priniesla sovieiska a polskd matematicko-logicka skola.

Problémy axiomatizovatelnosti a rozhodnutelnosti budeme skiimat aZz po me-
todach vystavby systémov v druhej éasti.

B J Cavailles, Axiomatique et systéme formal, Paris 1938, 83.

Y Hilbert—Bernays, c. d. I, 75 a n.
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