PODSTATA MATEMATIKY

STANISLAV FELBER
Filozoficky dstav Slovenskej akadémie wvied, Bratislava

I. DEFINICIA MATEMATIKY

1. Cielom tohto élinku je formulovat definiciu matematiky zo stanoviska dia-
lektického materializmu' a rozobrat ju.

Engels hovori, Ze predmetom matematiky si priestorové tvary a kvantitativne
vziahy redlneho sveta® a na inom mieste spomina, Ze matematika sa zaobera veliéi-
nami.® Obidve tvrdenia si nesporne spriavne, no nie s mienené ako vlastna definicia
matematiky — skér ako piha poznimka alebo vysvetlivka., Alexits a Fenyé* pri-
jimaja prvy Engelsov virok priamo ako definiciu, sidim viak, ¥e by takito definicia
bola prifiroka.

Ked totiz skdmame, akym sposobom vyjadruje matematika tvary v priestore,
ddjdeme k désledku, Ze aj v tomto pripade ide v poslednej inStancii zasa len o vy-
jadrenie kvantitativnych vzfahov. Polocha a tvary geometrickyeh dtvarov st na-
pokon vidy uréené nejakymi kvantitativihymi tidajmi, ¢ presnejiiec povedané, neja-
kymi pomermi medzi kvantitativhymi ddajmi, teda kvantitativnymi vzfahmi.

Pokial ide priamo o metrické vzfahy, je vee celkom jasni. Prive tak je vee
jasnd aj v analytickej a diferecidlnej geometrii; matematicky vzorec alebo rovnica
je vidy vyjadrenim kvantitativnheho vziahu. Kvantitativne vzfzhy vyjadruji aj
definicie pomocou vytvarnych zdkonov — napriklad definicie kriviek ako geo-
metirickyeh miest bodov a pod. Ide tu vidy v podstate o nejaké vzdialenosti alebo
pomery vzdialenosti, aj ked sf niekedy zakryté slovnym vyjadrenim.

Asteroidu mdéZeme napriklad definovai ako obalku; je to krivka, kioria sa
dotyka vietkjch polsh tiseéky pevnej dizky, ktorej koncové body kiZu po dvoch
pevnych na seba kolmych osich. Ked viak uvazime, Ze ,.kizanie® usetky je vlasine
spajanie bodov na obidvoch osach, ktoré majia rovnakd danud vzdialenost a Ze priam-
ka sa dotyka krivky, ak s fiou ma (aspoil) dvojnasobny spoloény bod, ukéaze sa zasa
kvantitativne vzfahovy charakter aj tejto definicie. Ostatne vietky podmienky v spo-
minane]j definicii méZeme krok za krokom vyjadrif rovnicami, teda kvantitativnymi
vzfahmi a asteroida je napokon dani kvantitativhym vzfahom

(* 4y — &) + 2785 = 0,
kde a je dizka danej tsecky.’

1 Iné pokusy o vymedzenie predmetu matematiky rozoberam a kriticky hodnotim v pri-
pravovanej knihe Filozofia matematiky, z ktorej je tento &lanok tfryvkom.

*F. Engels, Anti-Dithring, Bratislava, 1954, 34.

3 F. Engels, Dialektika prirody, Bratislava. 1954, 217.

4 Alexits Gy. — Fenyé 1., Matematika és dialektikus materializmus, Budapest,
1948, 14.

5 Této rovnica je dokonca ovela presnejiim vyjadrenim asteroidy ako spominané slovné
vyjadrenie. Umoziiuje napriklad stanovif aj imaginirne body asteroidy.
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2. Menej jasnym by sa mohol vidief tento kvantitativne vztahovy charakter
urovania tvarov v projektivnej geometrii. No podstatou aj projektivnej geometrie
je uréovanie pomerov vzdialenosti.?

Kvantitativne vzfahovy charakter sa tu viak zdanlivo strica tym, %e neritame,
no robime kongtrukcie. Uvazime to na priklade.

Ked je kuzelosetka dand piatimi bodmi, vieme zostrojit Tubovolny poget d'al-
#ch bodov aj do tyénice v nich pomocou vety Pascalovej: ,,Protilahlé strany est-
wholnika vpisaného do kuzelosetky sa pretinaji v troch bodoch leziacich na priam-
ke*. Vytvarame tu teda postupne pomerne jednoduchou kon3trukeiou tvar krivky
tym, Ze hfadime jej body a smer krivky v tychto bodoch.

No sam pojem polohy a pojem smeru maja kvantitativne vzfahovy charakter.
Predovietkym neexistuje nijakd absolitna poloha bodu ani nijaky absolitny smer.
Pojem polohy a smeru mi pre matematiku vyznam, iba ak ide o vzdjomni polohu
a o porovnanie dvoch smerov. Tiito vzidjomnost a toto porovnanie viak robi mate-
matika zasa vyjadrenim uréitého kvantitativneho vzfahu. Nemusi to, pravda, byt
prave kvantitativny vzfah, zndmy z beiného Zivota (teda napriklad meranie vzdia-
lenosti nejakou dizkovou jednotkou a meranie smerov uhlami & u v uhlovej alebo
-oblikovej miere), méZu to byt aj vziahy zloZitejiie a nenizorné;’ no v poslednej
inBtancii ide napokon vidy o kvantitativny vzfah.

Konitrukecia polohy a bodu je teda zasa prepisom uréitjch kvantitativnych
vzfahov.

A napokon sa treba eSte zmienif o topolégii. Topolégia abstrahuje uZ aj od
uréitého, presne uréeného tvaru a skiima len vzdjomné vziahy poldh a tvarov, Kedve
viak uz samy pojmy polohy a smeru maji kvantitativne vzfahovy charakter, plati
to tym skér o vietkjch vztahoch, ktoré formuluje topolégia.

3. O tom, ako matematika vyjadruje kvantitativne vzfahy v ostatnjech pripa-
doch, budeme hovorit dalej. Tn ndm islo iba o to, aby sme dokézali, Ze aj tvary
v priestore skiima matematika pomocou kvantitativnych vzfahov. Z tjchto iivah
vyplyva, Ze spominani Engelsova formulicia je sice naprosto sprivna, no Ze by
ako definicia matematiky bola pridiroka; skiimanie tvarov je obsiahnuté uz v ski-
mani kvantitativnych vztahov. _

Mézeme teda definicin matematiky formulovat takto:

Matematika je veda, ktord skiima najvSeobecnejiie kvantitativne vziahy redl-
neho sveta.

Rozoberiem teraz thto definiciu, pricom sa v kritkosti dotknem aj vzfahu
matematiky ku gnozeolégii a logike.

II. ROZBOR DEFINICIE
a) Kvantitativne vziahy

4. V avode k definicii sme ukézali, 7¢ matematika vyjadruje tvary pomocou
kvantitativnych vzfahov; rozoberieme teraz toto tvrdenie aj pre ostatné odbory
matematiky.®

% Ba dokonca pomerov tychto pomerov, ako napriklad pri dvojpomere. )
7 V neeuklidovskej geometrii mo#no napriklad merat vzijomny ,uhol® dvoch priamok

vzorcom Lagerrovym: T
o= i log (pypsuv)

kde (p,p,uv) znaédi dvojpomer danych priamok p, a p,a izotropickych priamok u a ».

8 VY désledku predchadzajicich vivah pokladim rozliéné druhy geometrie za Epecidlne
odbory matematiky a nie za osobitnii vedu a nerozlifujem teda medzi akousi ,,éistou® ma-
tematikou a geometriou, ako sa to meraz robi.
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Predovietkym je jasné, Ze ide o kvantitativne vzfahy v3ade tam, kde matema-
tika naraba priamo s pojmom ¢&isla.? ,,Cislo je najcistejiie kvantitativne uréenie, aké
poznime*, hovori Engels;'® mohli by sme povedat, Ze éislo je mierou kvantity. Vznik
pojmu miery, ktorii Lenin vystiZne vola ,3pecifickou kvantitou®,"* je tesne spojeny
s vyvinom pojmu &isla. Svet je kvantitativne (a prirodzene aj kvalitativne) diferen-
covany; vznikaji v fiom relativne izolované celky. Clovek je schopny poznavaf nie-
len kvantitu ako jednu zo zikladnjch gnozeologickych kategérii, no aj tiato dife-
rencovanos{ reilneho sveta. Spolodenska prdca doniitila €loveka v dlhom vyvinovom
procese takéto relativne samostatné celky aj porovnavat, zoskupovat ich podla toho,
ako sa skutolne vo svete vyskytujii aj podla potrieb jeho price a nau&ila ho vza-
jomne ich porovnivaf po kvalitativnej aj kvantitativnej stranke. Dospel tak k tomu,
ze si urcity celok, ¢éi uz ho nafiel priamo v prirode, & si ho sim vyrobil alebo &
si ho napokon vytvoril iba vo svojom mysleni abstrakciou na podklade celkov kon-
krétnych, vyvolil za zdklad kvantitativneho porovnavania, t. j. za jednotku, s ktorou
porovnaval celky iné.'®

SubeZne s tymto procesom prebiehal aj v{vin pojmu &isla. Ked si Elovek vy-
tvoril u¥ aj pojem &isla,” ked sa teda nauéil rdiaf, stivala sa takito jednotka
mierou a &islo vyjadrovalo kvantitativny vzfah jednotky a meranej kvantity.

Ked sa nidm teda podari k hocijakému javu redlneho sveta stanovif jednotku,
mbdZeme ho pomocou tejto jednotky a &isla zmeratf. S tym sivisi aj pojem velidiny.
Nemyslim, Ze by bolo spridvne volat velidinou kazdy jav, ktor§ mi nejakd kvantitu
— teda vlastne kaZdy jav vdbec. Stidim, Ze je spravnejSie pomenovaf velidinou len
taky jav, pre ktory vieme zvolit jednotku a pomocou tejto jednotky ho zmerat.
Existuji totiZ aj javy, ktoré nesporne kvantitn maja, ktoré viak jednako len merat
nevieme. Nie je napriklad moZné pochybovaf, Ze svoju kvantitu maji aj nase
dugevné schopnosti. Ved v praktickom Zivote aj porovnivame pozornost alebo pa-
mif u rozliénych Tudi a hovorime, 7e niekto ma vaéSiu schopnosf zapamitaf si
nieto ako druhy. Nevieme viak doteraz vybraf a uréif nejaka presnfi jednotku,
ktorou by sme kvantitu tfchto schopnosti vedeli zmeraf.’* Z tohto stanoviska uzna-
vame teda za veliéinu len jav, ktory vieme meraf. Keby sme za charakteristicka vlast-
nost veli¢iny pokladali u% moZnost kvantitativneho odstupiiovania, bolo by napokon
veli¢inou vdbec vietko — napriklad aj kriasa umeleckého diela.

Z tychto tvah sféasne vidief, Ze pojmy jednotky, miery, veliéiny a &isla pre-
sahuji rimec matematiky; matematika ich neméZe naozaj definovaf,’® musi ich
preberaf z gnozeoldgie, ktord ich mdZe vysvetlil. Matematika ich, pravda, méZe
spresnif, t. j. vo vnutri systému udaf presné pravidli, ako s tymito pojmami treba
narabat.!

*+uem Esla a jeho wznik rozoberim v osobitnej kapitole spominanej knihy; tu sa
obmedzujem na kritkn rekapitulicin svojich dvah.

10 F, Engels, Dialektika prirody, Bratislava 1954, 218.

1 V. I. Lenin, Filosofické sefity, Praha 1954, 95.

2 Pojem jednotky je, pravda, velmi zlozity (porovn. F. En gels, Dialektika prirody,
Bratislava, 1954, 218); neméZeme ho viak na tomto mieste podrobne rozoberal. Ide nim
len o to, akym spdsobom vyjadruje matematika kvantitativne vztahy.

¥ 0 tomto vyvine budeme hovorif aj neskoriie, Vo vyvine pojmu &isla mdZeme badaf
rozliéné stupne abstrakinosti. Sadim, Ze ¢lovek zadal v pravom slova zmysle ratat ai vtedy,
ked sa naucil pouzivat tie isté &islovky pre vietky druhy ritanyeh predmetov.

Y Prirodzene sa takéto pokusy aj robia — spomefime len pochybny kvocient inteli-
gencie v psvchotechnike.

15 Porovn. F. Engels, Dialektika prirody, Bratislava, 1955, 217,

% Podrobnejgie rozoberim tito vec v osobitnej kapitole spominunej knihy.

-
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KedZe viak &islo je vyjadrenim kvantity, je jasné, 7e matematika viade tam,
kde nariba s &islom, vyjadruje kvantitativne vzfahy. U% sim pojem ¢&isla ma v pod-
state vzi{ahovy charakter, vyjadruje totiz pomer k nejakej jednotke, hoc aj neraz
mléky predpokladime, %e kaidy vie, o akli jednotku ide a nemusime vidy volbu
jednotky zdéraziiovat."”

5. Sem spada velkd via¥Sina odborov matematiky — elementirna aritmetika
a geometria, €iselnd teéria, infinitezimilny poéet, tedria funkeii, analyticka a dife-
renciilna geometria, vektorovy pocet, pocet pravdepodobnosti.

Treba spomemit eite teoriu grip a sviizov, teériu mnoZin a koneéne pokusy
vybudovat matematiku axiomaticky.

V teérii grip a svizov ide o vzajomné vzfahy nejakého (koneéného alebo ne-
koneéného) poétu prvkov a uréitych operdcii, ktoré s tymito prvkami robime. Po-
kial si prvkami nejaké matematické objekty, je kvantitativny a vzfahovy charakter
jasny (napriklad ked ide o zikrytové pohyby geometrickych ttvarov alebo o grupu
transformaécii). Prvkami grupy mdZu v3ak byt aj objekty. ktoré nechipeme kvantita-
tivne. Je mozné napriklad vytvorif grupu farieb s tromi prvkami — belasou farbou
(B), ervenou farbou (C) a Zltou farbou (Z); opericiou je miedanie farieh. ,B.Z**
potom znaéi Zltozelenw farbu. Kvantitativny charakter je tu azda menej jasny. No
treba si uvedomif, Ze prdve tymto zhrnutim farieb do grupy kvantitativne vzfahovy
charakter do teérie farieb priamo vnaZame. KaZdy odtienok farby vyjadrujeme ma-
tematickym vzorcom a mieSanie farieb sme nahradili matematickym vztahom.'

Pravda, teériu grip je moZné vybudovaf Eiste axiomaticky, no o tom budeme
hovorif neskorgie.

Podobné dvahy platia aj o tedérii mnoZin. UZ sama Cantorova pdvodni definicia
mnoziny ako ,zhrnutie uréitych, od seba rozoznatelnych objekiov nitho nazoru
alebo myslenia do jednéhe celku* je vlastne vyjadrenim spominanej uz Tudskej
schopnosti poznavat kvantitativon diferencovanost reilneho sveta a jej kvantita-
tivne vziahy. Pojmy kardindlneho &isla, ekvivalencie mnoZin, spoéitatelnosti, uspo-
riadatelnosti atd. st jasne vyjadrenim kvantitativhych vziahov.

Pravda, Cantorova definicia vedie k urditym nejasnostiam, k takzvanym anti-
némidm; na jej zdklade je totiz moZné vytvorif aj mnoZiny, ako napriklad mnozinu
vietkych kardindlnych ¢éisel, mnozinu vEetkych mnoZin, ktoré neobsahuju seba
samych (antinémia Zermello-Russellova) a pod. Aby sa matematici vyhli tymto
antinémiam, vychadzaji pri budovani teérie mnozin (a ostatne aj pri budovani dnes
temer vietkych odborov matematiky) zo systému axiom, kioré sice pojem mnoZiny
nedefinuji, no uréuji zidkladné vzfahy medzi mnoZinami a uréuji pravidli, ako
8 mnoZinami operovat.

6. Treba sa teda zamyslie? aj nad axiomatickjm budovanim matematiky.*

Ked mnapriklad Hilbert™ pri zostavovani svojho axiomatického systému pre
geometriu tvrdi, Ze vébec nie je potrebné vedief, €o znaéi ,bod“, ,priamka®,
»lezat na priamke®, ,,medzi* atd., Ze postaéi poznat prave len vzfahy medzi tymito

17 Matematika sama nemdZe sice definoval priamo zikladny pojem jednotky, to viak
neznaéi, e nemdZe presne vo vnutri systému definovat jednotky z tohto pojmu odvodené
— napriklad imagindrnu jednotku i alebo jednotkovy vektor atd.

18 Farby méZeme, pravda, vyjadrift aj kvantitativne, totiz vlnovou dlZkou; no na to
neberie naia Avaha zretel.

1 Symbol *.* tu, pravda, neznaéi ndsobenie v zmysle aritmetiky.

20 Kritiku axiomatickej metédy poddivam v prvej kapitole spominanej knihy; tu sa
obmedzujem na dékaz, 7e aj takto vybudovanid matematika skima kvantitativne vzfahy.

2D Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Berlin, 1929, 241 a n.
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pojmami, zdd sa, Ze sa kvantitativne vzfahy nahradili vztfahmi logickymi. To je
koneéne aj ndhlad Hilbertov a celej jeho axiomatickej matematickej 8koly. Axiémy
maja, pravda, formu logickil a je mo#né z nich é&iste deduktivne odvodzovat dalsie
vety prisluiného odboru matematiky, no axiémy maji aj obsah, aj ked to matema-
tici pozitivisticky zamerani popieraji. Dokazuje to sim pbvod axiém; si odrazom
vztahov reilneho sveta, pravda, odrazom mnohokriat overenym. Plati o nich to isté,
¢o hovori Lenin o axiémach logickjch®® — praktickd Einnosf &loveka musela viest
jeho vedomie miliardkrit k opakovaniu urditych vyrokov o pravzoroch matematic-
kych pojmov v redlnom svete, aby sa mohli staf axiémami nejakého matematického
odboru, Obsahom matematickych axiém sd viak zasa len kvantitativne vzfahy. Ked
Hilbert vyslovuje axiomu: ,,Ak bod A4 le#i medzi B a C, potom leii A aj medzi
C a B, no B nelezi medzi 4 a C%, vyjadruje polohovy vzfah znimy z praktického
7ivota dokonca efte pred vznikom matematiky ako abstraktnej vedy. Keby tento
vztah nebol uZ vopred znimy, nemohla by matematika spominani axiému vyslovit.
Sim Hilbert uzniva, ¢ k zavedeniu axiém modZu viesi{ aj dvahy nad obsahom ma-
tematickjch pojmov a vztahov a takéto dvahy vold metamatematikou.®® No jednako
tvrdi, #e axiémy samy uZ nijakého obsahu nemaji. V skutofnosti axiémy obsah
maji, no pri deduktivnom odvodzovani matematickych vzfahov nidm na svoj obsah
dovoluji zabudnatf na tak dlho, pokial pri dedukeciich nenarazime na logické proti-
reéenie alebo pokial nevznikne potreba riedif matematické problémy, na ktoré dana
siistava axiom nestaéi. Potom nezvysi neZ zaviest nové axiémy, pripadne celd sistavu
axiém zmenif. A vtedy zasa vystipi do popredia obsahova stranka axiém.

Ako vidiet, ani axiomatické spractivanie neodstrafiuje z matematiky kvantita-
tivne vzfahy; ich premena na vziahy logické je iba zdanliva. K tejto veci sa eite
vratime pri fivahdch o vztahu matematiky a logiky.

b) Kvantita a kvalita

7. Ked teda matemalika vyjadruje len a len kvantitativne vzfahy, neznaéi to,
%e tdplne zanedbiva kvalitativne rozdiele. Matematika vystihnje vo svejich vysku-
moch kvalitativne rozdiele aj dialektické skoky z kvantity na kvalitu.
Uvazme napriklad rovnicu kuzelosetky:
(1)
yt = 2px + gx%

Tento kvantitativny vzfah je vieobecnym vyjadrenim ku¥elosetky, ktorej jeden
vrchol je v poéiatku sdradnic a ktorej jedna os splyva s osou x.

Nechajme teraz q prebiehai hodnoty poéinajiice nejakou kladnou hodnotou cez
nulu a# k hodnotdm zipornym. Pokial je g = 0, predstavuje rovnica (1) hyperbolu
(pripad a), ak ¢ = 0, zmeni sa ku¥elosetka na parabolu (pripad b) a ked koneéne
q < 0, je (1) rovnicou elipsy (pripad ¢). (Speciilne pre ¢ = —1 je (1) rovnicou
kruZnice.) Kvantitativnou zmenou g menia sa teda vlastnosti kuZelosecky danej
rovnicou (1) — elipsa napriklad neméa reilne body v nekonetne, kjm hyperbola
aj parabola ma atd.

Mé%eme viak pokradovat aj dalej a menif vo vietkjch troch pripadoch aj p.

2 V., I. Lenin, Filosofické se¥ity, Praha, 1954, 158.
23D, Hilbert, Neubegrindung der Mathematik, Abh. d. math, Semin. d. Hamburger
Universitit, I, 1922, 157 a n.
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Ak v pripade a zvolime p => 0, dostaneme hyperbolu, ktori mi jeden vrchol v po-
¢iatku siradnic a druhy v kladnej éasti osi x. Ked p zmensujeme, bliZi sa tento
vrchol poéiatku. Pre p = 0 sa hyperbola rozpadne na dve priamky, prechidzajice
podiatkom (degeneruje). Ked prejdeme do hodnét zipornych, teda ked p > 0,
dostaneme zasa hyperbolu, no druhy vrchol sa prestahuje na zdpornii Zast osi «.
Podobne méZeme pokraloval v pripade b. Ked sa tu p zmensuje v kladnych hod-
notach, parabola sa neprestajne ,zuZuje”, je viak stile obriteni smerom kladnej
osi x. Ked poloZime p = 0, zmeni sa parabola na dvojnisobnii priamku leziacu
v o8i x. A ked koneéne p < 0, dostaneme zasa parabolu, no obritenii smerom
zapornej osi x. A napokon v pripade ¢ dostidvame pre p > 0 elipsu, ktord ma jeden
vrchol v poéiatku stiradnic a druhy na kladnej &asti osi x. Ked p zmenZujeme,
obidva vrcholy sa k sebe priblizuji. Ked vsak poloZime p = 0, rozpadne sa elipsa
na dve imagindrne priamky, pretinajice sa v podciatku sdradnej sdstavy. A ked
koneéne zvolime p => 0, dostaneme zasa elipsu, ktorej druhy vrchol je viak v za-
pornej &asti osi x.

Ak teda menime Fkvantitu koeficientov p a g, meni sa tvar kuZelosedky, az
v uréitych nzlovych bodoch (v naSom pripade je to vidy nula) sa zmeni kvalita
kuZelosetky. Je napriklad jasné, Ze dve imaginarne priamky maji iné geometrické
vlastnosti ako elipsa.

Eite vieobecnejii priklad mdéZeme uviest z neeuklidovskej geometrie. Vyjdeme
z Kleinovho stanoviska a pre jednoduchost sa obmedzime na ditvary jednorozmerné
— teda na bodov¥ rad alebo svizok paprilekov. Neeuklidovské geometrie potom
skiimaji invarianty projektivnej jednomocnej grupy transformécii

ks x:1 = ay% + apn,
k 2y = ayx; + agx,,
ktoré reprodukuji dvojicu absoliinych elementov, danych rovnicou
81X’y T Bra%i%p + Epex’y = 0.
Podla hodnoty diskriminantu tejto rovnice
D = g — 81180

dostdvame tri druhy geometrii. Pre D>0 dostivame geometriu hyperbolicki, pre
D = 0 geometriu parabolicka a pre D <0 geometriu eliptickii. (Euklidovska geometria
je potom Epecidlnym pripadom geometrie parabolickej.) Kvantitativnou zmenou
koeficientov gy dochidzame teda k rozliénym geometridm, ktoré sa od seba kva-
litativne lifia a v ktorych dostiavaji geometrické pojmy (napriklad vzdialenost dvoch
bodov alebo uhol dvoch priamok) celkom iny vyznam.

V geometrii st takéto zmeny kvality, spésobené kvantitativnymi zmenami,
Tahsie zbadateIné, ked'Ze geometria je bliziia ndzorn ako ostainé odbory matema-
tiky. No takéto pripady vyskytujii sa aj v nich. V algebraickej rovnici

n
E (25" xk= 0
Jo=1

je mapriklad moZné vyjadrif korene vzorcom pomocou koeficientov a,,len pokial
plati n =< 4. Pre n => 4 je to nemo#né.

8. Vidiet teda, Ze matematika vystihuje aj kvalitativne rozdiele, ba aj dialek-
tické skoky. No vystihuje ich svojim #pecifickym spésobom.
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Elipsa, hyperbeola a parabola maji nesporne odli§né vlastnosti, no matematika
tieto odligné vlastnosti vystihne tym, Ze uréi nové kvantitativme vzfahy, ktoré
pri zmene kvantity nastand. Matematika teda vyuZiva fakt, Ze pri kvalitativnej
Zmene nastivaji zmeny aj v kvantitativnych vztahoch; kon#tatovanim tjchto no-
vych kvantitativnych vzfahov kongtatuje sa nepriamo aj zmena kvality.

Na tom nié nemeni okolnost, Ze matematika vie kvalitativne odlisné pripady
zhrnif pripadne pod jediny, vieobecny kvantitativny vzfah. Rovnica (1), pripadne
este vieobecnejSia rovnica kuZeloseiky v Descartesovych siuradniciach:

ay’ + bxy + cx* +dy - ex + f=0

alebo vieobecna rovnica algebraickej krivky
Zgu.xy =0;5rs=0123,...n; r+s = n,

¢i dokonca najvieobecnejiia rovmica krivky v rovine

f(xy) = 0

zahfiiaji najrozliénejiie, kvalitativne odlifné druhy kriviek do jediného kvantita-
tivneho vztahu. No ked zafneme tieto vieobecné kvantitativne vzfahy rozoberat,
ukdZe sa vidy, Ze nejaky kvantitativny vzfah odvodeny z danej rovnice rozhoduje
svojou hodnotou o kvalitich jednotlivych #pecidlnych pripadov.

Podobne zahffia matematika pod pojem &isla najrozlinejdie kvalitativme od-
litné typy &isla — prirodzené ¢&isla, zlomky, iraciondlne a transcendentné éEisla,
relativne ¢isla aj &isla komplexné. Dokonca aj v kaZdom z tychto druhov &isel si
eite kvalitativne rozdiely. ,,Cislo je najéistejiie kvantitativne urdenie, aké poznime.
No je plné kvalitativnych rozdielov®, napisal Engels.® A vietky tieto kvalitativne
odlifné druhy jednako zahffia matematika pod jediny pojem. Prejavia sa viak, ked
treba vytvorif axiomaticky systém pre nejaky druh &isel — v kaZdom pripade
treba uréif iné zdkladné kvantitativne vzfahy. Pre prirodzené &isla postaéi zniamy
Peanov systém piatich axiém. Hilbertov systém axiém pre redlne &isla uZ ohsahuje
18 axi6ém.” Pre komplexné &isla treba zaviest d'aliie, nové kvantitativne vzfahy —
napriklad pri porovndvani velkosti treba zaviesf novy pojem absolitnej hodnoty.
Pre Hamiltonove kvaterniény treba dokonca porufif komutativny zdkon aspoii pre
jednu zdkladnii operaciu atd.

c) Matematickd abstrakcia

9. V natej definicii tvrdime dalej, Ze sa matematika zaoberd najvieocbecnejiimi
kvantitativoymi vzfahmi.

Matematika ako veda vznikla abstrakciou z konkréinych poznatkov o kvanti-
tativnych vzfahoch v naSom svete a celd jej histéria je naplnend 1silim po vidy
abstraktnejsich pojmoch a vztahoch. Co najvy3Sia abstrakinost je priamo cielom
celého matematického skiimania. '

Uvasme to na niekofkych prikladoch.®

24 F. Engels, Dialektika prirody, Bratislava, 1954, 218.

% D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Berlin 1929, 241 a n.

26 Vznik matematickjch pojmov a vyvin formuldcie ich vzifahov rozoberim podrobne
v spominanej knihe, tu sa obmedzujem na kritku rekapituldciu.
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_ Vo vyvine Fudského myslenia existovalo obdobie, zachované sdasti dodnes
v mysleni primitivov a nasich deti, ked neexistoval abstraktny pojem &isla. Vyvinuli
sa sice akési prostriedky na vyjadrenie poétu, no tie boli nerozluéne spojené s kon-
krétnymi situdciami a predmetmi. Je napriklad zndme, Ze primitiv odmietol séitat
€lny svojej dediny s ¢lnami hosfov v tom istom pristave, lebo vraj nepatria k sebe.”
Pripustil viak, Ze by ich bolo mo#né séitat, keby sa vydali spoloéne na nejaki
vypravu. Poznime eSte dnes jazyky, ktoré maji na ratanie rozliénych predmetov
rozliéné spdsoby vyjadrenia, rozliéné ,&islovky“.”® Je tu jasné tesné spojenie poétu
8 konkrétnymi predmetmi a konkrétnoun situicion.

A% dlhym postupnym vyvinom zalalo udstvo abstrahovat od ritanych konkrét-
nych predmetov a dospelo tak k pojmu prirodzeného &sla. A od neho pokraéovalo
v abstrakeii k zlomkom a relativhym éislam, teda k é&islu racionilnemu a dalej
k éislam iracionilnym a napokon k é&islam komplexnym.

V dneinom pojme &isla doZla matematika k takému stupiiu abstrakeie, Ze to
v matematikoch aZ vzbudzuje dojem, Ze pojem &isla je celkom odtrhnuty od reality,
Ze je ,,fistym vytvorom l'udského myslenia“.*

10. Prave tak sii aj geometrické pojmy produktom abstrakecie. Clovek sa nauéil
poznivat rozmery, polohu, tvary atd. na konkrétnych predmetoch. ESte dnes napri-
klad oznadujeme tvary a dokonca aj v geometrii prirovnanim k uréitym veciam —
‘hovorime napriklad o srdcovitom tvare krivky alebo o ,,vIne* sinusoidy. Pravda,
v dneinej matematike stoji za takymto oznaenim vidy nejaké presme vymedzenie
_prisluinych kvantitativhych vztfahov.

Pojem priamky vznikol abstrakciou z konkrétnej predstavy rovnej laty, napé-
tého povrazu, rovnej cesty, smeru niatho pohladu a pod. Pojem bodu skrsol abstrak-
cion z velmi maljch teliesok, z pokusov presne uréit miesto, polohu atd. V dnednej
geometrii dosiahli tieto pojmy uZ takd vysokid abstraktnosf, Ze je mozné naribat
nimi aj takym spésobom ako Hilbert vo svojej axiomatickej siistave.

Stari grécki matematici uz sice vedeli, Ze rozliéné druhy kuZelosefiek vznikaja
rezmi toviny a kuZelove] plochy v rozliénych vzajomnych polohich, no jednako
skimali kaZzdi kuzelosetku osobitne. (Pravda, uZ naprikiad pojem paraboly bol sim
_osebe vysoko abstrakinym pojmom — odhliadalo sa od toho, Ze kaZdy realny dtvar
‘mi tri rozmery.) Dneina geometria vie zahrnit vietky druhy, knZel'osefiek rovnicou
.0 dvoch premennych druhého stupiia:

b Prlept o 2 B 2w Ll by
ktord zahfiia aj kuZeloselky degenerované. Zavedenim homogénnych siradnic vie
matematika vyjadrit aj nevlasiné body kuZeloseéky; rovnica

~ T 8 gt — . = 2. t =
T
S Qe X5 X)L 0; r.s.t, 0,1, 2; r+s++ 2
dovoluje skimat aj body .,v nekoneéne®.

2" M. Wertheimer, Drei Abhandlungen zur Gestalttheorie, Erlangen 1925, 111 a n.

%1, Lévy—Bruhl, Les fonctions mentales dans les sociétés inférieures, Paris,
1910, 223. Zvyiky tohto zjavu nachidzame aj v jazykoch moedernych. Slovo ,,pir* pouZijeme
len v dvojici predmetov, ktoré k sebe nejak patria; mdZeme povedat ,kopa orechov®
v zmysle ,,60 orechov®, nemdZeme viak v tom istom zmysle povedat napriklad ,kopa trak-
torov* atd,

2 Osobitne to plati o pojme prirodzeného &isla, Tento pojem je taky stary, tak pevne
zakotveny v I'udskom mysleni a tolkokrat overeny praxou, Ze ho matematici intuicionistic-
kej Ekoly pokladaji za ,evidentny®, za akosi éloveku vrodeny. Zniamy je vyrok matematika
Kroneckera, Ze vraj celé &isla stvoril boh a ostatné Ze je Tudskym dielom.
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Ba kuZelosetky vie matematika zaradif pod edte vieobecnejii pripad alge-
braickej krivky rovinnej:

zamxj xna = 0;rst, =012..n; 745+t =n

alebo dokonca pod pojem krivky vébee, danej vzfahom

f(xpxg,xs/l - 0

(v homogénnych stradniciach). -

NavyS8i stupefi abstraktnosti dosiahla matematika nesporne v tedrii mnoZin
a v topolégii, ktoré ostatne spolu tesne siivisia. Napriklad vyjadrenie &isla pomoceu
kardinidlnych ¢isel je rozhodne najabstrakinejiie chapanie &isla vébec.® Prave tak
abstrahuje topolégia od skutodnych tvarov a zaoberi sa iba uréitymi spoloénymi
vztahmi polohovymi medzi jednotlivimi tvarmi.

11. Matematickd abstrakeia je pritom abstrakciou spravmou, dialektickou.

E. Cech formuluje matematicka absirakeciu takio:® Je dani nejakd mmnoZina
M. Zvolime si uréité znaky a zoskupime prvky do podmnoZin tak, aby v jednej
podmnozine boli vietky prvky, ktoré maja uritd skupinu zvolenych znakov a nijaké
iné prvky. Potom hovorime, ¢ podmnoZiny takto vytvorené vznikli abstrakciou
a prvky, ktoré obsahuji, veldme konkrétnym vyjadrenim prisluinej podmnoZiny.

Opisany proces vystihuje formdlnu stranku abstrakénej dinnosti vo vnitri uréi-
tého usporiadaného matematického systému. V matematickej abstrakeii je viak elte
nieéo viac. Vidime to na vzniku matematickjch pojmov. Ludské myslenie si vytvo-
rilo pojem priamky z konkréinych predstiv rovnej laty, cesty, napitého povrazn
atd. preto, lebho si to vynucovala priamo Tudski prax a nie azda Tubovolnou volbou
znaku priamosti. Pri matematickej abstrak&nej Einnosti teda rozhoduje aj obsah
matematickych pojmov. Matematiékd abstrakeia sa necdtrhuje od skutoénosti,
neochudobiiuje; éim je matematick§ pojem abstraktnejii, tym mi Firi nielen roz-
sah, ale aj obsah. Vicobecnd rovnica kuZelosetky zahfiia vietky jednotlivé kuZelo-
seCky a vSetky ich individudlne vlastnosti a dovoluje hibSie preniknutie do kaidej
jednotlivej kuZeloseéky. A eSte viac. Pojem kuZeloseky dovoluje aj hibiie, presnej-
Sie poznanic kaZdého realmeho titvaru, ktor§y ma hoci aj len priblizne elipsovité
£i iné obrysy.

Matematicka abstrakeia teda patri medzi ,vedecké (sprivne, vaZne, nie nezmy-
selné) abstrakcie®, ktoré ,odraiajan prirodu hlbiie, vernejiie, tplrejiie™.™ Mate-
maticka absirakcia vyEla z praxe a v aplikdcidch sa k praxi vracia. ,,0d Zivého na-
zerania k abstraktnému mysleniu a od neho k praxi — taka je dialekticka cesta

poznania pravdy, poznania objeklivnej reality.*®®

Viade tam, kde sa matematici odtrhuji od reality, kde désledne zamietaja
dialektiku a stivis s objektivnou realitou, dostavaji sa nevyhnutine skér & neskdr
do zdvozu, ako to vidief na pokusoch vybudoval matematiku ako odbor &iste for-
malnej logiky alebo dokoneca ju vyhlasit za ,,vedu o formalnej Struktire symbo-

30 Toto vyjadrenie &isla nemo#no viak pokladaf za definiciu &isla v pravom slova zmysle.
F. Gonseth celkom sprivne poznamenava, Ze je tudné definoval celé &islo tak, Ze najprv
vyrdtame uréity poéet axiém tedrie mnozin. (F. Gonseth, Les fondements des mathéma-
tiques, Paris, 1926, 207.)

31 E, Cech, Cisla a poéetni vykony, Praha, 1954, 59 a n.

32 V. I. Lenin, Filosofické sefity, Praha, 1954, 140.

3 Tam¥e,
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lov“.* Matematika ma vS8ak zdravé korene a jej vyvin prerastid cez hlavu vietkym,
ktori cheli matematiku vykladaf idealisticky alebo aspoii bez dialektiky. Vyristla
z praxe, zo skutoéného Zivota a zasa sa k nemu vo svojich aplikdcidich na druhé
vedy vracia. Skutoéne velki matematici pristupovali k matematike Zivelne mate-
rialisticky; bez ohfadu na vietky protesty idealistickych filozofov prijali iracio-
nilne a imaginirne &isla, zaviedli infinitezimélny podcet, transfinitne &isla atd.

12. Tymito otdzkami sa budeme zaoberat eite v nasledujicom useku, pri tva-
hich o sivise matematiky s reilnym svetom. Tu by sme chceli eSte zdéraznit, Ze
matematika pri svojich abstrakcidch nevystaéi s formalnou logikou a Ze postupuje
dialekticky.

UkéZme to najprv na priklade komplexnych &isel, o ktorych Engels hovori, Ze
s u¥ ,vlastnym volnym vytvorom a predstavou rozumu‘.’®

Zo vietkych pravidiel, ktoré platia pre redlne ¢isla, teda aj z kaZdej axiomatic-
kej stistavy pre redlne &isla vypljva, Ze nie je mo#né najst také realne &islo, ktoré
umocnené na druhi da &islo ziporné. To bolo jasné aj matematikom v XVIL sto-
roéi. Ked viak sa Cardan pokusal riefif rovnicu tretieho stupiia, dodiel k pozoru-
hodnému désledku. Riedil totiZ rovnicu

©® + px +gqg=0 (2)
spbésobom poufivanjm aj dnes. Polozil
x=u+ v

a viazal ¥ a v podmienkoun

3uv = — g,
Dosadenim dostivame dva vzfahy:
s
4+ = —q,u® V= _,%_,
Potomw viak musia u® a v* byt koreflami rovnice
pﬂ
X4 ax— 2 —o. (3)
72
Cardan tak riefil rovnicu
2 — 155 —4 =0 @)
a dodiel k pomocnej rovnici
X? —4X 4+ 125 = 0. (3’)
Jej korene sii:
X, =2=x\V-121,
teda neexistujiice &isla — pokial, pravda, za najvieobecnejii pojem &isla pokladime

34 Porovn. napr. M. Black, The Nature of Mathematics, London-New York, 1933, 8.
3 F, Engels, Anti-Diihring, Bratislava, 1954, 34.
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éislo redlne. Neexistuje teda z tohto ,,&isla* ani tretia odmocnina a rovmica (2°) by
vlastne nemala nijaké korene. A jednako mi rovnica (2°) reilne koreme 4—2-4+V3

a —2—\/3, ako je mo#né Fahko sa presvedéit dosadenim. Matematika sa tu dostala
do jasného logického rozporu, metédami matematicky naprosto spravnymi a bez-
chybnymi sa dochadzalo k protireéivému vysledku — rovnica typu (2’) siifasne
mala aj nemala reilne korene. Toto protireéenie riefila matematika dialektickou
cestou — poprela ho a vyhlasila, Ze neexistujice éisla existuji. Do#la tak k novému,
vySfiemu druhu é&isla, k &islu imaginirnemu a k jeho spojeniu s &islom reilnym,
k &islu komplexnému. Syntézou ,,moZnych*, t. j. redlnych é&isel a &isel ,,nemoZnych®,
t. j. imaginarnych vytvorila €islo komplexné, teda é&islo vo vieobecnom tvare a + bi,
kde i je novd imaginirna jednotka, rovna \V —1. Bolo viak aj potrebné modifi-
kovat kvantitativne vziahy platné pre &isla realne. Pre realne &isla napriklad mé-
zeme vidy pisat

Ve Vb = Vab,

pretoZe odmocnica zo zdporného ¢isla nemd vyznam. Ak pripustime é&isla imagi-
néarne, plati tento vzorec iba viedy, ak je aspofi jedno z &isel @ a b kladné. Ak sa
obidve ziporné, treba postupovat inakgie:

\/:a.\/—])=i.\/:.i.\/ij_= iz.\/:l')=—\/g.

Rozviedol som tento priklad podrohnejsie, pretoZe na fiem dobre vidief, ake
matematiku k vyiSej abstrakecii donutila vniitornd logickd sivislosf matematiky.
Pre ¢isla redlne malo Iudské myslenie eSte uréitd oporu v nizore — napriklad
v osi Ciselnej. Pre imaginarne &isla uZ priamej opory v nazore niet. Matematika si
ich teda skutofne sama vytvorila, ako to hovori Engels. Matematika to akosi pre-
kroéila priamy nazor; Ze sa viak ani tym neodirhla od reality, dokazujem v nasle-
dujicom odseku. '

13. Ako druhy priklad uvedme zikladné avahy diferenciilneho po&tu. Zvolime
celkom jednoduchy pripad; budeme hfadat dotyénicu ku krivke dani rovnicou
2

¥ = %

v nejakom danom bode krivky. Nech je tento bod vieobecne P(x,y). Nejaky susedny
bod krivky (P°’) bude mat sdradnice x + A x, ¥ + A v . {A%x a /A y nemusia
byt kladné.) Priamka, ktord prechidza bodmi P a P’ bude maf smernicu

Ay
9= ——.

Siradnice bodu P’ vyhovuji rovnici (4):
y+Ay=x+ 2xAx +AL.
Odéitanim rovnice (4) dostameme:
y =2xNax + A «°,
delenim &initefom A x dostaneme
Ay
& x

= 2x + Ax. (5)
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Nechajme teraz bod P’ priblizovat sa k P. Potom sa /A x a /\ ¥, budd vidy zmen-
Sovat. Ked bod P’ splynie s bodom P, prejde priamka na dotyénicu. Newton a Leibniz,
ktori saéasne a neodvislo od seba objavili diferencialny poéet, uvaiovali teraz takto:
ked sa bod P” blizi neobmedzene k bodu P, stdvaji sa A x a /A y nekoneéne malymi.
Ich pomer sa tie? neobmedzene bliZi smernici dotyénice, ¢ize lava strana rovnice (4)
bude s nekoneéne malou chybou udédvat prave tito smernicu. Tito nekoneéne mala
chyba je v nafom pripade priave /A\x na pravej strane rovnice (5). Pretoje viak
Ax sa stdva prave nekoneéne maljm, méieme ho zanedbat a dotyénica v hode P
ma prave smernicu 2x.

A tu vzniki protirefenie. Matematika je presni, neméze zanedbat ani velmi
mali veliinu, ak sa nechce uspokojit iba s pribliznym vysledkom. Ax by bolo
mo¥#né zanedbat iba vtedy, ak by sa rovnalo nule. Keby viak bolo Ax rovné nule,
potom by bolo rovné nule aj Ay, ako vyplyva z rovnice (4). No podiel & nema
v matematike nijakého zmyslu. Pritom v8ak kondtrukeia dotyénice v bode na pa-
rabole potvrdzovala spravnosi uvedeného vypoétu.

Newton a Leibniz rozriefili toto protireenie tak, Ze proste vyhlasili, ze Ax je
1moZné zanedbat, aj ked sa nule len neobmedzene blizi a nie je priamo rovné nule
a jednak len vysledok tgp = 2x plati presne. K tomuto rozhodnutiu viedla New-
tona a Leibniza nielen vnidtornd logika matematiky, ale aj vzory v redlnom svete.
Ich dvaha je abstrakciou z &iste praktickych postupov, pri ktorjch zanedbivame
veliéiny malé oproti velkym a nebojime sa o presnosf vysledku. Nekoneéne malé
a nekoneéne velké ma svoje predobrazy v prirode. ,,Matematické nekoneéno sme
si vypozicali zo skuto€nosti, aj ked neuvedomelo, a mo#no ho teda vysvetlif len
zo skutofnosti, a nie 2 neho samého, z matematickej abstrakeie.”"® Matematika tu
abstrakcion z pomerov a vziahov v redlnom svete doila k novym, vyi§im pojmom
a novym, vysiim vzfahom — k diferencialu a k diferencialnemu kvocientu —
a ‘dofla k tomuto cielu dialektickou abstrakecion.®

d) Matematika ako odraz redlneho sveta

14. A napokon tvrdime v definicii matematiky, Ze matematika — tak ako
kazda ind veda — je odrazom reilneho sveta.

Tejto otdazky dotkli sme sa uZ v predchddzajicich odsekoch. Tu nim postaéi
zhrnit vysledky nafich davah a pripojit niektoré poznamky.

Je jasné, Ze zakladné matematické pojmy aj ich vzdjomné vzfahy vznikli ab-
strakeiou z konkrétnych predmetov a ich konkrétnych vzfahov v nafom redlnom
svete a vznikli v procese 'udskej spoloéenskej price. ,,Matematika, ako vietky ostatné
vedy, vznikla z potrieb Tudi: z merania poli a obsahu nadobu, z merania &asu a
z mechaniky“.*® Kvantitativou diferencovanost redlneho sveta museli si proste I'udia
nejako vyjadrit, ak mali v tomto svete zitf a predovietkym vyrdbat. Potreba presného
vyjadrenia tejto diferencovanosti ich donutila vytvorit si abstrakeciou aZz pojem
éisla. T4 istd potreba ich viedla, aby z rovnej laty atd. do#li abstrakciou aZ k pojmu
priamky atd.

3% F. Engels, Dialektika prirody, Bratislava, 1954, 225 a n., kde sa celd vec podrobne
rozobera.

37 Ako sa dialektika uplatiiuje priamo v matematickej metéde, a to aj vo vnitri ma-
tematického systému, rozoberim podrobne v osobitnej kapitole svojej knihy. Tu mi islo
iba o dékaz, Ze matematicka ahstrakeia je dialekticka.

38 F. Engels, Anti-Diihring, Bratislava, 1954, 35.
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Ked si viak uz I'udské myslenie takéto abstraktné pojmy a vzfahy vytvoriloe,
mohlo s nimi naribat uz bez ohladu na ich predobraz v redlnom svete — pravda,
a% po uréité hranice; aj pravidld pre toto nardbanie st totiZz odrazom skutoinych
procesov a vziahov v redlnom svete. Ba takéto zanedbanie vzfahu k redlnemn svetu
je nevyhnutné. ,,Predmetom &istej matematiky si priestorové formy a kvantitativne
vztfahy skutoéného sveta, teda velmi reilna litka. Te, Ze tato litka vystupuje
v krajne abstraktnej forme, méZe iba povrchne zakryvat jej vznik z vonkajiieho
sveta. No aby sme tieto formy a vzfahy mohli skimat ako také, musime ich uplne
odlagif od ich obsahu, odloZit ho nahok ako Tahostajny; takto dostaneme body bez
rozmerov, ¢iary bez hribky a #irky, @ a b a x a y, veliéiny stile a premenné a po-
tom celkom naostatok prideme aZz k vlastnym volnym vytvorom a predstavdm
rozumu, totiz k imagindrnym veliZindm*.™

15. A prive tento pripad, ked matematika dospieva k takymto .,voInym vytvo-
rom*, treba eite uva¥Zif.

Ukdizali sme na priklade prdve imagindrnych &isel, Ze k ich zavedeniu dospeli
matematici pod tlakom vndtornej logiky matematického systému. Hamilton isiel
eite dalej a pokusil sa vytvorif eSte vySii pojem é&isla. Nebol k tomu niteny logic-
kym protireenim ako Cardan, proste chcel pokralovai v abstrak&nom procese a
skiisit, & by nebolo moZné zaviest eSte vieobecnejsi pojem ¢&isla. DoSiel pritom
k pozoruhodnému vysledku, Ze je to moZné iba za cenu poruienia zikladnych
vziahov, platiacich pre dovtedaj8i pojem &isla. Ked totiZ porufil zdkon komutativ-
nosti pre nisobenie, podarilo sa mu zaviest &isla tvaru @ + bf + ¢f 4+ dk, kde
i, j a k st nové jednotky, analogické, no sicasne vySSie ako imagindrna jednotka
komplexnych &isel.* A pre tieto &isla — kvaterniony — holo mo#né zostavi{ prive
taky logicky konzisteniny systém ako pre éisla komplexné, hoci uz vébec nezodpo-
vedali nidomu v realnom svete a hoci ich matematika nijako nevyhnutne nepotre-
bovala.

Podobny zjav moZno badal aj pri vzniku neeuklidovskych geometrii.

Matematikov u%z didvno velmi trdpil piaty postulit vysloveny Euklidom v jeho
Stoicheiach: ,,Ked priamka pretina dve iné priamky a tvori s nimi na tej iste]
strane dva vniitorné uhly, ktoré s dovedna mensie ako dva pravé, potom sa tieto
priamky, ak ich neobmezene predlZujeme, pretnii na tej strane, na ktorej leZia
spominané uhly”. Tento postulat sa im videl prizloZitym a male evidentnym. Vy-
naloZili mnoho namahy, aby ho nahradili nejakym jednoduchiim, ,evidentnym*
aleho aby ho dokazali z ostainych postulitov a axiém* Dokazat? sa im ho sice
nepodarilo, no nafli aspoil postulity jednoduch$ie znejice, ktoré boli s Euklidovym
postulitom rovnocenné; ukizalo sa, e je ho moZné nahradil napriklad postulitmi:
w3ucéet voitornych uhlov trojuholnika sa rovna dvom pravym uvhlom® alebo ,,Ak sd
v Etvornholniku tri vnfitorné uhly pravé, je aj §tvrty uhol pravy®“.*

A zasa Gauss, Bolyai a Lobadevskij proste skiisili — a to priamo proti nizorn
a proti vietkym skiisenostiam — ako by to vyzeralo, keby sme pripustili, Ze sudet
vntfitornych uhlov v trojuholniku je vdési alebo mensi ako dva pravé, alebo keby

3% TamZe, 34.

40 Pre tieto gisla plati *= —1, j’= —I1, k’=—1, ij=k, ji= —Fk jh=i, kj=—, ik=
'"'"jr ki:}“

4 Euklides totiz rozozmival medzi postulitmi (aitémata) a axiémami (koinai ennoiai)
— dnes by sme vietky jeho zakladné vety pomenovali axiémami.

42 Porovn. napr. B. Bonola — H, Liebmann, Die nichteullidische Geomeirie,

Leipzig—Berlin 1921, 3. vyd. alebo V. Hlavaty, Uvod do neeuklidovské geometrie,
Praha, 1949, 13 a n.
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tvrty uhol v spominanom 3Ztvoruholniku bol vicsi alebo menZi ako pravy. Dostali
zasa prekvapujici vysledok — v obidvoch pripadoch dostali geometrie, ktoré boli
sice logicky spravne vybudovatelné a konzistentné, no ktoré odporovali vietkej
skiisenosti. Ak je napriklad siiéet vnitornych uhlov v trojuholniku mendi ako dva
pravé, je moiné bodom mimo priamky viesf k tejto priamke dve rovnobeiky; ak
je tento sidet vdcsi ako dva pravé, nie je takym bodom moiné viest vdébee nijakn
rovnobezku.

Oznadime vnitorné uhly trojuholnika @, 8 a y. Ak potom spifeme axiémy
geometrie — napriklad podfa vzoru Hilbertovho, no namiesto axiémy zodpoveda-

jucej piatemu postulitu Euklidovmu postulat: ,, @ + 8 4+ + % 2R “, dostaneme

geometriu, ktord zahfiia vietky tri druhy geometrii, ktoré sme u# v nasich dvahich
spominali (ods. 7), eliptickd, parabolickid aj hyperbolickd. Dosiahli sme tak zasa eite
vyB§iu abstrakeciu.

No aj tento krok by sa mohol vidief naprostym odtrhnutim od reality a ozajst-
nym éinom ,,éistého rozumu®.

16. Viimnime si viak dve okolnosti spoloéné tymto pripadom.

Predovietkym je to vnitorna logicka sivislosf — ¢&i uZ s ostatnym matema-
tickfm systémom, ako to bolo pri zavedeni komplexnych &isel, alebo logicka kon-
zistencia nového systému.

A po drubé je to aplikovatelnost takychto novych, vysdich systémov zasa na
konkrétne pripady vyskytujice sa v redlnom svete. Komplexné &isla a kvaterniény
sa ukdzali velmi uZito€nymi napriklad vo vektorovom poéte; moderna fyzika nam
ukazuje, Ze euklidovskd geometria nie je nijako absolitne platni v priestore a Ze
existuje velmi mnoho, pravdepodobne nekoneéne mnoho rozliénych geometrii, kto-
rych platnost zavisi — ako ostatne vébec priestor — od formy hmoty vo vesmire.

Pre dialektického materialistu s obidve okolnosti — logickd konzistencia a
aplikovateInos{ matematiky — v jasnom sivise. Pre matematika, ktory nedospel
k vedecke] metéde dialektického materializmu, neraz sa vidia nieéim nepochopi-
telnym. Preto sa niektorym pozitivistickym matematikom vidi celd matematika
akousi hrou so symbolmi, pri ktorej treba len zachovai logickd konzistenciu. Apli-
kovatelnost matematiky je pre nich nieéim nahodnym, &o matematika nemusi
zaujimat.* Alebo sa im aplikabilita matematiky vidi naprostou a nepochopitelnou
zahadou. Aj taky velky myslitel ako Einstein si tento fakt nevedel vysvetlif inakiie
ako ,prestabilizovanou harméniou®, pred tajomnosfou ktorej sa sklanal v ,kozmic-
kej zbhoZnosti*“.*

UvéaZme viak, fo znali logicka konzistencia matematickych systémov.

,»Logika je niuka... o zikonoch vyvinu... vietkého konkrétneho obsahu
sveta a jeho poznania, t. j. vysledok, suma, zaver z dejin poznania sveta“."® Logické
kategérie, logické figiry, logické zdkony nie sti apriérne, aj ony vznikli abstrakciou
na ziklade skiisenosti. ,,Zakony logiky si odrazy objektivna v subjektivhom vedomi

48 Pravda, treba si uvedomif, Ze pojmy ,uhol“, ,priamka®“, ,rovnobezka" dostavaja
pritom novy obsah, vieobecnejii ako v geometrii euklidovskej.

4 Preto tiez hovoria o vzfahoch a procesoch, na ktoré je moZné matematiku aplikovaf
ako o ,,modeli* prisluiného axiomatického systému matematiky. Bolo by ovela sprivnejiie
hovorif o matematickom axiomatickom systéme ako o abstraktnom, zidealizovanom modeli
konkrétneho sveta.

45 Kosmische Religiositit“. Porovn, napr. A. Einstein, Mein Welthild, Amsterdam
1934, 169 a n.

# VYV, I, Lenin, Filosofické sefity, Praha, 1954, 68.
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&loveka*“.” Ked teda vyjdeme z nejakého matematického axiomatického systému,

ktory je systémom vztahov dosiahnutych abstrakciou z konkréinych vztahov real-
neho sveta, a dedukujeme z neho pomocou zikonov logiky, ktoré st zasa odrazom
zdkonitosti reilneho sveta, neméze nds prekvapit, Ze vysledky dedukcie sia v sihlase
so zakonitostami redlneho sveta a Ze tieto vysledky méZeme nazad aplikovai na
konkrétne vztfahy a procesy redlneho sveta.

Tito niekedy neofakdvani moZnost aplikdcie aj takych tisekov matematiky,
ktoré vznikli bez ohladu na nazor, ba proti ndzoru, dokazuje, Ze matematickd ab-
strakcia bola spriavna, vedeckd a e preto dovoluje poznat a pochopif vzfahy reil-
neho sveta Zirfie a hlbSie neZ priamy nazor.

A nemdZe ani prekvapif, Ze ten isty tsek matematiky je mo#né aplikovat
na rozliéné useky redlneho sveta. Matematika skima prive najvieobecnejsie kvan-
titativne vztahy a je preto celkom pochopitelné, Ze uréité vieohecné kvantitativne
vzfahy nachiddzame aj v rozliénjch, po druhych strdnkach sa od seba liSiacich ftse-
koch redlneho sveta. ; ) )

17. Aplikabilita matematiky je teda velmi jasnym dékazom, Ze aj abstrakina
matematika je odrazom redlneho sveta v naSom mysleni. _

Abstraktnost tohto odrazu umoZfuje z jednej strany Zirfie a hlbiie pochopenie

zikonitosti redlneho sveta, no na druhej sirane ho — dialekticky — aj v uréitom
smere obmedzuje.
»Zobrazenie pohybu v mysleni je vZdy zhrubenie, umftivenie — a nielen

v mysleni, no aj v pocite a nielen pohybu, no hocijakého pojmu. A v tom je pod-
stata dialektiky*.*®* S vysoke abstraktnymi matematickymi pojmami a ich vztfahmi
moézeme nariabat s naprosiou presnostou — to bol koneéne dévod, pre ktory si ich
Tudské vedomie vytvorilo, ako sme to uZ spominali. Ak ich viak aplikujeme, zapla-
time daii za zjednoduSenie, ktoré sme pri ich tvoreni vykonali, za vynechdvanie
podruinych okolnosti; vysledky, ktoré aplikiciou ziskame, budda vidy viac alebo
menej priblizné. Aby sme vébec mohli matematiku aplikovaf, musime aj pomery
v redlnom svete zjednodunfovat, idealizovaf.

UkéZme to na priklade tzv. volného padu. Ak predpokladime, Ze na volne
padajiice teleso pdsobi ozaj stila sila smerujiica do stredu zemegule a ak zanedbime

—5"‘ gtz.

Vysledky vyratané podfa tychto zikonov budid viak len priblizné. Keby sme vzali
do ohladu, Ze prifaZliva sila sa meni podla gravita&ného zikona, dostaneme pohy-
bové zikony ovela zloZitejiie a vysledky budd presnejiie. Keby sme brali do ohl'adn
aj odpor vzduchu, pésobenie velkych hmét nablizku, rotdcin zemskd, atd., pripadne
aj posobenie mesiaca a slnka, budeme sice dostaval vysledky vidy presnejiie, no
pohybové zdkony buda vidy komplikovanejiie a napokon (napriklad v pripade troch
alebo aj viac telies) budd dokonca naSimi matematickymi prostricdkami vébec
nevyjadritelné,

Tato iba aproximativna pouZitelnost matematiky nie je vZak akymsi ,.osudo-
vim* nedostatkom matematiky. Je proste nevyhnuinym désledkom dialekiiky ab-
straktného a konkréineho a stretdme sa s Hou v miere ovela viiéSej vo vietkych
vedéach, ktoré prave aplikdciou matematiky ziskavaji na presnosti. Okrem toho je
v matematike tito aproximdicia ovela presnejiie kontrolovatelni ako vo veddch
druhych. Vo viéiine pripadov nam matematika dokonca poskytuje presnejiie vy-

vietky sily ostainé, dostaneme jednoduché pohybové zikony v =gi, s =

47 Tamize, 152.
4% Tamie, 234,
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stihnutie skuto®nosti, ne# potrebujeme, t. j. vystihnutie, ktoré je presnejiie ako
medze pozorovacich chyb.

Na druhej strane to viak nezna&i ani nejakid dokonalost matematiky a nedo-
konalost prirody alebo aspoii nasho pozndvania prirody.” Matematika je naopak
vysledkom nasho vidy dokonalejSieho pozorovania prirody a celého redlneho sveta
a v dialektickej sihre nim dovoluje spiitnym pésobenim edte dokonalejsie poznanie
realneho sveta.

IIT. MATEMATIKA, LOGIKA A GNOZEOLOGIA

18. Rozobrali a oddvodnili sme na%u definiciu matematiky. Cheeme eite kratko
poukizai na vzfah matematiky k logike a gnozeoldgii.

Matematika, vychddzajic zo svojich zikladnjch pojmov a vztfahov, vyuZiva
v plnej miere logické zikony — ako vietky ostatné vedy. ,,Ka¥da veda je uzita
logika“."® V matematike je viak tato aplikicia logiky ovela nipadnejSia ako vo ve-
dich inych. Niekedy sa dokonca vidi, e niektoré zikladné vztahy matematiky a
logiky splyvaja. Aj v logike aj v matematike napriklad plati dsudok: ,Ak a=b
a b=c, potom a = c¢*. Tento dojem este zvySuje okolnost, ze logika aj matematika
moze pouzivai podobnd, ba do istej miery spoloénii symboliku.

Z tohto tesného sivisu a z takjchto podobnosti mohli vzniknit nesprivne
vyklady podstaty matematiky. Preto sa matematici Hilbertovej skoly nazdavali, Ze
vytvorenim axiomatického systému sa kvantitativne vzfahy matematiky menia na
c¢iste logické (a efte k tomu formdalne logické) vztahy. Preto vyhlasili stipenci
logistickej matematickej 8koly (Russell a ostatni) matematiku za pihy odbor logiky
a prdve naopak niektori stipenci Brouwerovi logiku za odnoZ matematiky.™

Vietky takéto nahlady vznikaji z idealistického chdpania matematiky, logiky,
gnozeolégie a vedy vobec. Z tohto stanoviska by bole mo#né vyhlisit vietky vedy
za odbor logiky * alebo logiku & vébec kaZdii vedu za odbor matematiky.®® Vietky
vedy spolu vzijomne sivisia a vietky vychddzaji zo spoloéného gnozeologického a
logického zakladu.

19. Zo stanoviska dialektického materializmu si vietky tieto problémy celkom
jasné. Gnozeol6gia a logika tvoria zidkladny celok, na ktorom buduji ostatné vedy,
a naopak logiku a gnozeolégiu je moZné vybudovai len na ziklade vedeckého pozna-
nia redlneho sveta.”® Matematika, prave tak ako vietky ostatné vedy, mi svoj 3pe-
cificky odbor, t. j. kvantitativne vztfahy reilneho sveta, a nie je nié prekvapujice,
Ze vo svojom vystihnuti tychto vztahov je v sihlase so vietkymi ostatnymi vedami
a napokon aj s logikou a gnozeolégiou — pravda, s logikou dialektickou a s gno-
zeologion dialektického materializmu.

Pri zostavovani uréitého axiomatického systému je prirodzene moZné zaradif
medzi axiémy aj uréité logické pravidla, podla ktorych sa potom z axiém dedukuje.

4 Tak sa napriklad vyjadruje Bavink (B. Bavink, Ergebnisse und Probleme der
Naturwissenschaft, Leipzig 1933, 229.

50 V. I. Lenin, Filosofické seSity, Praha, 1954, 167.

51 Vietky tieto omyly rozoberim podrobne v prvej kapitole svojej spominanej knihy.

52 Takyto niahlad vyslovuje napriklad Carnap v svojej knihe Der logische Aufbau
der Welt, Berlin, 1928.

5% M. Landolt napriklad odvodzuje axiémy matematiky z fyzikdlneho poznania sveta
(Grisse, Masszahl und Einheit, Ziirich 1943).

5 Porovn., V. I. Lenin, Filosofické seSity, Praha 1954, 101.



No logika a gnozeolégia aj tak zostdvajii primarnymi. Prive k volbe axiém, k volbe
zikladnych pojmov aj k volbe zikladnjch logickych pravidiel vedd gnozeologické
a logické dovody, ktoré si teda pred axiomatickym systémom a vébec pred celou
matematikou. Uz samy najzikladnejiie pojmy matematiky — kvantita a vzfah —
st gnozeologickymi kategériami a matematika ich iba preberd. Preto tiei sidim,
ze si marne pokusy definoval pojem &isla vovmitri matematického systéma —
islo je, ako hovori Engels, najéistejiim vyjadrenim kvantity a vysvetlenie tohto
pojmu méze dat len gnozeolégia. Matematika méie daf presné pravidld, ake ¢&islo
pouZivat a moze tak dat len akisi pracovni definiciu &isla. A to plati aj o dalsich
najabstraktnejsich, najzakladnejiich pojmoch matematiky — o polohe a smere.
Ziverom mo¥no teda povedaf, Ze matematika je v podstate v tom istom savise
s gnozeologiou a logikou ako vsetky ostatné vedy, hoci tento sivis je pre vysokid
abstrakinosf matematiky jasnejdi a ndpadnejii ako v niektorych vedich druhych.

IV. ZAVER

Pokisil som sa zdévodnif a rozobraf uvedenti defimiciu matematiky a suasne
ukazaf, Ze ziklady a podstatu matematiky je moZné plne pochopif iba zo stano-
viska dialektického materializmu.

Nechcem t§m, prirodzene, azda tvrdif, Ze existuji akési dva druhy matematiky
-—— matematika materialistickd a idealisticka; je viak mo¥né podstatu matematiky,
jej zdkladné pojmy a vzfahy aj jej stivis s gnozeolégiou a logikou vykladatf dvoja-
kym spésobom — materialisticky a idealisticky.

Idealistické pokusy v#ak napokon vidy vedd do zdvezu — & uZ je to pokus
vykladat matematické pojmy a vzfahy za pihu hru so symbolmi bez reilncho ob-
sahu, alebo pokus vydival matematické pojmy a vzfahy za apriérne, od skfisenosti
neodvislé, & za niefo, %o nidm je ,,vrodené” alebo 8o poznidvame akousi viac-menej
zahadnou intuiciou, alebo & je to dokonca pokus pozbavif matematiku charaktern
samostatnej vedy a urobit z nej iba odnoZ logiky.

Jedine materialistickd dialekticka metéda mbze objasnit, €0 je podstatou a pred-
metom matematiky a méze ju spriavne zaradif medzi ostatné vedy.*”

CVIIIHOCTE MATEMATHUKHU
3agio4eHne

MaTeMaTHEY ONpegefs Kak HAyKy W3y4Yalollyio caMble obmme KOJMYeCTBEHHELIE
OTHOIMIEHMA PEaNLHOT0 MMpa.

OGocHOBBLIBAA M [OKa3bIBasg TIPABMIALHOCTL 9TOTO ONPENeNeHMdA, [I0Ka3bIBaio CHa-
4ana, YTO B MATEMAaTHKE JEMCTRUTENBLHO BCe MOCTPOEHO BCETZA TOJNLEO Ha KOJMYe-
CTBEHHBIX OTHOIIEeAMAX. JlazKe caMble 3JeMeHTAPHEIC TIOHATHMSA MATEMATHMEM — YMCJIO,
OJIOZKEeHMe, Harpasiaenue, GopMa — COXPaHAIT B MAaTeMaTHEE 3HAUEHME KOJIMYe-
CTEEHHBLIX OTHOIIEHMI, ¥ BOZHMKIM OHM B TOJIOBAX JIOZell B mpouecce oblecTBEHHOrO
MIPOM3BOJCTEA, TAK-KAK HYXKHO GLIIO TOYHO ONPENENNTEL OTAENBHBIE KOIMYECTBEHHBIE
OTHOIIEHMA, AKCHOMATHYECKHH XapakKTep MaTeMaTHMEM Kak OyATo Obl CKPRIBAET STOT
XapakKTep KOAWHECTBEHHOTO OTHOIIEHWS, HO JakXke aKCHUOMBI ABJIAIOTCA CEOMM IIPO-
MCXOKIEHMEM YAaCTO MPOBEPEHHBIMM KOJMHECTEEHHBIMHM OTHOINeHuMsaMm. IIpaspa, 3a-
KOHYEHHAs aKCHMOMAaTHMYecKasd CUCTeMa II03BOJAeT HaM 2abbITh 9T0 IIPOMCXO0KIEeHME
710 TeX II0p, IIOKa CHCTEeMYy He HYIKHO BOCIIONHMTE MAM M3MEHHTE.

% YV kapitole o metéde matematiky v svojej spominanej knihe dokazujem, Ze tato
metéda nachidza plné uplainenie aj pri vnitornom budovani matematiky.
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HecMoTpa Ha TOy UTO CYILIHOCTBIO MATEMATHMKM SBJACTCA MCCIENOBaHME KOJUUe-
CTBEHHLIX OTHOILIEHNMI, MATEMATHKA B COCTOAHMM EBIPAIKATBH M KAYECTBEHHLIE Da3JM-
ypA; a To TaguM obpazoM, YTO OHA OTMEYaeT HOBbhIe KOJMYECTBEHHBIE OTHOLIEHMA,
KOTOpbIe HeM30eXKHO BO3HMKAIOT IIPM M3MeHEHMy KadecTsa.

Hansuie aHanu3upyIo npouecce abeTpakiMy [Py [IOMOILLY KOTOPOH MATEMATUKY MUIIEeT
caMpie ofIMe KONMMUeCTEEHHBIE OTHOIIEHNMA, J[OKA3bIBAIO, YTO 9TO MPOLIECC AMANIEKTH-
yeckuil, 4To MarTemaruueckas aberpakuusa He ofenHAET IIOHATUA, HO HAoBOPOT IIOMO-
raer raybike M OpABIMEEE ONPENENMTh M KOHKPETHBIe OTHOIIEHMS DPEaNbHOTO MMpA.

B KOHIle aHAAM3MPY0 OTHOIIEHME MATEMATHMKM K peanrbHoMy mupy. Crapamch JoKa-
38Tk, YTO IIOHATHA MATEMATMKM M MX B3aMMHLIE OTHOLIEHMSA B3ATHLI ¢ PEANLHOr0 MMpAa;
oHKM BIAromapAT CBOEMY IPOMCXOXKASHHI0 CHOCOBHOCTM 4YeJ0BEYEeCKOT0o yMa IOHMMATh
¥ BBIPANKATH KOJMYECTBEHHYI AMMEPEeHIMPOBAHHOCTh DEANBHOTO Mupa. DrTa crocob-
HOCTb Pa3zBMBAJNACL MCXOJA M3 IMPAKTUYECKMX oTpeBHOCTel dYeroBeueckoro oblecTsa.

Jazxe B Tex ciaydadx, KOIJla MaTeMaTuka Kax 6ynro Gbl OTPLIBAETCH OT PEasbHOTO
MHpa, MAET JAJbIIe HEeIOCPeICTBEHHOTO B3TJANA, OHA OCTAETCH B CBSZM C DEANLHBIM
MEpoM. B TaKMX CIyY4AX ARBIAETCA HENOCPE[CTBEHHLIM KPMTEPMEM IIPaBMILHOCTH
(mampyMep NpM YHoTPeOJeHMKM KOMILIEKCHBIX YHCEN, KBATEDHMOHOB I HEEBKJIMIOBE-
CEMX TeOoMeTPHMit) BHYTPEHHAA JIOTMYECKAad KOHCUCTeHIMsA, Ho BHYTPEHHAS KOHCHUCTEH-
0MA OPEeAIoNaraeT COIJIAIIEHHMEe C ONpefeNeHHBIMY JIOTMHYECKMMM 3aKOHAMM a 9TH 3a-
KOHBl SABIAIOTCH ONATBL-TAKM MHOIO DPA3 INPOBEPEHHBLIM abCTPAKTHEIM OTDPATKEHMEM
KOHKPETHEIX B3aWMOOTHONICHUH DEaNbHOTO MupA.

Emte ogmmM m0Ka3aTeNLCTBOM STOM CBAZM SBISETCA BOIMOFKHOCTL AINIMKALIMM Ma-
TeMaTHMEM K PeaTbHOMY MMPY. JOKazbIBAKD, YTO B HEll HeT HMYEro CIyYaiHoro Wi
anIpMOPHOrO; AanpoRCHMMATHMBHOCTE 9TOJM AnAMERanmy OOBACHAI M3 AMaJeRTHMRM ab-
CTPAKTHOIO M KOHEDPETHOTO.

Ha KoHell MCCIenyI0 CBA3L MATEMATUKMW, JIOTHMKM, THOCEONOTHM M [OKA3BLIBAI0, YTO
37lech CYIECTBYET TAKAA-JEE CBA3b, KAaK ¥ APYIMX HayK. ¥ MaTEeMATHKM CBOE CIIeI-
cthiecroe comep:KaHmMe M HeNb3d ee CBONUThL TONLKO K JIOTMKE; HO OHA MCXOMMT M3
OIPEeJieJIEHHbIX 5JeMEHTAPHBIX THOCEOJOTMYECKMX I JIOTMYECKMX MNPefNoOCHIIOK, CBOM
caMmble 3JIEMEHTapHbIe [IOHATHA OepeT OHA MPAMO HA THOCEOIOTHIL,

B 3aknmoueHuy YTBEPIKAID, UTO MCKIHYUTENHHO MATEPHANMCTUYECKMIT IUANCKTH-
YECKHMII METOI B COCTOSHWMM M3NO¥KUThL CYIIHOCThR MATEMATMEM, MEY TeM KaK Bece
upeanMcTMIeCKHe [IONLITKH NPHBOAAT TOJLKO B TYIIME.

THE ESSENCE OF MATHEMATICS
Summary

I define mathematics as the science investigating into quantitative relations of the
real world.

In the analysis and logical foundation of this definition I demonstrate above all that
mathematics actually deals always with quantitative relations. The fundamental ideas of
mathematics themselves — such as number, position, direction, form — have in mathematics
the significance of quantitative relations and arose in human mind at the process of
social production as the result of the need to give exact expression to certain quantitative
relations, The character of quantitative relations is seemingly hidden by the axiomatic
structure and procedure of mathematics, but the axioms themselves are in most cases
nothing else but quantitative relations proved by experience. The axiomatic system as
a whole, however, makes us forget its origin as long as there is no need to complete or
change the system.

The very essence of mathematics being the research of quantitative relations, this
science doesn’t fail to comprise also qualitative differences. In doing so mathematics states
the new quantitative relations necessarily established with the change of quantity.

Then I treat the process of ahstraction, whereby mathematics seeks to find the most
general quantitative relations. I prove that this is a dialectical process, that by mathematical
abstraction ideas do not become poorer, but in the opposite, by the aid of thiz process
of abstraction the actual relations of the real world are comprehended more profoundly
and with greater veracity,
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Finally I treat the relation of mathematics to the real world. I prove that the ideas
of mathematics and their relations are modelled according to the real world. They arose
due to the capacity of human mind to comprehend and express quantitatively differenciated
state of the real world. This capacity developed in men as a result of the urgent need of
human society,

Also where mathematics seems to separate from the real world, and somehow
transgresses the horizon of immediat insight, it remains in close connection with reality.
In such cases the immediat criterium of its exactness (as e. g. in the application of complex
numbers, quaterniones, and of non-euclidean geometry) lies in its immanent logical
consistency. Logical consistency, however, means accordance with certain laws of logics,
the latter being many times verified abstract expressions of actual relations in the real
world.

Further evidence of this connection is the applicability of mathematics to reality.
I prove that there is nothing accidental nor any element a priori; the approximativity of
thie application can be fully explained by dialectics of the absiract and the concrete.

In the end I examine the relations between mathematics, logics and epistemology. This
relation — so I conclude — is the same as with other disciplines. Mathematics has its
specific contents and cannot be reduced to logies; it is based, however, on fundamental
gnoseologic and logical premises. The most fundamental ideas of mathematics are taken
directly from the sphere of the epistemology.

I close by stating that only the method of dialectical materialism is able to explain clearly
the essence of mathematics, while all idealistic experiments finally prove to be failures.
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